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第 I 部 分 引 论 


在 这 一 部 分 中 ,我 们 介绍 若干 常见 的 重要 的 随机 变量 弱 相 依 
性 的 定义 ,建立 各 种 混合 序列 的 协 方差 的 界 , 并 讨论 各 个 不 同 定义 
闻 的 关系 ,这 些 将 给 出 于 第 一 章 中 . 

在 第 二 章 中 ,我 们 给 出 混合 序列 部 分 和 的 某 些 佐 的 估计 , 它 在 
极限 定理 中 扮演 重要 的 角色 ,在 许多 定理 的 证 明 中 常常 是 必 不 可 
少 的 关键 所 在 . 


第 一 章 ”定义 和 基本 不 等 式 


在 本 书 中 ,我 们 总 设 {X,,n 之 1} 是 定义 在 概率 空间 (02,% ,到 ) 
上 的 随机 变量 序列 . 描述 {X。} 的 弱 相 依 性 或 渐 近 独立 性 的 方法 很 
多 . 在 $1.1 中 ,我 们 给 出 若干 常见 且 重 要 的 定义 ,在 31.2 中, 建 
立 若 干 关于 {X.} 的 协 方差 的 不 等 式 . 它 在 {X。} 的 极限 性 质 的 研究 
中 是 十 分 有 用 的 . 在 这 二 节 中 ,我 们 也 讨论 了 各 个 定义 间 的 关系 ， 


Sted E ME 


Kat MARS 的 两 个 子 o- 域 , 记 上 (wy) 为 所 有 -wx TM. 
且 疡 阶 垂 有 限 的 随机 变量 全 体 . 定义 

AM, A= Sup. |PCAB)—PC(A)P(B)|, 

a LEXY —EXEY | 
KEL (a VEL cn J/VarX VarY i 
|P(B|A)—P{B)|, 
ea |P(AB)—P(AP(B)| 
E a er ee P(A)PCB) ? 
BC, A) = E(tvarpes | P(B |- )— PCB) |), 
|EXY —EXEY | 


et derive bgt 站 || sre ll Y Ut are’ 
其 中 tvar IGS EH, || X || p= CLL XP. 记 Fo eK, amis 
5), 了 Z 是 全 体 整 数 集 ,21 是 全 体 非 负 整 数 集 , 闵 是 全 体 正 整数 集 . A 
干 常见 且 重 要 的 温 合 序列 的 定义 恕 下. 

定义 1.1.1 FAX nel ho RA RRBAN A 

a(n) = sup WF) FE) — On 0, 
定义 1.1.2 FAUX mS AE OMAN 
« 2 . a 


EREE 
A, SB) = 
a ) AE ie sere 


pey, = 
A 


AA = 


p(n) = sup AA ty FF) > 0,2 oo. 
ER 


定义 1.1.3 FFHKX,. nS ME cCHAR-RBBRAH E 
gn) = sup HF? FE.) — On — 00. 

定义 1.1.4 FAX nS lhe ¢ RAM EH 

gin) = sup (Ft. FX) > 0, > co, 

定义 1.1.5 FAX, nS lye ENN 

有 Ca) = sup BUF hy Fin) > Osn — oo. 

EX 1.1.6 设 0<a,8<1,4 十 8 一 1, 序列 {Xn 之 1} 说 是 (a， 

DREK E 
AnD = sup ACAI, F Ta) > On oo. 

注 1.1.1 WAABRAAR RRR HP, FRE RH 
修正 是 平凡 的 ，. 

注 1.1.2 «混合 的 概念 由 Rosenbjlatt(1956) 所 引入 . 2 混合 
REE Kolmogorov 和 Rozanov(1960) 所 引 A. Dobrushin(1956) fy 
先 对 马 氏 过 程 引 入 了 9 混合 的 定义 .对 于 平稳 过 程 这 一 定义 是 由 
Ibragimov(1959) 有 及 Rozanov 和 Volconski(1959)4> 3 BRIE AY CREAT 
tb, RTÉ #4 FU Hirschfeld (1935) #l Gebelein (1941). 绝对 正则 是 由 
Kolmogorov 提出 的 (参见 Rozanov 和 Volconski 1959). Blum, 
Hanson 和 Koopmans(1963) 给 出 了 混合 的 概念 . (a,8) 混 合 概 念 
是 由 Bradley(1985a) 和 各 邵 启 满 (1989a) 独 立地 给 出 的 . 

注 11.3 Doob(1953) 指 出 ,-- 个 Doeblin 不 可 约 马 氏 链 是 2 
混合 的 县 pn) <ab" (KE a> 0,056<1) Rosenblatt (1971) HEAR — 
个 纯 非 确定 马 氏 链 是 a 混合 的 ;Davydov(1973) 给 出 一 类 8 混合 的 
ORE. ; 

21.1.4 为 简单 计 , 我 们 总 设 混 合 系数 ela), pln), Aa) 
等 都 是 非 增 的 . 

显然 地 ,由 定义 可 见 

O(n) = Àa Cn), A on) = Pn) S gin). 
且 进 一 步 , 若 在 Pp 混合 定义 中 取 XX=1(A),Y 一 1(B), 则 有 


aln) S p(n). 

Kolmogorov 和 Rozanov(1960) 对 于 Gauss 序列 研究 了 a 混合 
和 混合 间 的 关系 . 

定理 1.1.1 ue Gauss 序列 {X onea h RNA 

aR, E E n) L OLF, F n) A ral AIF in). 

证 前 一 太 等 式 是 显然 的 

对 任 给 e>>0, 存 在 随机 变量 XE LF). VEL E 
EX=EY=0,VarX=> Var¥=1 H, 

rt = EXY > oF) P i) — E, 
注意 到 A= (X>0 EFi B: = {Y> EFT o RITA 
PCAP(B) = 1/4, ` 


E 
an V1 — red wed -o 


1 
` exp] — Tord (z? 一 2rxy + y?) jdzdy. 


通过 一 个 初等 的 计算 (参见 Cramer 1946 p. 290), 44 
(1.1.1 PAB) =+ +5care sinr. 
Hal FiF oa) 1/4, BRM 
gna Fi F n) > F AFF a)i 
a F iF po) Ll4 A. 1 ORNE 
a Ft, FE) 2 PAB) — PC4)P(B) = Zarcsinr, 


由 此 即 得 


P(AB) = 


AF, FH) € Slr SS sin2ra <= 2ra. 
由 8 的 任意 性 得 证 定理 . 
Kolmogorov 和 Rozanov (1960) 也 研究 了 一 个 弦 平 稳 序 列 的 谱 
消 数 与 4 混合 性 之 间 的 关系 . 首先 ,我 们 给 出 一 些 记号 及 有 关 平 称 
序列 的 概念 . 记 {X 的 协 方差 画 数 为 
R(n) = EX, Amita 
*4e 


由 Herglotz 定理 ,对 R(x) 存 在 着 谱 表 示 如 下 : 
RG) = F edF), 


其 中 FC) 称 为 平稳 序列 的 谱 函 数 . 当 谱 函数 是 绝对 连续 时 , 它 的 
导数 LA) =F () 称 为 平稳 序列 的 谱 密 度 . 
定理 1. 1.2 寿 平 稳 序 列 的 谱 函 数 不 是 绝对 连续 的 ,那么 
ptn) 尘 1, 即 序列 不 是 z 混合 的 . 反之 ,车 谱 消 数 是 绝对 连续 的 , 那 
么 
pln) = inf ess sup IIA 一 evhle FA, 
其 中 inf 是 对 在 单位 圆 中 解析 连续 的 来 取 的 ;进一步 车 存在 单位 
[Bal HAH RE hotz) 具 有 边界 值 h。C(e“) 使 得 | AOO Jha Ce) | See 
>0 ACO) /hole")) 吕 ~… 臻 地 有 界 , 那 么 对 某 c 半 0 
P(t) Een 
特别 地 , 当 f (是 ee 的 有 理 婧 数 时 ,对 某 c>>0 
pin) = e", . 
定理 1. 1. 2 的 证 明天 在 此 陈述 (参见 Kolmogorov , Rozanov 
1960), 


$1.2 基本 不 等 式 


RX HF -可 测 ,7 WAS. 

在 本 节 中 ,对 各 种 不 同 的 混合 序列 我 们 来 建立 协 方差 
Cov(X ,Y)=EXY—EXEY 的 界 , 首 先 ,我 们 考察 < 混合 情形 . 

引 理 1.2.1 设 {X,,n 守 1}) 是 a 混合 序列 ,XE LYE 
F EnB IXS., lY ISC. 那么 
(1.2.1) | EXY —EXEY |<4C,C,a(n). 

证 由 条 件 期 望 的 性 质 ,我 们 有 

|EXY 一 EXEY| = |E{X(EWY|#*..) — EY)}| 
SCEE |F) — EY | = C, | EEE |F) — EY} |, 

其 中 ê=sgn (EY |F +a) —EY)E F* o EI 


|EXY — EXEY <C,|E&Y — E&EY|. 
el FETT PF 
LEEY — EEY | <C,|Eéy — EER], 
其 中 g=sgn (EEF Ra) — EE). 所 以 
2.2) | EXY — EXEY |<C,C, | Eéy— E€Ey!|. 
& A=({E=1},B={y=1}. 显然 地 AC FL. BEF Gn AA a 
合 的 定义 ,我 们 得 
iEén — EEEN | 
= |P(AB) + P(A B) — P(ABP') — P(A'B) 
— (P(A) — P(A‘) (PCB) — P(B) | < 4ala). 
代入 (1. 2.2) 得 (1. 2.1). 
引 理 1.2.2 BX,n€ 2 是 混合 序列 ,天 二 宛 YE 
Fe, AK p>, EIX’ <æ, |¥|<C. 那么 
(1.2.3) | EXY — EXEY |<6C || X jf a), 
KP 1/pt+1/qgq=1. 
证 i Xy=XIC|X|SN)  Xy=X—-Xv. 5 
| EXY —EXEY |<|EXwY — EX EY |+  |EXsY—EXvyEY|. 
由 引 理 1. 2.1, 1EXwY —EXyEY|<4CNe(n). 对 上 式 右边 第 二 
项 ,我 们 有 
|EX 4Y — EXyEY |<2CE|Xy|<2CN7?*'E|X |*. 
取 N= |X || ,CaGnd RIRA. 2. 3). 
对 随机 变量 X A R LARA BRM f(r), f(0)=0, (BRE 
等 于 0, 定义 
| X |} = infit > O,ESC|X|/t) <1}. 
由 此 定义 ,容易 知道 
(1.2.4) I X || -=0exX—0 a. s. 
且 当 0< || X <o, A EAX I XT NSS. BIAS 
| Xz la. S. BRA | X, | © | X: il fe 
31 1.2.3 设 {X.,n€E32} 是 a 混合 序列 ,XE 1YE€ 
Fie SOA glo R LAPEER MR, £10) =2(0) =0, BR 
. $>” 


ras 


er 0,5s>0; Flesje” "Aco, glaer Z0, || x | p<, 
| Y oo. 那么 


(1.2.5) LEXY — EXEY| < 10 inv f| 25 


t inv g| cas) em) IXY We 


证 从 引 理 的 条 件 容易 看 出 EIX CofE | tO <oo, 
GLX | =O R} Y |, =0, A. 2. ODEA. 2. SR. AF aln) 
=O, XA Y Hiya. 2.5) 是 平凡 的 , 现在 我 们 假设 
| X || <>0, Y || > 0 A an) > 0. FFE M>0 和 >0 使 得 

adn) = 1/f(M/ || Xl) = 1/g(N/ HY a). 
设 
= XI(|X|<M),Xy = X — Xu,» 
Yy= YIC\Y| < N),Ys = Y — Yy. 
我 们 有 
(1.2.6) |EXY— EXEY| < |EXy¥y — EXyEYy|\ 
+ |EXuYy — EXyEY»y| 
+ |EXuYy 一 EXuEYy | 
+ |EXuY'y 一 EX' yEYy | 
=h +h +h +L. 
由 引 理 1. 2. 1, S4MNaln) 注意 到 S) rogle) oo， 
我 们 有 
E\|Xu| 一 五 (| XXXa17 
SESfAX' u| | Xul OM/fM/ | Xm Il 7) 
< M/f(M/ XIA. 
所 以 


< 2MN/f(m/ || X| Ð = 2 inv s| a(n wa) 


a(n) EXIL | a 


-inv e| E 


类 似 地 ,对 [有 间 样 估计 . 
进一步 ,注意 到 Atz)/zs co 和 &(z)/zss Aco, RIF 
EXw¥'y (pl [Xul/ Il Xu ll) EE) 
+ (ECYwI/ I Ys | Oo) Xe ll Ye 
S (EFC Xl / | Xu ll) (Ee Yn Yl)) 7 
MN/{ fFM/ | Xie ll A BONS N Yx fh) 十 
<MN/(S(M/ AX I DT gON/ YH OS 
因此 
L << 2MN/(F(M/ NX OEN IY I OF 


= 2inv f 


] i 1 r 
sop] inv e| stay | a IX is VY te. 


现在 把 这 些 佑 计 代 入 (1. 2. 6) BNIB C1. 2. 9). 
作为 这 一 引 理 的 推论 ,我 们 有 
引 理 1.2.4 RX Zi Ea RAR XE F YE 
FEA EIX cæ, EY o, ptHl/g <1. MA 
(1.2.7) |EXY~EXEY|<10 | X ||, Y (eG) #7. 
51 1.2.5 BIX o nEZi Æa REFN XEF YE 
Fin EIX PMC EY |? SC. BS 
(1.2.8). |EXY—EXEY |<10(C,C,)7#8 (a(n) 3. 
”对 (a, BIR GIP OA 0 混 台 序列 ,我 们 有 下 列 引 理 . 
引 理 1.2.6 H(X.. nE€ ZS HA MRSA, XE 
Lp FE YE LGFE psa] A 1/pt+1/g=1. BA 
(1.2.9) |EXY~EXEY|<4aQ@)*% Xi, Y iHe 
证 KARRE op > 1, EHS Sexi. > 
Y, = YKY! &C),Y, =Y —Y,, 
H+ CEEE: 4 FHRE.S 
(1.2:10)  ,EXY — EXEYj < |EXY, — EXEY,| 
+ |EXY, — EXEY, |. 


Ala, DRAM ELA Holder 不 等 式 
|EXY, 一 EXEY,|< AG) || X || ae WY | ve 
=AGC'* | X,Y, 
| EXY, |< (E|Y, |D a (EIX |" 1Y; | 
<(E|Y, |V a (E|X |" EY, |” 
+ ADEX Y |)" 56 
< (EY #(E |X |*E/Y C 
+ A(n) (E|X PY CEY Aa 
< IXIA Y 4$ +e | X1,1¥ 1, 
g 
|EXEY: < IXI, IY | sere 
把 这 些 估 计 代 入 (1. 2. 10) 并 取 C= |Y IAG “RNG 
(1.2.9). 
(1.2. DOF p=4=2. 容易 看 到 
(12:11) p(n KAACn) AB. 
作为 引 理 1. 2.6 的 -个 推论 ,注意 到 p(n) = Aaa), RA 
有 
5| 理 1.2.7 RIX nE) Æ p BARAXELAF*OF 
YELCF Apg 21,1 p+1/g=1. 那么 
|JEXY — EXEY | < 4oCDO2A IXI’ YI 
对 于 gg 混 合 情 形 ,我 们 有 如 下 三 个 结果 . 
引 理 1.2.8 设 {1X.,nEZ} 是 混合 序列 ,XEL,(Z*,) 且 
YELGF AD pqel li ptl/q=l. 那么 
(1.2.12)  |EXY—EXEY|<2(@n))? || X ||, IY lia 
证 A. RIR X A Y JE R, BY 


X= 人 一 D bis,» 
其 中 D, 和 之 ,是 有 限 和 且 AN A=$G42) B N B= 4), 


9u 


AE F* BEF ie. 所 以 
EXY — EXEY = 21%, P(AB;) 一 Dab PCA) PB,). 


由 Holder 不 等 式 我 们 有 
(1.2.13)  |EXY — EXEY| = | Ja (P(A) 


* D> (PCB A) T P(B Mb; POA V” 
<( 2 lal Pean)" BPa] 
a DELPB; AD 一 P(B;)) |°} 178 


<I XU | Er D lP LAD 


| 一 


+ P(B) (>) }PCB;|AD — P(B,) \}? 


<2" X Il, ILY Il, max{ È, IPB; |A) 


1/p 
~ PC(B)|) 
注意 到 
(1.2.14) 2 P(B; A) 一 P@;) | 


=(P(U} B; |A) — PCU} B;)) 
— (PCU B (A) — PUB 
<p), 
Hh US CU; ÆI PCB, | AD — P(B) > 0CP(B;| A) — P(B) <0) 
的 所 有 了 上 求 并 . 把 (1. 2. 14) 代 入 (1. 2. 13), 对 简单 函数 得 证 
(1.2/4). 


为 完成 引 理 的 证 明 , 设 
Xx 一 3 if|X| > N, 
N ttRAN 这 kN 一 和 云天 十 1)AN,| 基 | 去 


=10- 


0 这 |y| >N, 
TN ifR/NSYS+DINAYISN. 
我 们 已 证 对 Xw 和 YN(l.2.12) 成 立 .此 外 ,注意 到 
E|X — Xy|*—>0,E|¥Y — Yy |! — 0,N — ©, 

让 RN 一 ce ,对 一 般 情形 得 (1. 2. 12) BOSE. 

设 (1.2.12) 中 p=q=2. 容易 看 到 
(1. 2. 15) pas 28772(na)， 

从 引 理 1. 2.8 的 证 明 ,我 们 可 得 到 

引 理 1.2.9 设 { 久 ,,nEZ} 是 gp 混合 序列 ,XEF*…, 且 YE 
Firar |X ISC Y I SC 那么 
(1. 2. 16) | EXY — EXEY |<2C,C,,(n). 

41. 2.12) p=1 H g=0o. 从 引 理 1. 2.8, 我 们 又 有 

引 理 1.2.10 R(X.. nET Æ p RAFI XEF HYE 
Fion EIX <œ, |YI<C. 那么 
317) LEXY —EXEY |<2Cge@E|X}. 

最 后 ,我 们 考察 少 混 合 情 形 . 

引 理 1.2.11 设 {X,,nE2Z Æ y RS FIEF- HYE 
Fein sE|X|<00,E|Y|<loo. BZ EIXY| <H 
(1. 2. 18) | EXY—EXEY |S ¢QJE|X|E|Y|. 

证 SAMAR X AY 是 非 负 简 单 函 数 . 我 们 有 

|EXY — EXEY|= | Dabi(P(AB) — P(ADPCB,)) | 


Ys 


= > ab Gn) PCA) P(B;) 
ied 


= p(n) EXEY, 
由 此 ,(i. 2. 18) 对 非 负 随机 变量 X R Y 成 立 . 
对 一 般 情 形 , 写 和 =X+ 一 X-,Y=Y+ 一 z-. 我 们 有 
[EXY 一 EXEY |< |EX+ Y+— EX+ EY+ | 
+ |EX+ Y-— EX+ EX- | + |EX- Y+ 
— EX- EY+ } + EX Y-— EX- EY | 
a 11 « 


PAEX + EX” )CEY*++ EY ) 
< PME|X|E|Y|. 
最 后 ,我 们 综合 诸 混合 性 质 则 关系 . 容易 验证 

(1. 2. 19》 2am KBM p(n). 
从 马 氏 过 程 为 外 混合 的 充 要 条 件 , 我 们 可 指 册 一 个 9 混合 
(Markov) FF JAE g Fe A BY LC GL Blum, Hanson #9 Koopmans 
1963). Ibragimov 和 Solvy (1969) 给 出 一 个 平稳 a 混合 Caus 过 程 
但 不 是 BP 混合 的 例子 ;这 一 过 程 也 是 p 混合 而 非 8 混合 的 例子 . 
Davydov (1973) 构 造 了 -~ 个 平稳 a 混合 Markov 过 程 , 它 的 混合 系 
数 以 几何 速度 趋 呵 零 而 它 不 是 4 访 合 的 .一 个 几何 地 遍历 Markov 
过 程 , 它 不 是 Doeblin 常 返 的 , 它 是 上 8 混合 而 不 是 8 混合 的 ( 见 An- 
drews 1984). 综合 这 些 结 果 , 并 回顾 注 1. 1. 4, (1. 2. 11) 和 
(1.2.1 RTA 


BE Ca 混合 
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第 二 章 ， 部 分 和 的 矩 估计 


混合 随机 变量 序列 的 部 分 和 的 矩 的 各 种 估计 在 极限 理论 中 扮 
演 了 重要 角色 . 在 $2.1 中 ,我 们 给 出 了 各 种 混合 序列 部 分 和 的 方 
差 的 者 干 表示 形式 ,$ 2.2 专门 导出 部 分 和 的 撼 的 若干 不 等 式 , 顺 
便 也 在 该 节 中 给 出 了 某 些 概率 不 等 式 . 


$2.1 部 分 和 的 方差 


iX. on =l) BOR) YUTAL EX, 一 0, EXT < ee. if S, = 


SIX, 我 们 研究 它 的 方差 Var S. 设 平稳 序列 {X,} 的 相关 函数 为 
Rn) RBH FO. 

首先 ,我们 通过 Roda FORA Var S, 的 表示 式 . 

定理 2.1.1 


(21) Var S, = $, (一 DRG), 
aln 
„ sin’ z 
(2.1.2) vars = | 2 dF (A). 
ae sin? g 


EWR FA) be ESE AY BPA EH RE SO), H- C24) 


(2.1.3) Var S, = 2x/(0)n + oln) n—> o, 
证 由 相关 函数 的 定义 
Var S = DEXX,: = DRG ~k) = Di — |jDRG). 
3 A a BEE A ~ 
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Var S, = 上 È o= liDendFa), 
从 初等 计算 可 知 
2.0 一 fil)e” = sin’ A sint 3 3 
代入 得 (2.1. DAC. 1. 2). 
iS AEE AE A= 0 连续 . 注意 到 


f [sin m sin ila = 2na, 


2 
我 们 有 
Var S, — 2af 0n = | | sin’ zi 3) (FQ) — f(0))di 
vie 
sin? ue 
< max < /0 fe “da 
Jalea sin? 一 
2 
1 f 2 nA 
po — | sin z (FO — f(0 dA 


sin? Cn” 1/2) a 


EA Ee 


<2an max fa) — fO) + O(n?) = oy). 


|Alsia” E 

得 (2. 1. DRI. 

当 平稳 序列 满足 某 种 混合 条 件 时 ,方差 Var S 具有 显明 形 
式 . 

定理 2.1.2 3 FRYX.) CMAN H noolt Var 
S>, 那么 
(2.1.4) Var S, = nh (n), 
FOP AE n REREH ER ERA EH F RIE hie, 
ER ER PR. 

证 首先 ,我 们 来 证 h(x) 是 缓 变 的 . it ots Var S,. 等 价 地 ,我 
们 来 证 对 每 -- 正 整数 丰 
(2.1.5) lim oy,/o, = 
设 


9 1 本。 


= DX j= 1,2,7, Ġ; 
1] 

1 Do aai j= 1,2, k — l; 
x 一 上 


h= — pp Kaita 


其 中 r= [logr]. 由 定理 1.1.2,{X,} 具 有 谱 密 虚 SCD. 利用 
(2. 1. 2) 我 们 得 


{2.1.6) æ= Var S, = | [sin “AY I sinz $ | faa 


< fada. 
因此 r= flog |=OClogn). 旦 进一步 
TERA, 
K 
ai, = Var S, = X EE + 2> EES + D EEn + DS) En 
ij es fag 


PAE BE EE =o = Var S,, 从 引 理 1. 2. 8 i RITE 
(2.1.8) |E | < 2g — FI WE LNG Le 290. 
利用 Schwarz 不 等 式 和 (1. 2. 6) ,我 们 有 
(2.1.9) LEERI <= | & i. a, il. = 4.0, = OCe,loge,), 
(227/10) |E <0 = OC(logs,)*). 
#8 (2.1.8). (2.1.9) C2. 1. 10) 代 入 (2.1.7) 中 并 注意 到 当 noo 
时 g(r) =0(1), Ri 
Si = ko? + oloi), 

由 此 即 得 52. 1. 5). 

其 次 ,我 们 来 证 An) YE SR EP TOR EB Ao thE R 
RAE eR C2. 1. 6) ,我 们 定义 


a 
fr) = fi sin? 7 | | sin 7 | faa, 
hir) = pr) fz. 


为 证 明 h(x) 是 缓 变 的 ,只 第 验证 对 任何 a> 0 
。15 。 


(2. 1. 11) lim ¢(ax) /yz) = a, 
不 难 从 风 的 定义 知道 当 工 ce 时 

f(r) = gxr A + oll). 
当 (2. 1.11) 式 中 的 a 为 整数 时 ,我 们 有 


par) _ Lar\h(Lax)) ans 
plr) = kdr D (1 十 ofl) 一 ca 十 of1)). 


Py ae ae. eit) aie 
lim E 一 nim ag) 2 
me ree yf £) gi Z\ 9 
"| q | Ha g | 
对 任 一 正 实数 a. > 
= Laa glar) ¢(ax) 
ec) play 282) = lim SE glx)” 


对 任何 有 理 数 cs 由 世面 的 证 明知 pila) =g; la). 因此 ， 只 需 证 明 
dn CF g(x) 都 是 连续 的 . 因为 


(pla ez) — plar) 
| P(r) 


Lint £2 
= /Waa 十 F, 
= 2 


z y rt, ds 
sin ; 2sin 7 
a 


sineràsinazà sciaga 


a Peer) gler): t 
GG) lam. 


BER p (OA hO E a= 0 连续 . AH FRE RH E R 
44( 见 附录 ) .对 充分 小 的 e50, 4 oO 时 ,我 们 有 


fs ten ES Ex] 
pe ee 
< el + 019), 
因此 gi (aol oad TE a= 0 都 是 连续 的 . 
定理 2. 1.2 得 证 . 
注 2.1.1 在 定理 2.1.2 的 证 明 中 ， 混合 性 仅 被 应 用 于 给 出 
。16。 


(1 十 of1l)) 


不 等 式 


=. <= 29( p)'” | Sn | 2 | so | 3" 


这 样 对 和 混合 情形 ， 我 们 也 有 

定理 2.1.3 R(X. n> EATR AEA, 满足 EX = 
0, EX <o, 6 = ES'> oo H {S/d nl} ~ 一致 可 积 . 那么 定理 
2.1.2 HER 

证 ”由 定理 2.1. 2 的 证 明和 注 2. 1.1 只 需 证 明 下 列 事 实 ， 


1. 光一 ”cc ; 
2. 对 任 - “>>0, 存 在 p= ple) 一 Ne) ,使 得 
mt+rtp 
ES, bp X,| 雪 sosan 4 n,m = NC) 时 . 
i=rnt p 


第 一 个 事实 是 定理 的 一 个 假设 . 考察 后 者 . JA S/H- 
可 积 性 .对 任 给 s 盖 0, 存 在 KO 使 对 充分 大 的 
|... sataP < T Kalp) < eil6. 
那么 ,由 引 理 1. 2. 1,Schwarz 不 等 式 和 强 平稳 性 ,我 们 得 


上 | E 


| ES, > Xl, 


an a 


m Sm4 nip ae 


<Í Saa Smtn—p Snep 1 < le Or a 
Ç 
ven ee CR dP |is ,ss ee 
= z sK Oa 三 san cr 
: | Sutntp — Sate t dP 
g 


Sn a SA = Dai pt 
Or 


Lis 4r 
pp 十 2/1 十 oe -E/S 
a ee ee ee RR. 记 Sn) 


Aten 


Dipa ot Ld gay eae, OF 
定理 2.1.4 R(X nel eH AR. EX,=—0,ME PR 
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Ci) sup EX?=di<oo, 
(i) 4 n-+ocofff ES?-+co, 


2 
rer lim A = 关于 大 一 至 地 成 立 ， 


ES: = nhn), 
RF An) ERR ARN H C KIE IRT GE F RE kE R 
上 的 缓 变 函 数 . 若 附设 

Gv) 27p(2") < o, 


那么 ES? /n-+o’>0. - 
为 证 明定 理 2. 3.4, 我 们 需要 下 述 引 理 . 
5| 2.1.1 设 {X,,n 之 1} 是 混合 序列 ,EX, 一 0. 车 定理 


2.1.4 的 条 件 6) 被 满足 ,那么 对 于 自然 数 p,qg,m 当 p 十 9g 二 mm 时 有 
(1— p(n) ) CES§, (p) + ESE, .(q)) —C ES? (m) 


<(1+e(n)) (ESL Cp) HES hatl) HC, 
其 中 和 是正 整数 旦 . 
Ci =C Cm, psn) < 20ain® — 120 n¢ || Si CP? | ， 
十 | im+agG] | ads 


(2.1.12) 


进一步 有 
《2.1.13) OP || Samp) Hf 2S |] Sin Gre) |] :十 Ca， 
其 中 C,<2en. 
证 HeRAHEX. RNA 
(2.1.14) [ECS P) + Sin i pr: lG) — CES, Cp) HES ha pig) | 
PD (ESE, Cp) + ESE pil). 
注意 到 Sant etn lg) = Sim (GQ) — Sime eN) +S tren) 我 们 得 
(2.1.15) ESins pin(Q) = ES +4,(9) + A> 
FAIA, |< 2oon. 因此 从 《2.1.14) 和 (2. 1.15) 即 得 
(2.1.16) (1—p(n)) CES, (p) + BSE + 9g) +4) 
”1] 


SE CSin CP) + Siment g)? 
<(1+ e(n)) (ESL, Cp) + ESh He), 
HP | 6, |< ton + dann 上 Simt) |l 2 RATE 
Son M) = Spe CP) 十 Sing p nn) 十 Sint pte l) —-Sorvm(n). 
那么 
《2. 1.17) | San Coz) |] 2= | Sen A +S ana pan(g? ll +85 
其 中 | | <2eon. 因此 ES Gn) =E (Sim Cp) +S tnt ptn(Q r+» 
其 中 12 | <i Loin? + Aon |i Siw CP) Ul 2 Ml Sant pn(@) ll 2). 
FRE RAF (2. 1.16) PROBE CZ. 1. 12) ,此 时 
C= max(| (1 — e028 Alt + ein) + 8h) 
< 20ein? + 124 nl || Sanh) Ha + Ul Sina, €@) 2). 
关于 (2. 1. 13 AERA, (2.1. 1O RSS 
(1 一 pn) ESE CD) S ECS CP) + Simppa t) 
那么 从 (2.1.17) 即 得 (2. 1. 13) 成 立 . 
定理 2. 1. 4 的 证 明 首先 我 们 证 明 对 任意 正 整 数 天 
(2.1.18) lim ES}, /ES? = h. 


Bam 


H (2.1. 12) (9 k= 0,m=hn, p= (h— 1) n,g=n a=[ (ES?) )), 
我 们 有 
(1 一 pO) (ESE 十 BSG.) — Cy <= ESF, 
PES va + ES han OD + Co, 
其 中 Co = 2005n° + 120506 l Sus | 2 十 I Sainn) | 2). 利用 条 件 
Gi) Al Gii) X A FAVA APB AH C2. 1.18). 所 以 
hin); = ES /n 
ERREK. 由 下 式 来 扩充 它 的 定义 域 
Att) = ES},/t. 


我 们 来 证 明 

《2. 1-19?) limAC(] — &,)n)/A (n) = 1, 

HP e 40 HIE ne, 是 整数 . 由 附录 性 质 Ad, 
a. s _ l 

(2.1.20) lim AG) e 一 
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A hn 一 max (hne 之 (一 en), 注意 到 | 

Sn = Sa Se ne) Soa lp) — Si tm (pp) 
其 中 p=n—(h,t1)ne,<ne,, A C2. 1.13) m= ne, k =h, Ñ ht 
1) ,我 们 有 


is =. TAR em] = 
1 | aici | 2 | Sa I a | “et | Sh ae, (NEn) | 2 十 (1 = pti)? 


-¢ I Sh me (718, ) | :十 i Sth, 十 1 ne, Cne,) | 2 + ddai), 
HHR: B OL H ilS d PRE RA SR. A GD 
和 (2. 1. 20) 就 得 (2.1. 19)。 对 整数 二 0. 存 在 使 对 每 一 nn 守 nn， 
由 于 (rn) 是 缓 变 的 ,我 们 有 


(2.1.21) log ink) 


A(n) 
不 失 一 般 性 ,可 设 ee eee ren S t> 1 RRR n>, 
E X k=, 使 得 mnn RZQ.1.2DG BA 


L, 


(2.1. 22) lim log( Ant }q,) jh Cnt) ) = 0. 
G p= Gut]. 那么 p= Leik 因此 由 (2.1.21) 也 可 推出 
《2. 1. 23) lim logh inp.) /Atn)) = 0. 


另外 ,从 (2. 1. IDA 
limh (Car lg, )/h Gp.) = 1. 
它 与 (2.1. 22) 和 (2.1. 237 相 结合 就 得 
l limA (nt }/h Gi) =1. 
所 以 由 附录 性 质 Al 就 得 让 
im A = lim FOES = 


现在 我 们 来 考察 定理 的 第 二 部 分 . 由 (2.1.12) 让 m= 二 2N，,p 
=g=N n= LN | ,我们 有 
(2.1. 24) 
(1— (LN? ])) (ES ND + ES ow CN)) Can) 
ESin (2N) 
«20° 


l. 


LOUHEN DES an (N) + ESt (NDA FaN), 
其 中 
ay = 

20027N7"2+4+1202N3¢ || Sav CN) || + |] Sineo CV) |l 2) ， 
“ve (1—p( EN") ES CN) HES a, vn CN)) 


H. N, 充分 大 使 当 NEN, At eC LN D <1. RA WA GWA A 
NAS 十 N li Sx Il ， :|. 
è | Sy Iż 2 ! 
由 附录 的 性 质 42 ,对 任 给 0<s<<176 
lim N'ESM/N = 00, 
IL CES) -1 二 QCN-'+*), 且 进一步 有 
(2. 1. 25) ay = OCN- Ft), 
那么 从 (2.1. 24) ,对 糖 数 一 > ple NN, oC"? <1, 


2 一 1 


(2. 1. 26) Ia — [DA — a) $, ESke(2*) < ES! 


i=} 


av = O| - 


2° ?一 1 
< 了 a +a + ay) 2 ESie (2°). 


=p 


由 条 件 Civ), X ep < oo. 另外 ,从 (2.1. 25) 也 有 >，a(2:) 
< o. 所 以 从 《2.1. 26) 我 们 得 


gre! 


lim ES} / > ES} (2 = 1. 


XFA RPE GDE 
om A/A) = 1, 
且 进 一 步 ,h(2 eee 个 正 的 常数 . 应 用 性 质 43 FROM 1/ 
A(t) ,就 得 疡 Ca) 与 天 (27) 收 伊 于 同一 个 极限 .定理 2. 1.4 证 毕 . 
对 强 平稳 p 混合 序列 ,我 们 也 有 下 列 结 果 . 
定理 2.1.5(Ibragimov 1975) ” 设 {X,,n 之 1} 是 强 平稳 Pp 混合 


FER. EX, 一 0,EX? Coo BOS 0(2") < co. 那么 !{X,} 具 有 连续 谱 


密度 且 当 f(0) 关 0 时 | 
. 21 . 


(2.1.27) (Var S.) = 2xf0)n oln), n> oo. 
定理 2.1.5 的 证 明 参 见 Ibragimov 和 Rozanov(1978) 的 引 理 


17. 其 证 明 概 略 是 这 样 的 :首先 在 条 件 Dee ) << oo 下 证 明 {X,} 
RA AAG eR f(A. 然后 证 明 
Ef) < 128 max f(A) >) oC iar 


KP Edita EL a,n] Ee Z FO 用 次 数 不 直 过， 的 三 角 多 
项 式 最 佳 道 近 的 误差 . 借助 这 一 结果 可 知 谱 密度 f(A) 是 [一 x,t] 
上 的 连续 函数 . 最 后 利用 定理 2.1.1 即 得 (2.1. 27) 成 立 . 


$2.2 进一步 的 不 等 式 


为 证 明 关 于 混合 序列 的 极限 定理 ,除去 31.2 中 的 基本 不 等 
式 以 外 ,常常 需要 菜 些 进 一 步 的 不 等 式 。 
下 述 关 于 e 混 合 序列 的 拓 广 Ottaviani FA SRE HIER 
(1982) 给 出 的 . MBL SEX). i Faal ei). 
引 理 2.2.1 R(X, n> to RAF. HERE ER pg 
和 kik é, 是 FRR p WH f=) sortek É 
P: EIS P ee & | s C} 之 T 1 
那么 
P (max | 名 十 …… 十 各 | 全 2 
<2P {E+ +8, | >C} + 2ke(q). 
证 设 事件 
A= P { max | 名 poo + Ê > 2C}, 
B=(&+--+&|>C}, 
A, = í |=, | > 2C}, 
A, = ( max iĝ 十 … 一 | < 3, Oe PERT &, | = ZC}, 


i= Zi sky 
. 29 a 


B= {fn tee tt ij SCC I lnk — 1B S. 
那么 
| AA = $G Æ j) A =UA, UAB, cs. 
由 引 理 的 条 件 
P(AB) > P(ADP(B,) — ao) > EPA) — alq), 


因此 
f} k 
P(B) > >) PONB) $ D)P(A) — kala) 
1 一 1 iced 
= 5 P(A) 一 Ka(q). 
引 理 证 毕 . 


下 述 引 理 大 部 分 是 关于 部 分 和 的 矩 的 阶 . 对 p 混合 序列 , 较 
早 的 工作 是 属于 Peligrad(1982,1987) 的 . 邵 启 满 (1988b,1989a,b) 
改进 并 所 广 了 她 的 结果 . 

引 理 2.2.2 设 i1X,,n 之 1} 是 pb 混合 序列 ,对 每 -*n 守 1,EX， 
=0,EXi<co. 那么 对 任 给 se>>0 存在 C=C(e) >0 使 得 对 每 一 
=] 和 n=) 

Loga] 


ES} Cn) < Cn exp{(1 + £) X, o(2')} max EX?, 
:=0 aia te 


Rin 


其 中 Sn = >). 


7=k+ 1 

证 不 失 一 般 性 可 设 0<s<1/4. 设 ,是 不 减 的 数列 使 得 
《2.2.1》 ESiGI<C,n _max EXi. 
对 n2", h Minkowski 不 等 式 我 们 仅 需 取 CG2. HC, = 2". 
假设 Ca.m=1,°-.2—1 已 如 引 理 的 要 求 被 定义 了 . $ m=L[n/ 
2 一 ?一 六 m= [aF]. 显然 好 
(2.2.2) ESO) = ES} Cm) + EStr, G2) HES: Gn Spt, Cn), 
且 进 一 步 有 

| ES, Cm Sain, Ca) | S LES Cr Sin, Ms) | 
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十 | BS, On psd (nm, 一 rs) | 


| S,€7,) || 2 | Dame Cns) || 2 -+ PCr) || Salm) | 2 
z | Sai n +n, Oe 一 ny) | 2 


2 | SiC) il 2 li Sree, (ny) || 2 + plns) | Sain) ll 2 
+ Seta (m2) Il s. 


把 上 述 不 等 式 代入 (2. 2. 2) 中 ,并 注意 到 (2.2. 1) 我 们 得 
ESi(n) <{ ESiGn) HESI. n Cm) ) 1 十 PCm)) 
+4 I S,Cm,) || 2 | Sein, (ns) Bs 
<C., * nl 1+ Cr) } ， max EX; +4C, win? mex EX! 
<C IF OTE) + Ane Rit )n _ max EX?, 
其 中 


< a 


(4) = (pli +1) — pi) er — D+ 00) Bi<xr<iti 
因此 对 ”之 2 ,我 们 定义 
C,=C 


m4 i + pl 
BRC, 是 不 减 的 , 且 
《2. 2. 3) 


pa ens E. 
ni} + An; rate | . 


Cy = Cyril + oi git} 十 4、 2- rate | 


2 ; 
ore) +4 + 2-30 Fe) | 
划一 ] : 2 

| 21] + 4. 2-7+6 | } 


<Cexp|3 + [ol arte) dz + «| 


| a 
<Cexpl3 + G+oOf perdr+c.| 


Cexp{3 + O +J pC2) +}, 
i=] 
其 中 .=4/(1 -2 a 


“21423 ). 


). 令 d=2"exp(3+cC.). 我 们 得 
< dexp{ (1 +e) EREA }. 
i=} 


+245 


Xt HE n FE m E 2" <n<i2""". 利用 C 的 单调 性 即 得 


mti 


CE Crr <dexp{( +e De) 


iwm} 
| [loga] 
< dexp|(G + ©) S} ec}. 


引 理 证 毕 . 
SIE 2.2.3 E(X onl Æ eR RW. WH nel EX, 
=0, EX: <. 假设 对 一致 地 有 


(2.2.4) ES} (n> / min EX? + co. now, 
中 < 二 了 :过 是 十 吧 
ARH a1 有 ， 
(2.2.5) max EX? <a min EX:. 
ACSA Acelkian 


AR ARE 2 > 0, FEC’ =C' Ce, p( + ),a) > 0 MBM N 使 对 每 


—- k= 0 和 nN 
[loge] 


ES} (n) > C'n exp{~ OQ ++ 8) 2) C2! ) min EX?. 
证 ” 厅 失 -- 般 性 可 设 0<e<1/400. 由 此 可 得 
1 Se? > (3/2) 7*5, 
因此 ,注意 到 ondoa) AR- 充分 大 m 我 们 有 
1 5e 一 plm) > (372) ". 


Liuga] 


不 难 验证 exp {2 D>) (2)! 是 一 个 缓 变通 数 . 由 引 理 2. 2.2 和 条 件 
eres D ,存在 整数 ny [E n D> m 时 l 


(2.2.6) ES? in) Lnth max EX?, 
是 cs 到 于 玫 
dam 2 
(2.2.7) ESitn) 2m ars min EXE. 
€ Actiszktn 


当 n?n BT OS m = [92/2 ,np 二 nn 一 .那么 
(2.2.8) ESi a) = ES$ Cu ) + ESk, (nz) 
FHES O) Sn Co) + 2ES Cm ) Site, tm (ry — me) 
ESi(m) HESH a Cn) — 2 || Sm) |] 
> | Satn, Mo) | o — 2em) || Son) Hs 


。25 。 


R | Sain, | my C712 — Mmo) i 2 

22 (1— p(m,)) CES Gn) + ESi+s, (ne) — 4 || SiG) || 2 
. || Setn Gro) | 2 

22 (1— (my )) CES? Gn) + ESt, (ne) )— 4e ES: Gn) 


4 
=e am, max EX? 
€ ~ 十 


== (1—4é aan ) CES Cm) HES pn Gtz)) 


-Åm a ， min EX? 
= C} 58 — plm} CES? Ca YHES, ~ C72) ) 
> (3/2) "(ES in ) HES. a (ns)). 
AORERE nn 


(2.2.9) ES (n) = Ca" min EX?, 


AZI kea 
HH C= 2aminy e`". (2. 2.7) IF mo <Sn< 2a (2.2.9) 成 立 . 
当 nein BT ER TTR on BYE IE ERC. 2. 9) MIL. 那么 
它 对 = 也 成 立 . 事 实 研 ,利用 (2.2.8)? 我 们 得 
ES? (mn) B/D C, (al “8 + al) „min EX? 


ik ter 


en min EX? 
LiAl] n 


a Cm “© min EX}. 


eres 
下 面 我 们 来 证 明 引 理 的 断言 . 对 nmt & m= CZ man 

一 而 :上 由 二 [La 9 二 1. 从 (2.2.5) 和 (2.2. 9) 即 得 
(2.2.10) ES{G2)=ES}Gn) + ES, (nz) 

+ 2ES, (m) ES, -n (rs) 

+ 2ES, Cn DJ Sr ra, Cte n) 

ZES: On) ES. Gu) 
4 SiCm) il a Sire Gna) 2-2 Cn) I] Sim) |; 
-il Satn, (n2) Il 2 


+ 28+ 


= (1— p(n) ES On) ES Cn) ) 
— 4 mn ) te 2 max EX? 


此 过 2 十 本 


on) (ES? lm) + ES, (n,)) 


2 a aats yan 
— dy! te— 3e 2ci se) max EX? 
kri kta 


> — plm) ES: Cn) + ESky (ns)) 
~~ jan" > min EX? 
22 C1 — POr) (ESk On) PF ESS ra, O) ) 
—- Sas In YES?) 
(pn P) ESO) HES Cn2)). 
最 后 的 不 等 号 对 n (Bac DNO R. SA 
n'o = max (nl (8aC I”). 
HCO, ARN 使 得 对 aen 
ES; (n) Cn „min EX'. 
那么 由 (2. 2.10) 对 nen, 有 
ES) (1 — pin) — na CC .天 min EX? 


kaisi k+ 
Sil pi ne | a mC, n min EX?, 
2 
因此 对 nn. 我 们 可 选 
(2.2.11) C, = C, a oes - pl nie] spe nye). 


容易 验证 存在 n'h 使 对 nen", 
(2.2.12) ipl pti ns’ 

| Sexp/— U +e){ el ni | +n," "| k 
A m =n hun" H 2.2.7), RIR Crd = 4am? /Ce'ng ). 显然 ,由 
(2.2. IDEC ne ang } 是 不 增 的 ,从 (2.2.11) 和 (2. 2.12), 
我 们 得 对 ">n 有 
Cm = Crit 1 — pl ote) — 270e) 


Cm-iexp{— (1 + ©) (o(2T te) 十 2-o Dete)}. 


-由 此 可 得 


Con > Cy | [exp{ 一 《1 十 EY (COU +9 y 十 人 \ 
i=6 


m—1 
= Creep Che ep, (a(n or ae) 
WF (2. 2. 3) ,存在 d > 0 使 得 


mod 
exp { i {1 + £) > (p20 rn) + Tomy 


= dexp{— (1+ e Yo(27) j 
所 以 
Com = aC, exp{— (O + €)? 302 }. 
IHE n>n FE m IE ncr. 由 Cu 的 单调 性 ,我 们 得 


Cue Ce > dC, exp{— O + ©)? 2 (2) | 
1 Hoga] 
= zd Cur exp | SA ey 2 PC2) ta 
因此 就 得 引 理 的 断言 . 
有 时 我 们 需要 高 于 2 MEKA. 
引 理 2.2.4 设 1X,,n 汪 1) 是 pp 混合 序列 ,EX 一 0, 对 菜 0<9 
1,sup E| X, |i eo 


(2.2. 13) Se") < 20, 


那么 存在 C=C 6, pt + )>>0 使 对 每 一 n 宇 1 有 
sup E |S in) 12 aC la "(sup EX?)) 2/2 
Aa) =i 
+ n exp‘ (Clogn)” Ct? }sup EIGI: 
' = 
证 不 难 验 证 对 x0 
(2.2. 14) (lt 7yY?s i+ (248) (rte! "3427"? 
Lll Hat rt. 
& 


= 28* 


an 一 ps | Sidr) || 2450Om = pau | S.C) ||la 
显然 地 
ESiC2m) Ul eve SU] SoC) 十 Sirm Om) || pe 十 2m sai 
由 (2. 2.14).4 m=mti mm"), RGE 
E|Si€m) + Serm Cm) PSS 2am? + GE|S Cm) [H Sita, Cat) | 
+ 9E|S,Cm) || Seon, Cm) | 
由 Schwarz 不 等 式 和 引 理 1. 2. 7 我们 有 
ElSiCm) 1 | Sito, Cm) | <= | S, On) ll? 2 十 了 1 
+ | sz ) arm On) | c24 po 
OR DE 
= alah de tt? ( [m] at’. 

类 似 地 

ElSiCm) || Seem, Cm) 11? Sano + dp Ot? (ms Pan"? 
结合 这 些 不 等 式 得 

ElSiCm) 十 Sara Gn) 12 

S2ait +18 aS,o2,+ 4072+? (Lan Dai) 

= ¢£2C1-+36 06" ro hiik 186,477", 
由 此 即 得 
a, A 

+18¢,,— 2m!’sa. 
注意 到 pln) 的 单调 性 和 条 件 (2. 2. 13) ,我 们 有 
O(n) < c/logn, 

这 里 及 以 后 C 均 表 示 一 个 正 的 常数 ,在 不 同 地 方 可 取 不 同 的 值 . 
因此 ,应 用 引 理 2. 2.2, 我 们 得 
(2. 2.16) ay S (201 + 36078 HC PANO Par 


Bey) tae 2 Bg, 
red 
< gr — 2 1 D) iBT 《1 十 360727” ([ gi) ta 
1 一 站 


= 296 


+ eo 2 TI | 2a + JPD [H] jenna 


= 一 ;一 1 
+ 2a, 912" 2 1] tel 十 gr 275 1))} p e28) 
=t 7 一 ! 十 1 


C2 0 十 2°? Pexp (Crier, 
这 就 得 到 引 理 的 结论 . 
类 似 地 ,通过 细致 的 估计 ,人 融 启 满 (1989a) 证 明了 下 列 结果 ,其 
证 明 不 在 此 详 述 . 
引 理 2.2.5 R(X. n >1) E p MAFI EX, = 0,3} OS 
<1,sup EIX, |7. 那么 对 任 给 e>0, FETE C=C 0C + e) 
>0 使 对 每 -… nee 有 


EISOP Cl{n expia orofo max EX)” 


#- 0 


PER 4 


引 理 2.2.6 iX, .n 1) p EEE EX.—0, 8 q> 
2,E| X, < 一 > RREA An ET BR hn 有 
ES: (n) < nhin) paa EX; ; 
ALA EEK m 和 常数 OLI VAn nen, 时 有 
max (A¢[ 2/2 Ra 一 [mr2)) 扫 名 (Cn)- 
进一步 , 当 9>>3 时 假设 存在 C>0 使 得 


[laga] 


Aln) = > Trexp{ — C De“). 


ABA FETE MK =K (a.m. 8Co e )) 使 对 每 一 R20 n=l 有 
EISOD |" Ki nh) max EX?) 
cl ftikta 


uga] 
~ mexpi RDF) max EIX). 
现在 我 们 来 讨论 CIR SPAM A KASH. Peligrad (1985) 45 
iY a0 PF ao RAS aK (SS OLB IB TH 1988a). 
引 理 2.2.7 EX nl) E ORAS << 1. 假设 存在 


a 306 


(2.2.17) Ap) + maxP{|S, — S| 2 A} <= 7% 
PE-n 
那么 对 任 给 的 20,60. RNA 
(2.2.18)  P{max S| >a A+} 
} 1 & 
一 一 六 4a} 十 一 一 ~ > 
<p GPt Sala) typ maxX 575 |. 
(2. 2.19) PA|S,2at+Atb} gP {max |S; | 2a} 


:证 $ Es (max |S,'<a+A+b< |S;|}. 那么 


12 pu 


PimaxlS| >a+A+4}<= P¢|S,| Sa) 


LEE ca 


=] 
+ SP (EN (|S. —- S| 2 A+ 5) 


SSPE, N (IS. 一 = A+ 6}) 


< DD PCEN ilS Sl BS) 


z- 


-f 1 
ł au PCE, 门 ` |S, 一 = A 


+ Si PE, 二 这 雄二 8)) 
i>n—p 
< DP[EN {max |X,| > 5} | 
t=] LSA 
时 一 L 


= 
| >) PE MP(LS, — Sail 2 A} + Op) 
i=l 


<P{max |X,| > 2) + 7P {max |S, > a+ A+ 


Tei juin P 


其 中 在 最 后 一 个 不 等 式 中 应 ee ae 
(2. 2.18) 成 立 ， 


对 (2. 2.19), 令 EF',= (max |S;|<a<{S,| ;并 注意 到 对 I<) 


= 31. 


Sa psf Sn Si pe lS = |15.1—|S,i1—-2 max |X, | | ,我 们 有 | 
Pi\S,|22atAt+}b; 


<P{jS,|zatAté. max |S,|2=@,max |X |S 
\ leime p I&i 


jo 


r & | 
: } | se 
EP imax AS] 


n p 
E O E e E — >=} 
z=} Sjea 


Fa. 2222, 


reared F 
引 理 2.2.8 是 属于 邵 启 满 , 陆 传 荣 (1986) 的 . 
引 理 2.2.8 设 {X,,n 之 1} 是 9 混合 序列 ,EX 一 0 AK 3 
O,sup E| X, tco. 假设 对 其 1 全 0. 
(2. 2.20) sup ESiin) <= Mn sup EX: 
那么 邦 在 C=CC6,M g > 0 at nel 有 
sup ElSe) 11? <= Cette sup E [X +. 
证 容易 看 到 对 + 衬 1 Ml r A 
[r] i 
(2. 2.21) l +a | 二 Ox， 
£=0 
其 中 当 7 不 是 整数 时 人 一 1 ,不 然 的 话 引 二 0, 现 在 对 r=2 十 6 IH 
纳 法 来 证 明 引 理 . 很 设 引 理 对 <r Ror 不 是 整数 . 记 an= 
sup || Sam) 上 ,从 (C2. 2. 21) 我 们 得 
(2.2.22) El|Si(m) +S., rk, im)" 
SEJO \ + E|Sesmea, Cm) | 


oa 


<a! "| eC >| a 
[O 
T a | 7} EIS: m) [El Srtmte, (m 


i>E 


E|S, Cm) |? [Ss bint, (m) — i 


+ 32 。 


= d, Hda 
由 归纳 假设 ,我 们 有 


hS DY JE CE! S, Cn) lE DUINE [Siint (m) | Yi] 


jw) 


<P mV? sup E| X |09) 0d < ema, 
把 上 述 不 等 式 代入 (2. A ze i 
dam S [2+5 |7 "| 


选取 充分 大 的 ko 并 如 引 理 2. 2. 4 的 证 明 中 同样 讨论 ,就 可 推 得 此 
时 引 理 成 立 , 类 似 地 对 [rj] 十 1 引 理 成 立 . 引 理 证 毕 . 

利用 引 理 2. 2. 7, 邵 启 满 (1988a) 证 明 着 下 述 引 理 、. 

引 理 2.2.9 设 {X,,n 写 1} 是 满足 (2.2.17) 的 Fp 混合 序列 ,q 
之 0 满足 14"<1--7 那么 
E max | S;|* < A y MD {BA + 2¢4p)E max |X|"), 
HHE 7, pA 如 引 理 2.2.7 中 所 定义 、 

证 由 引 理 2. 2.7 ,对 284A 我 们 有 

P{ max |S,|>r} 


1/2 


ae + em ža. 


. 1 f T z) 


1 | at. z 
<h 7P maxis. 24 |+a max |X,| 之 去 }]: 
因此 对 任 给 的 B> 8A 有 


f gy 'P { max S, | 


vias s |" gy 'P {max |S;| 2 y} ydy 


= : 
ie yi7 'P{ max |S:| > 2 Jay 
+ = 2 = gyi P| max |X; | 之 x hay 


4° 9y" P (max |S | > y}dy 


* 33° 


2¢4p)? 


tity 


[ay Pi max |X,| > y}dy. 
由 此 可 得 
[eT'P {max|S,| > yidy 
a Ast el gees 
<( = =a) (84) aoe an qy 'P{max|X,| > »}dy] 
< Q -7 MAY, (BAY + 2(4pYE max |X|"). 
让 B> oo 就 得 引 理 的 断言 
一 个 类 似 的 结果 是 下 述 引 理 . 
引 理 2.2.10 设 {X,,n>1} 是 8 混合 序列 ,假设 存在 正 数组 
列 {Cu 使 得 
(2. 2. 23) max ESIC) < cm 


KARHE: q FFA CH= Clg. += EES 
(2.2.24) Emax |S, |" <C( ch? — E max IX: F]. 
Laica < 


i k+ 
证 B g=, A S en AF po o), MARE 
po 使 得 polpo 9/2. 利用 (2.2.23) 即 可 验证 (2.2.17》 被 满足 . 因 
此 从 引 理 2. 2. 9 BIAS C2. 2. 24). 
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第 工 部 分 Sh CO 
在 这 一 部 分 中 ,我 们 研究 形 如 


(11) 于 = Ay 

的 正则 化 和 的 概率 测度 (或 分 布 ) 的 弱 收 和 伍 性 . 对 于 独立 情形 我 们 
已 有 一 系列 结果 (和 参见 Petrov 197) 各 Billingsley 1968). 一 个 自然 
的 问题 就 是 对 相依 情形 如 何 呢 ?” 对 于 弱 收 钱 性 仅仅 假设 纶 相依 是 
RER. fA BEE, ee E i i d. BALE EE BS EK 
f@) LK 


A, = ae = Fas 
ABZ (Xm); RO er ASE S 1.1 中 所 述 任何 混合 条 件 . 
和 式 


(E2) `, = Fri 一 名 
k=l 


对 所 有 n RARER |/ (2) 17. 引入 某 些 限制 使 得 和 式 "OX, 
的 方差 当 n-* cc 时 趋向 无 穷 是 合理 的 . 因此 我 们 总 设 当 n 一 < 时 
(ID 中 的 B, BAA. 

首先 ,我 们 报 述 对 混合 随机 变量 极限 定理 证 了 明 中 十 分 有 用 的 
Bernstein 分 段 法 . 设 正 整 数 p= p(n) .g=q) 一 上 (满足 <p 
<n .q=o(p) k=[a/(p-g) ]?. Hid 


D 在 本 书 中 , 方 括号 |，j 有 时 胡 示 最 大 整数 部 分 ,有 时 作为 括 导 ,从 1 和 7 文中 能 
明显 地 看 出 - 


* 35° 


sO+C3—- De pt 


é, > A 7; 一 > Xil == 1 ,天 ， 
im (7-1) (p+e)4+1 i= set 《7 一 119 十 1 

CH 3) 

Re = > X;- 

r=k(ptgitt 
那么 
4 ei) 

(14) S, = Se + Sin. 


HAREA, 4 q = gn) 充分 大 时 ,6 ési, 是 浙 近 独立 的 . 
另 一 方面 ,注意 到 9 = (2 ,与 S, 相 比较 ,和 > ) 甩 是 可 略 的 . 由 此 


Ay GL Bernstein 方法 允许 我 们 把 混合 相依 随机 变量 和 作为 独立 和 
来 考察 . 

利用 这 -一 方法 ,对 “混合 序列 ,可 通过 对 独立 序列 类 似 的 步 
又 ,来 证 明 下 述 关 于 和 的 可 能 极限 分 布 族 的 定理 

定理 I1 RiX. nli 是 强 平 稳 混合 序列 ,14.) 和 1 五 ,) 是 
PRS SER, Boo Gr ce), 很 设 和 


pe Ay 
的 分 布 范 数 FC) RAD AT RP PRK F). 那么 F(z) 是 指 


数 为 a 的 稳定 分 布 ,而 用 . 
B, = n'hin), 


其 中 AO) iE EE ERARE HR 
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第 三 章 a 混合 序列 的 弱 收 敛 
§ 3.1 中 心 极限 定理 的 充分 必要 条 件 


XY oA PF SX, n> 1}, Ibragimov(1959,1962) 首先 给 出 了 
中 心 极限 定理 成 立 的 充分 必要 条 件 . 在 本 章 中 除非 特别 声明 总 设 


(Xon 之 1) 是 强 平稳 “混合 序列 , 记 5, 一 > VarS,. 


定理 3.1.1 1 EX,=0,EXi<c, PAY (X 服从 中 心 极 
限定 理 且 limo=ce 时 ,下 述 条 件 是 必要 的 ， 


no 


CL) a 二 nh(n), 其 中 hz) 是 连续 变量 c>0 的 缓 变 函数 ， 
(2) 4amooh RE 一 对 满足 如 下 茶 件 的 序列 p= 二 p(n),g= 
qin} 
(a) p> go ,g-- ol p) , p=oln), 
(Cb) 对 一 切 B>O0n fg Pp +0, 
Cc) np ‘atg)-+0, 
且 对 任 给 es 一 0 
eo em lim elo pean) = 0 


其 中 Fr) = p(S,<z). 

RZ, GRO RMA ARR OE CaO 
数 pp 和 gg,(3.1.1) 被 满足 ,那么 中 心 极 眼 定理 成 立 . 

证 ” 先 证 (1) 是 必要 的 ,由 定理 工 1 知 h(w) 是 有 的 缓 安 卫 数 . 
设 分 布 函 数 Gr) 一 PiSnio, 之 x) 依 分 布 收敛 于 标准 正 态 分 布 
Dix) ,那么 对 给 定 的 NO 


him Petes eo f dOl). 


mews |r| N Ed- 


.37 + 


因此 
(3.1.2) imf  、 dG x)= 1— tim] PAG Ca) 


= -f ridB (zr) =| cdB(z), 
下 jz|>N 


(3.1.3) lim lim z dG, {£} = 0. 
是 一 co aco) |si >N 
记 
La-t+p 
é = 332,57 一 Tp 
j=1 =at 


显然 EL =E =P. 由 定理 2. 1.3 的 证 明 , 我 们 只 需 验 证 对 任 给 # 
之 0, 有 充分 大 p= ple ea 
LEER] <= ea. 
应 用 引 理 1. 2. 1 不 难 导 出 不 等 式 
|Eé7| <= 4Nia(p) 十 60, i, x 
其 中 Ni 是 任 给 正 数 . 特别 地 ’ 4 2N =a,/al po", 
(3.1.4) | Ebp|<ote(p)'* + 608| | 


11/2 
xdG,(x) | ， 
1z (2atp) 


由 a 混合 性 及 (3.1.3),9 吕 取 p= 二 pl(e) 充 分 大 使 (3. 1. 4) 式 右边 小 
于 ee. 得 证 (1) 是 必要 的 . 
在 余下 的 让 明 中 总 设 (1) 被 满足 . 写 


$ 


May-1 


(3.1.5) - Se + Dn = Sn H Si 
其 中 
tit Lipti 
& = Aye i= O0,1,°°,k — 1, 
7il | g++) 
Gapi g) 
7 = Xj» i = 0,1,+,k — 1, 


j= GH 1) p+ gt 


s=RCOP + ght 
其 中 数 pig 满足 (2). 记 
«38» 


Zi = Spl On = S'na, A S/o, L'a 十 Z", i 
我 们 先 来 说 明 满足 (2? 中 (a) 一 (c)? 的 数组 p,q 是 存在 的 . 为 此 
4 a(n} = max falle], (ogn) }, 


pmo ES?) S]a ce 


那么 当 noolt AA 
(a) p> 9 一 Co p=ol(n), g=olp);s 
Cb) 对 任 一 ae nte 9-2 O(n =o), 
ge 1/41) (¢. 
Ce ) FDS an ataare n D y 


Hati E(Z" yY —0. 事实 上 


w l 
(3: Ls 6) EZ S =, a. a Ent; 十 2 5 Ena T ZET 


ik 
< (Hat EE ya 


St Eh x, AR. BS <p tg MG.1. ORAM, 
由 缓 变 函数 性 质 及 (a),(b) ,我 们 有 


Ko, 9) | ql hineg/n) , nitty? 

oo hay | h(n) n 
ol. h(n gq'/n) 02 和 0 
o n h(n) a On Cn 


部 得 证 E(Z".)?>0, PRL Zh OCP. ) 从 而 2, FZ’, 有 相同 的 极限 
分 布 . 
记 5 om 的 特征 喇 数 为 ae ,由 条 件 (c) 我 们 有 


上 一 
ab, tie = 
itZ 。 SS | < 一 j=o K 
| Ee Git) Ee = TI Een 
i + At 
ci ee aS) ee, 
pen jimi í 2 
> f lEe — Ee + Eeti 


< l6kelq) — Ù. 
Wee.) ARA lal oe LA So 同 分 布 . 上 式 指 
出 Z'n SERA BR RR A TS RA UD a eB 


» 39+ 


的 充分 必要 条 件 是 Lindeberg 条 件 成 立 , 即 
gE) 一 Bla x’dF (2) 


~ 353 les eE RO 


定理 3. 1.1 证 毕 . 

关于 中 心 极限 定理 的 较 简 单 的 充分 必要 笨 件 由 Denker 
(1985) 给 出 . 

定理 3.1.2 i EX. =0,EXi <c H — oo (n>). 那么 
YX 服从 中 心 极限 乍 理 的 充 要 条 件 是 19:/ ea 之 1)} 是 一 致 可 积 
的 . 

证 ”条件 必要 假设 

Saia, N(0,1) 

其 中 NC(0,1) 是 服从 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 . 所 以 对 任 给 e> 
0, 存 在 >0 使 得 


lim . s/ondp 一 | N’dp<e, 


aroy |S \Nl ioe 
ERAS T {S2/o5 ,nn 守 he: 致 可 积 性 . 
杀 件 充分 ICIS ot nl) 一 致 可 积 . 由 定理 2. 1. 3 我 们 
有 
a = nhin), 
AADA 9°) EA BY pa. BIR p Al g 是 满足 定理 3.1. 1 的 
aff (a). (b> Hy Ba Re. 进一步 可 选 pg 满足 定理 3.1.1 的 (c) 且 使 
(3.1.7) p tates? = wp sgh(@)/h(p) > On — co. 
FA {Si /on nse} 一 致 可 积 ,对 任 给 >0 FE R> 使 对 每 一 
A 
(3.1.8) | SdP > bot. 


由 组 变 函 数 性 质 44. 当 n-e oR 
fee 5 od). 


a nh(n) 


"AO" 


由 此 即 得 对 所 有 充分 大 的 有 Ko,<eo,. 因此 
< 2 n 2 n 
Efem tP < Ê | rome, S02? < r; ba, < 200%, 


其 中 最 后 的 不 等 式 是 由 于 ( 14),063.1.7R 2(& 十 e) n/p. KE 
《3. 1.1) 成 立 . 由 定理 3. 1, 1 得 证 条 件 充分 . 

如 所 周知 {E|S,/o, 1 nll AA FERS E Sianel) 
的 一 致 可 积 性 . 前 者 要 求 较 高 阶 矩 的 存在 性 . 煞 说 明 附 加 在 {S,;} 上 
的 矩 杀 件 对 于 中 心 极 限定 理 是 很 重要 的 . 下 述 有 关 结 果 是 由 
Dehling ,Denker 和 Philipp(1986) 给 出 的 

定理 3.1.3 WH EX,=0,EX?}=1,.08—=—nh(n) KAW ES 
AR RAK ERAS. /o, nel RAT OCH FEST BREE 
(3.1.9) lim sup 0,/E|S,| < Vx/2. 


为 证 这 - -定理 ,我们 需要 下 述 引 理 . 
首先 ,我 们 引入 … 些 记号 , 设 整数 p 和 实数 g 满足 : 
2 < g < aay) A or, 


EP alr)=ell r D HIR 


ane v= a, j i SdP, 
AENEA- 
(3. 1.11) w=| SiaP, 
DTA 
3. 1:42) er ar 
HF d WE 2g NV Sd], 
(3.1. 13) n = rip + [AiD = re. 


引 理 3.1.1 RR EX =0,EXi=1, RNA 
|E expQtS,/r) — exp(— #?/2)| 
< 2d + lt lod? /u + lilo,/ Cag’) + ltl Roje 
+ dal? Cah") + e/g + ai / (ug). 
证 注意 到 wos. BH |t| >? RITA 
E iIa, Gig") = ge? gl = (Cad Die: Yee > g’. 
那么 引 理 的 结论 显然 成 立 . 


* 4] 。 


BEE Be TBS fe | <r. 1 = Loy AB 


fet Cj--1)g sp te 
& = > hes 7, = > Xis j= ] :7 
i= (7-13 (pt g41 r= yet Cy— Poet 
回顾 的 定义 ,我 们 可 瑟 
S= $16.4 Dy = StS 
ji jm i 


由 Minkowski AR 
ES? « riot? <= gsi? < a". 
因此 
(3.1.14) |Eexp G#S,/r) — E exptitS,/r)j 
< [E expitS}/r) — 1| 
K PESE < Pay? Cer) 
(ug). 
此 外 ,由 引 理 1. 2.1 RATA 
《3. 1. 15) E expats", rr) -~ (E exp(#S,/oy | 
< draco) <= dal? (op ). 
WER VET E expCaS,/r)— A —2?/(2r)) |. B Chebyshev 不 
等 式 我 们 有 


(3. 1.16) IR | exp(tS,/t)dP | = g *=. d/r. 
tv 'S, la, 


由 Taylor 定理 


G.1.17) |f, srptzswymdP 一 G 一 f/r) 
peer, 
Z i 
= |PCS,1 S gn) + TJS ER aa 
it TEE 
Fete wage SP 1 27 | 
十 | |S, (dP. 
T Is, Igy £ 
类 做 于 (3. 1. 16)， 
(3.1.18) [1 — PASI < go,)| Se? Sad/r. 


“42° 


注意 到 ES,=0, 我 们 得 
a f EZ s,dP| a. iP [>a sar | 


< 0,/tg S ad? / (ru). 


显然 地 
(3.1. 20) 所 | sere 一 条 

oe A iS, l<ae, á or 
(3.1,17) 中 的 三 次 项 估计 如 下 : 
(3. 1. 21) r if i |5, AP 

8 EIS lE, 
<r terv? < ou Cru) 

í | l 


EREA ae SP 
a pl SR A 


< ae 
<= opg"? / Cur?) 
< Op rug). 
因此 ,把 (3.1.18) 一 (3.1.22) 代 入 于 (3.1.17) 中 ,由 《3.1.,16) 得 
[E explitS, /ir) 一 《1 — ?/(2r))| S 9/r, 
其 中 
?= 24 + [tla /ut |t|*o,/ Cug) + lt lopv/e. 
注意 到 当 1oj 委 1, lb] S] HW, |e — 8 | <rla—o]. MH lrn PM 
《3.1. 15) 我 们 有 
(3.1.28) [E expGeS./r}— C1 —2°/€2r) Y Sqr de (ay). 
Bih, 24 lel <12 Bt let Le] ar? RT lt] <r”, 
lexp(— 2/2) — (1 — #/@ny | < fer, 
因此 从 (3.1.23) 和 (3. 1. 14) 得 证 引 理 成 立 . 
定理 3.1.3 的 证 明 KELE. E S./0, 依 分 布 收 钱 于 多 ( 工 )， 
那么 对 任 一 a0 
a 43 。 


lim inf E|S,)/0, > | ede, 
nos 一 中 ria 


由 此 即 得 (3. 1. 9). 
条 件 充分 “ 设 bp, 二 vz/2E1S,|. 若 我 们 能 证 明 


(3. 1. 24) S,/2, >N(0,1) n-o, 
那么 由 (3.1.9) 对 任 -… ao 


| NaP= Emo Std < lim sps <1. 
| NWjate toca poo 


Ay a+co 即 得 当 noc kt o,/p. 一 1. 因此 由 (3.1.24) 就 得 S./o 
N(O,1). 

现在 我 们 来 证 (3. 1. 24). 首先 ,我 们 来 证 明 存 在 一 无 穷 序 列 
QCN 和 实数 maE 久 使 得 


€ 
(3. 1. 25) Selita >N (0,1) noo,n EQ. 


为 此 ,我 们 玉 证 存在 序列 {gtp),p 空 1} 和 单调 数列 {c(p),p 宇 1}， 
其 有 下 列 性 质 ， 


(3. 1. 26) glp) ,c( pO p>, 
(3.1.27) PAESE (oA, 


(3.1.28) wp): = | 


和 

(3.1. 29) 2e(p) VY P Sclp) <1. 
首先 我 们 选 数列 {zf(z) pl 满足 

《3.1. 30) lim z( 6) = co, zp) Sa (ant) A of’. 

其 次 ,我 们 选 BO Cp), pre eS 

《3.1.31) i(p)-* co, 2 “logz(p) -> co, p—> oc, 

对 固定 的 PE 对. ARI = ar r J],0Si<i(p) 
是 互 不 相交 的 , 故 在 在 整数 上 一 此 pz) ORR pp) TE 


i 


SidP—0 如 一 ce 


jhe la E 
RiP) K'S oath) 


(3.1. 32) a; i SidP <1/i(p). 


b wE Tp) 


(3. 1. 33) gip) = 2( py ho, 
AR Z FH (3-11.31), 4 porookt g(p) >to. 因为 (3.1.30) - 
(3.1.32), (3.1.27) fi (3.1.28) Be eB. h F 4 pm om BY 
2e(p) Ve (po, 我 们 可 选 {c(p 冰 使 c(tp，Y40 且 满足 
(3. 1.29). 

对 这 样 选取 的 fg IH ece) ,我 们 分 别 地 由 《3.1.11)， 
(3. 1.12) 和 (3. 11,13) 来 定义 uw(p),r(p) 和 nC(p). G Q= {n(p)， 
p1 # e31. 1D EX nE 由 于 


(3.1.34) os E/S,} = | |S, |aP 


far slg 
15,1 fe, KCF) 


t ag | oup SAP 
<o, utp + g, 
由 (3. 1. 9) ,对 充分 大 的 p 我 们 有 
(3. 1. 35) u(p)/o, 27/2, 
He y=inf{E S,|/o,.p2els>o. BAS 3.1.1 可 得 
(3. 1. 24) 成 立 . 


其 次 我 们 来 证 
(3: Ts. 36) lim z, / p, 一 ]. 
p n€@Q 
HERIR -RA O) om 1 REE: 
(3. 1. 37) lim bm) = co, 


人 | 一 DC 


lim sup { Atim)/hQm) —1|,1l St b6€m)} = 0. 


这 是 可 能 的 .事实 上 ,由 Karamata 定理 ( 见 附录 定理 Al1), 存 在 - 
个 增加 的 数列 {x ,2 宕 2} 使 得 


| sup hm) /hlm) 一 1|< + mam 


"45° 


那么 由 blzm) 二 此, 当 MENEK Mep EN aC -e ), 它 具有 所 要 求 的 性 
质 . 当然 ,我 们 可 设 所 选 的 {z(p),a 之 1} 具 有 人 性质 (3.1. 300 A 
z(p<b(p)'?/2. 那么 由 (3.1.13) ,到 生产 和 (3.1.37)， 对 充分 大 
的 pA 


a (n(p))_ rE + Lo Dapp + D) 
r (poy rp) php) 


h(r(p)(p + [Los])) 
h(Cp) 


这 样 , 由 (3.1.13) 和 (3.1.34) 对 充分 大 的 p 有 
(3.1.38) ECS/ tate) = op Cen Rl ul pY EB/Y. 
因此 4S,/T,,n 之 1} 是 一 致 可 积 的 ,这 样 由 (3.1.25) 得 

lim EIS, |/r, = EIN| = V27r. 


nl Q 


这 就 证 明了 (3. 1.36). 
若 Q= i, (3.1. 25) 和 (3.1. 30 Bae 
(3. 1. 39) Sipe LOS 10s... =e: 
观察 QCH 情形 . RR izlo), pl) an (3. 1. 25) ER 0 


=(1+Op '7)) = 1 + a(1). 


足 
(3.1.40) 2(p) < min(a(olt) 18 648, pac p) 8/2) 
和 
(3. 1. 413 zp) 二 2(q) Cp poe p’. 
这 样 的 数列 可 如 下 构造 : 先 取 一 满足 (3. 1.40) 的 增加 数列 yp. 
对 p= p=, p tle opi l 关于 归纳 地 定义 e= y) 
Azli). BEG) hE QO) MiG) ,nEQ} 是 任 两 个 趋 于 oo 的 实 
数列 且 ln) <Zjn) nE RQ. 

回顾 条 件 (3. 1. 5) 并 注意 到 EIS, Sen 我 们 有 
(3.1.42) Jilin < lim sup auf Pn, <= 1. 


其 次 ,我 们 已 证 S./p.2N (0,1) co mE Q. IBIS TES 
+ 46° 


a0 


| N'dP= tim S?/p2dP 
IN <a n€ QJ |S is/ejse 
= fies tok oz SdP, 
EQ |S, | fa, Em 
让 a> ORLA 
(3.1.43) 1 Jim inf | SidP 
n€Q 1S, I/O EE 


< lim sup | SidP <1. 
ae 


CALAS i 


《3. 1. 42) 和 (3. 1. 42 4S FS 


(3.1.44) liii -| StdP = 0. 
agg ADL [S| fe, ERA) 
为 再 次 应 用 引 理 3. 1. 1 ,对 rnp), pei. 
(3. 1. 45) i(n}=ln(p)) =2z(n(p)), 


(3.1.46) ja) =j(n(p)) = minta (alt), oa bn) 7/2). 
由 (3. 1.26), (3.1. 339M (3.1. 40) ,对 充分 大 的 p 我 们 有 
(3-1.47) aP (pcp (pt pp) <2" (p) psp" p<p’. 
H <3. 1.40), (3. 1. 467 利 3. 1. 450 4 

(3. 1. 48) jan) > etin) = Bn) > lind yn EQ. 
由 此 ,从 (3.1.45) 

(3. 1.49) wW): = Gn | SdP—» 0,7 E Q, 


DES Lio ila) 


我 们 可 选 一 非 增 数列 {4 (n) ,xn 所 及 } 使 得 

《3. 1. 50) lim d(n}=0, dR Aw a) mEQ. 

设 Q@= {mk 1 ERR OM A — AHER Ei J 是 区 间 

J, = [m (md Cu) m] Cad On) 1. 

我 们 来 证 存在 如 使 

(3.1.51) JaN Jeri Æ $k SA. 

显然 non d =rGu) Gut lemn NER mn E QPRF an HR 
» 47 = 


小 数 , 对 充分 大 点 由 (3.1.47) 有 
yt ny) EN Gy) <j. 
因此 ,由 (3. 1. 45) 和 (3.1. 11) ,对 充分 大 大， 7 的 左 端点 不 超过 
tp ye? Cry Ded Cg) SS ge? Cn, 2” Org) 
nz" z Cnt) SS az’ CN). | 
一 方面 ,由 (3. 1.50) #103. 1.48), 对 充分 大 ,J 的 右 端点 大 于 
maj? (gd Cm) Se ej? Or EV? (ny) De mz Cr. 
El za), RATE. 1.51). S mmni leh}. 那么 在 在 
> 使 mE Je 这 样 对 某 gE Ca) ,jGw)] 和 某 19| 志 2 我 们 有 
(3.1.52) m =gid(n)m=Le’d(a) Cnt la Ga) D+6m 
=: Mi nm. 
mes 1. 12), Me 具有 {3.1.13) 形 式 , 因 此 我 们 可 应 用 引 理 
3-1.1. 令 pems,d=d(m). (3. 1.35) .40n)/oCn) >Y/2>0. M 
在 Slm) -> H alo im) 0. 最 后 ,由 (3.1.49) 并 注意 到 
Lng jim) RTA 


Cin: = 8" * Gm) | 5: aP S wer (7) — Ù. 


TAAT 
因此 ,由 3| 理 3. 1. 1 

(3. 1. 53) Su /rt Mi) >N (0,1). 
由 于 1981<22, 由 (3.1.37) 对 充分 大 上 有 


Eh, c Pluh) < 4 
a (n,) mhin) 


由 此 推 得 
(3.1.54) ElS, 一 Su)? = ES, S 4 (n). 
r'a = Lled) |, 03. 1.37 RAK & RTF 


o{M,) ~ r (duh lr Gb) Crs 十 [a Ca) DD) ~ 
r° (na Cn) > r* Cn aagh Cay) >> 


由 于 由 (3. 1-450 Ar’? Lg dmn SLS (yd (m) <h(n,) /2, A 
» 48- 


从 (3.1. 54) .24 r Ca) 一 co 时 我 们 有 
(3.1.55) E(S,, — Su)?/o (Mi) > 0,2 > o, 
同样 如 (3. 1. 38) 我 们 可 证 
(3. 1. 56) a°(M,)/t2(M,) < 87r， 
“4m 和 M, (3.1.51) Bf, r= 7(M,). BA H C3. 1.53), 
(3.1. 55) 和 和 (3. ].56) 有 
(3. 1. 57) Sulta NOI 
由 于 (3.1.55) 和 (3.1,.56) ,序列 {Soyro 和 六 1) 是 一 致 可 积 的 ,从 
(3. 1.57) 和 (3. 1. 36) 得 (3. 1.39) 成 立 . 
{8 AS MF 3.1. 420 FTA 0,/ 2,1 (noo) , EB 3.1.3 证 
w, 


53.2 ”中心 极限 定理 及 弱 不 变 
原理 的 充分 条 件 


在 上 节 中 ,我们 已 给 出 了 关于 中 心 极限 定理 的 若干 充分 必要 
条 件 , 但 它们 都 不 易 验 证 . 在 本 节 中 ,我 们 将 给 出 关于 中 心 极限 定 
理 和 弱 不 变 诛 理 成 立 的 若 下 充分 条 件 . Rosenblatt(1956) 首 先 给 出 
了 关于 中 心 极限 定 奸 的 充分 条 件 . 自 此 迟 后 ,许多 作者 (如 Ibragi- 
mov 等 ) 讨 论 了 这 一 课题 及 获得 了 若干 进一步 结果 . Rice RE 
于 Herrndorf(1984,1985) 的 . 干 述 定理 是 Gordin(1969) 的 贡献 ,也 
被 Hall 和 Heyde(]980) (推论 5. 36ii)) 再 次 提出 和 证 明 , 他 们 通过 
一 自然 相关 的 平稳 遍历 拷 差 来 通 近 $,, 这 些 将 不 在 此 详细 陈述 。 

定理 3.2.1 if EX,=0, ZIX. |? ?co(# SOO 


(3. 2. 1) > a(n oie a) < oo. 
: mn: | 
那么 
《3. 2. 2) °: = EX, + 29, EX,X; < co， 


i=? 


a 40 « 


H24 a0 时 


(3.2.3) Sakn NOAD. | 
33.2.1 对 有 界 变 量 情形 , 即 S=, R. 2.1) 归 结 为 
(3.2.4) Satan) < co, 


a= 


iE 3.2.2 Davydov(1973) 给 出 了 两 个 例子 ,指出 在 某 种 意义 
下 定理 3.2.1 中 atn) 的 速度 不 能 改进 . 

例 3.2.1 对 任 一 全 >0 和 >0, 存 在 一 强 平稳 可 列 状态 马 氏 
Xn} ,EX 二 0, 玉 |X\1?+*< 之 co 使 得 

O) ak 一 DC oH) (noo), 

Gi)? HE 1 二 4<2,VarS, =n", 

ii) S, 吸引 二 指数 为 a,1<a<2 的 对 称 稳 定律 . 

例 3.2.2 对 任 给 e>:0, 存 在 一 强 平稳 可 列 状态 马 氏 链 {X,， 
n1}, EX, =0, |X | <C; a. s. (对 其 Cy 之 co) aln) =o e) Cn 
—>co) HHA 3. 2. 1 PRE JET Gi) Al Gilt) RIZ . 

现在 我 们 来 大 究 蝇 不 变 原 理 . 定义 DL0,1] 上 随机 元 如 下 : 

Wt) = Se/ or 0 雪上 1. 

概率 测度 弱 收 全 理论 告诉 我 们 证 明 弱 不 变 原 理 的 关键 是 胎 紧 
性 (tightness ) 的 验证 . FIR RFS KT ARR EE ES H OAL 
Billinsley1968 § 16). 

(1) 对 任 给 的 el 0.70. AE 8, 0<8<1 ,和 整数 mm 使 对 0 过 
<1, 4 nen, 时 有 


(3.2.5)  -$P( sup |W.) —W,)| S e< 7: 
(2) 对 任 给 的 >0, 存 在 À>} 和 整数 Wy 使 当 Nho 时 
(3. 2. 6) P { max |S; = ag, }< e/ 2X. 
Davydov(1968) 首先 对 有 界 变量 推广 中 心 极限 定理 到 弱 不 变 原 


1) ate te lim a /f=1. 


» 50° 


理 , 但 条 件 (3.2.4) 被 加 强 为 Dar < 00, Oodaira 和 


Yoshihara(1972) act T EHE, 在 关于 中 心 极限 定理 的 基本 条 
件 下 获得 了 不 变 原 理 . 

定理 3.2.2 iREX =0, |X. | <C<. 车 (3. 2.4) 被 满足 且 

a(n) <c/nlogn. BAR c>0, 记 o, 一 ov n Ñ 
W i >W. 

证 ”由 注 3.2.1 BEIE 2.021 WL ORD KMS 
W(t). 由 Cramer-Wold 方法 ,容易 看 到 对 任 给 O<2, <r, << 
SL, (WC) ot Wa ted) RAD ATI MF CW G) os WD). 

现在 来 证 {Tr,)} 的 胎 紧 性 . 3. 2. 6) 只 需 证 明 
(3. 2. 7) P | max |S:| > 3oy n S e/a sn E no 
令 p=[ V n logn)" ] k=[n/ p] 由 于 { 的 有 界 性 ,对 充分 大 
an 
(3. 2.8) Pi X| + e + |X,,| Saran} = 
另外 ,利用 | 理 ]. 2.1 FA. 2. 4) 78 S2/n nel Ey 
的 . 所 以 对 任 给 ec 0, EGE AD 1 (BE iS 
(3. 2.9) Pi |S] Bao fi} Se/3a. 

& E,= {max |< S|<3ae Mn <|S,|}. 我 们 有 
(3. 2. 10) P {mex |S; 2 le yn } 


< P{|S,| Ae n} + Pl (UIE N US. 
— S| 2 2ae Wn )}) 
< PUSI Bio Vw) + SPC Enis N AS, 
Sins; | Se 2aa Sn )}) 
+ > PiS =S alo Y | 


j=ik—1)e+t 


.5]a 


P{|S,| 2 åo 十 SPO (Eps: cls, 


i>i 


= Sote | SAs yr) 


f 
+ S PiS cee | => Ad y n } 
jv l 


来 F P({\X,| +e + |X, ;| Z 2ae Vn} 


j=- DAIL 


< Pi\S,| Bae An} + SiP ÚE) N dS: 


— Sopop ae Vn >} 
+ 2nP{|X,| + ++ + (X,,| Bao n} 
=?3f+i,+ i. 
H (3.2.8),0,=0, WK (3.2.9) 8] fe h < 6/32, H F UP. Bip ts 
En 一 So | AAC Fro BHG DR 
们 得 
LS SP: Ü Epia) }P{.S. — Suin! Bae Vn} + kalp) 


L 6/34 -+ kalpi, 
从 atn)<c/nlogn 即 得 


aD) Ss n Cogn) * "log G2"? dogn) 8) 


把 这 些 估计 代入 (3. 2. 10) 得 证 (3. 2.7), EE 3.2.2 证 毕 . 

- 些 作 者 讨论 并 推广 了 这 一 定理 . 最 一 般 结 果 由 Herrndorf 
《1985) 给 出 、 (hah EE Rig Be RP ER. 记 
= {g(r): [0,00) — 10,00) g(r) 是 凸 的 ,gC0) = 0, 
gir) iT 是 本 减 的 ,limg Cx) /x == 90}, 

FEE RN ME 的 地 inv g:(0ce) 一 (0,co) 为 
glinv gfr))= 一 ,定义 几 : [0.<)-[0,00) 8 fo =0 H 
f(x) = Gnv gd/z)r th x > 0. 
定理 3.2.3 设 {X,,n 宇 1} 是 4 混合 序列 ,对 一 切 n 宇 1,EX， 
«52. 


—> On — Oo, 


=0, EX: <o H 4 noo RHE c>>0 
(3.2.11) ES? jn > P n— œ. 
GE cE WEA 


(3.2.12) sup E,(|X,|) < co， Si Fg(aln)) < co， 


n=] 


那么 W, >W. 
定理 3. 2. 3 的 证 明 需 要 下 述 引 理 . 
引 理 3.2.1 6.6 是 随机 变量 , 记 
a= max sup [| 已 (4 呈 ) 


litnan- 上 


m P(A)P(B) | :AE oe, ++ 48) ;BE oC E41 920° 8,)}, 
那么 对 任 给 > 0 ee 


f Pi | ,局 >E} 十 me 
(3. 2.13) P{ max | 2 和 | >2e}<——*__——_. 
a jz á am 
= nin Pi | 32 e |<) 
it + 
A, = {{&, | => 2e}, 
& i 
ND rS ELE 
了 一】 f=1 
a 


B, = {| Serce iicn = 0, 


2} 二 一 1 


C= {| SE l>e). 


jel 
容易 看 出 UABiCC H 
IPCAB) — PCA) PCB) | <a 
因此 
(3.2.14) PO 2 PB) > min PCB) D) PAD) — na. 
= LE 刀 1 


注意 到 
. 53° 


P{ mex | 316)|> 26}= 33 PCA). 
i= a= 


sikin 
由 它 结 合 (3. 2. 14) 即 得 (3. 2.13). 
23.2.2 BIX. n> mee 3.2.3 且 还 满足 
《3. 2.15) sup E(Sa., — Sa)? /n < 20. 


假设 存在 正 整 数 p= p(n) gg) tE noc BY 
(3.2: 16) p = o(n).g = ofp) np latg) = 0f1), 


(3. 2.17) nS) {EX,X;| 0, 
(3. 2.18) mo a max ES, ~ Sy 
© IC|Sni, — 9。| > en®*)} + 0, EE e> 0. 
那么 中 心 极 限定 理 成 立 
MART ER e>o 
€3.2.19) np ' ax Pi max | Smtr Sm | >e y n }>0, 


那么 对 4 二 sz /n WoW. 
证 记 &= 人 n/p 十 9) ,由 (3.2.16) 知 当 n 一 oc 时 roo. 令 


Teiptyylp (+1) ¢et g) 


与 一 >; Xes J= 5 X;, 0S j7SR- 1, 
1 一 ItF+ 9 二 1 r= pe gitpt+l 

h = tA X:s 
i=e(ft+q4 1 


<I a 
S = Dae oO — 2 T 
为 证 明 中 心 极限 定理 ， 只 需 证 明 当 n>oo 时 
(a) BS" /n— 0, 
(b) -2 |E&E,|/n > 0, 


Seles pak -l 
=] 
tc) Sft E Cowo, )… 致 地， | Bexp Gis’, ) 一 |T Eexp eee ) 
f=0 
— Í), 
大 一 - 1 
(d) SHER = > 0，> ECEICE,| > eon'*)) /n > 0. 


=O 
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从 引 理 1. 2.3 和 (3. 2. 15) 我 们 有 
ES*< DI ER + 29) > IEXX,| 


j=0 i=) i+p< jen 


< clkg + p+q) + 20n 5 fala Ci) sup || X, | s. 


i= pt 
现在 从 (3. 2.12) 和 (3.2.16) 得 (a)， 同样 可 得 (b) ,对 (c), 从 引 理 
1. 2.1 和 (3. 2.16) 有 


& 一 】 
|Æ exp (iS,} 一 
jn 


最 后 从 (3. 2. 18) 即 得 (d). ROPES CX, PORR EBERT . 
设 给 定 的 OSL cL RIKE noolt 


(3.2.20) (W, Gi) e RD 1 TE, n> oo, 
从 (3.2.11) 和 中 心 极限 定理 ,对 任 给 1, OSS WRT E A 
FT Wr), ALIH Prohorov 对 脸 紧 性 的 经 典 刻 如 知 {WW. Ce) > 
Wt) 是 胎 紧 的 . 设 息 是 { 厂 ,Ga) ,W(t&)}) 的 菜子 列 的 极限 
RAG m eR ALR c= Cryer BR 的 点 x 的 投影 映射 . 按 中 
CRR EH, DRR Qr EIRA t 的 正 态 分 布 , 取 六 一 9/m， 
HA rao Ha (go. HP 
oq) = sup! |P(AB) — PCA)P(B)|: AE GH, Sim), 
BE atX,,m+qicn,liman— gq}. 

Fi) (3.2.15 FR EW, a+r.) —W, (4) )? +0 Croco}. 因此 
入 (区 一 均一 各) 是 (HG Wet) OW brads 
m WUDS W Gea trn DAET ARRA A. 现在 o([nr,] 一 1》 
一 0 WHEN TEQ F m om, —%, To, 一 Th, ,是 独立 的 ,所 以 Q@ 就 是 
(WC) re ,W (4,)) 的 分 布 ,这 就 证 明了 C3. 2. 20). 

最 后 .我 们 来 证 骨 序 列 {W.} 的 胎 紧 性 , 这 只 需 证 明 (3. 2. 5) 的 
如 下 变形 , 即 对 任 给 > 0.7 > 0 存在 6,0 过 8 过 1, 和 整数 no 使 对 
>m 有 


t128] 


(3.2.21) YPI |S, 一 Swm [> so Mn }< 


bm ed teen 18} 
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设 kE (0, 12s [1/8 2% E E Hs m= m Cn) = [Cn Ch + 1)6, 
[ak] / (p+ gq)j, 


[ws] 十 jtp 十 q) 寺 记 
= > p 
im [ak] i f(pt+qhtt 
[n] 十 GH AH 
7; = 2: Xi, j=0,1, mo— l. 


im [ukt] i- j p tg) + ptt 
那么 我 们 有 
(395235 P| max |S, — Siml >a Mn} 


[bd] rink 198] 


< (m+ 1) max P{ max lS — S: | > sc fn /3} 


OEn (p+ 9) Lrpt+g 


> eo vn/3) 


+ P{ ma 


Posma 1 


+ P{ max is Sy 


dsrin | 


=f, +h +h. 
从 (3.2. 19) 即 得 当 2 oot 
I & cap max PÍ max ,Sar — S,| > eo dn {3}—> 


Uxia tp kg? ( max 


由 引 理 1. 2. 3,(3.2.15) 和 {3.2. 12) ,我 们 得 
max E{ > 2 /Ka2z) 


BLID, m1! 


ged 

< > E / Con) + 2 D DD [EX;X;|/@n) 
ogm- LEUEN it prj En 

< emg/ Cdn) + A ae €a(jz)) sup If X; |] $ — 0. 

i> 
类 伏地 

max „El Ss, */ (en) 

FC (Cae am — yea 

< SD BG sen) +23) >) | EX.X,|/(en) 
OLJEN -1 1 i+ jee 


< cmg/ (Pn) + 2007? X) f, (acs)) sup | X; x. 


利用 m A SE ACS. 2.12), 4 ”co 时 ,后 一 表示 式 右 端 收 黎 于 
» 56° 


co-28. LAOSE, 
《18/e co 78, (€) < 1/2. 
现 设 O<6,(e). 由 Chebyshev 不 等 式 对 充分 大 我们 有 


min P{ | MAET Jn /6\> >. 
g=rt+t 


0 和 rR 一 2 


应 用 引 理 3. 2. 1 得 
I, <2P{| D> ea Vn /6} + 2ma,q + 1). 
JAC3. 2.16) RiR nht ma,(g+1)+0. HF 


m— 1 
E( Dn) Pn 一 0， 


m—l 
E(Scmasse) 一 Seal 一 >} CE; H g Cn) +O n co. 
1 三 
我 们 得 


lim sup P{ 


> es fn /3} 


„max | 246, 
= 2lim sup P{|Stacstay — Sial] D> eo Sn IT}. 
再 次 应 用 Chebyshev 不 等 式 和 引 理 3. 2. 1 得 


lim sup P{ max | x n> n /3} 
nos 2 FT, ji=06 
< 2 lim sup Pi | S> to yon /6} 
po o j=0 


十 2 lim supma, (p +D =0. 
对 k=0, =, [17j ,综合 这 些 结 果 ,我 们 得 到 


[1/8] 
lin sup Pi max |S, 一 Siw | > Ea Mn 
na 一 co bag [mijer lank] 


[1r] 


< 2a lim sup P{ | Sinat] 一 S:n |> tc vn /7T} 


t= 


<2( F + 1] PUNOI >€/7}-+0 80, 
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引 理 3. 2.2 证 毕 

定理 3. 2. 3 的 证 明 

OR gOS 满足 条 件 (3.2.12), 那 么 天 : = sup I Xd. 
< ce 

注意 到 引 理 3. 2. 2 的 条 件 (3.2. 18) 和 (3.2. 19) 都 可 由 


(3.2.23) p! max E(( S) ia si IX >e Vn))>0 
nen 了 一 上 十 1 i=m4 1 


7 — Oo 


推出 .从 g(z)yz 的 单调 性 ,g 的 下 凸 性 及 当 0< || X |] <8} 
FeQX|/| Xt J<1, RNA 


El P3 IX} i 5 \X;| > e fn |) 


m'è 、 
SEL >) |X,|/Kplen/g(e /n/Kp) 
+ 一 mt+ 1 


<en/ele wm /民力 )， 
这 样 从 
(30.945 pin/gl(e /n/Kp) +0 noo, 
可 推出 (3. 2. 23). 从 引 理 1. 2. 3 ,对 m20, r21 我 们 有 
EG Saj S sup EX} + 2nK* S f,(a(k)). 
i k=] 


因 sup EX; < oc ,我 们 得 (3. 2.15). 现在 为 完成 定理 3. 2. 3 的 证 明 
只 需 构 作 序列 p(n) ,glin) 使 (3. 2.16),(3.2.17》 和 (3. 2. 24) 被 满 
E. 由 于 上 f, (alk) AEWA BIE SF, Cah) < ce 可 推出 当 


koe It fe (atk) kk 0, APLAR fT ATH @ : (0,00) + [0,00) 是 连 
续 , 严 格 减 并 使 当 z 一 ce 时 

(3. 2. 25) J (a(z))r > 0, 

(3. 2. 26) alc) Bath) HEEK > x. 

H F za inv g(1/atr)) (0,00) BI (0,00) E a9 le] PRR ST. FR TT 
可 由 
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x(nj)inv g(1/alatn))) = nl 
EM rln) € (0,00) ABA 2 (00 (n+ 00). (3. 2. 25) A ETE 
LSL en", Ln) 0(n oo 4B FRY 2 oo tt 
(3.2.27) EG)? sup Gnv g(1/a(t)))°ate)t — 0. 
现在 由 
ylndinv gl /aly(n))) = Lnn"! 
EX y=ylm € (0,00), BR ym) rm) H y(n) =o”). A 
qin) =min (j jy On HETI p(n) 使 当 nw 一 oo 时 
(3. 2, 28) (AH > co, ph)/n— 0, 
Ln)pln)/ yn) — 0. 
HE p= p(n) =0(n) ,gq 二 yn) 二 olp) 成 立 . 因 gino, MER 
假设 并 应 用 引 理 1. 2. 3 可 得 (3. 2. 17) 被 满足 . 利用 (3. 2. 26), y(n) 
的 定义 和 (3. 2. 27) 我 们 得 
(3. 2.29) ng lel(g) = ny 'alg) S ny aly) 
= Liiny gl /aCy)) Yalyy ”0 天 一 oo. 
由 此 和 g=o( p) BFE np alg) =001). AG. 2.28), 对 所 有 充分 
An RDE py A yei K pL 1, XXH H n, h g AR EAD 
yz 的 定义 我 们 得 
p in/gle Jn /Kpy< y nplK /(eyg(L Sn /y)) 
= y na(y) LK / (ey). 

FA (3. 2- 28) C3. 2. 29), 上 式 右 端 趋 于 0, 因 此 (3.2.24) 成 立 , 定 
FB 3.2.3 7K. 

下 述 推论 立即 可 得 . 设 对 某 OO gD = 2" RNA 

推论 3.2.1 设 {XX,,n 宇 1} 是 a 混合 序列 ,EX, 二 0, 对 某 d>0 

sup E Xpt Sayre» <I oo. 


n=] 


假设 条 件 (3. 2. 11) 被 满足 ,那么 WLW. 
推论 3.2.2 (Xn lj) Æ a RAR, EX, =0. AWE 
a->0 
.59 。 


(3.2.30) sup EX? |log|X, | |*<oo, Ži [loga(n) | "< c0, 
特别 地 对 某 a>1 Fl b> 
(3. 2.31) sup EX? |log | X,| |120 aln) =O"), 
那么 
研一 全 

Herrndorf(1985) 也 给 出 了 两 个 例子 指出 在 (3. 2. 31) 中 a>1 
不 能 以 a 二 1 RE. 例子 的 构造 不 在 此 给 出 了 . 

Æ 3. 2.3 Doukhan, Massart 和 Rio(1994) it e AACR 
ate |X, | A Rate Re T a TRG A Eh fi] 
给 出 了 另 一 类 充分 条 件 : l 

设 {X,,n 之 1) 是 强 平 稳 a 混合 序列 ,EX, 二 0, 且 满足 ， 


(3. 2. 32) | inv at)finv Glu) du < co 
其 中 Ga = P(X | > ul. PARA o = Y EX, X, 绝对 收 伍 ， 
a=1 


Lat] 
H Z,/o>W EZ.) = DX Vn. 


hax} 


特别 地 AX, | SC <0, HEF C3. 2. 32) 等 价 于 (3. 2. 4), Bot 
HEM 3.2.2 是 它 的 特例 . 


$3.3 方差 无 穷 时 的 中 心 极限 定理 
与 弱 不 变 原 理 


具有 无 穷 方 差 的 混合 序列 的 中 心 极限 定理 首先 被 林 正 炎 
《1981,1982) 所 讨论 ,他 在 独立 情形 的 类 似 条 件 下 证 得 下 述 定理 ， 
设 1X,} 是 强 平 稳 a 混合 序列 

定理 3.3.1 (ik EX,=0 DP WAH: 

i) 存在 两 个 正 整数 序列 p= p(n) c=e HE 
(3.3.1?) p = o(n),g = olp), kalga) 0 n— œ, 
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HH k=h(n) =[n/( pt) ]. 
Gi) FF FER BPC. C.F Oo 


ee ee 
(3. 3. 2) al _aP= of i 
eile 1 i 
(3. 3. 3) ci k| 网 eg Xia?) _ o| 4), 
. ta ` 
(3. 3. 4) har sa = of | n —> co 
XTi RR MA X HRN PORR E . 
此 外 , 若 存 在 常数 a> 0 E ps H 
(3.3.5) lim#**“a(q) = 0. 
那么 存在 常数 BLO HRW, G) =S Br OLLI BMC 
W. 
证 EX Ês j=0.1, k—-1 MY. 7=0,1,°° kG 
3.2.2 中 . 从 (3. 3. 2 和 (3. 3. 3) 式 我 们 得 
(3.3.6) af ap] KidP = ofp"), 
- IX >E iX (AC, 
因此 
o< | eap — | EdP 


; 四 P 
ie <p, J MXC } 


= | fdP 
(lee NUS IXIC 


= pci] dP =0 p| XidP) ， 
X ISEC 


IX =C, 
Rp 
$ 
3 dP = | 
Boonie i. DARRIER, (2% 
< XidP). 
e UT jaP + o| p Pf xi<c 
进一步 ,再 从 (3.3. 6) 得 
o< | X3dP 一 | XjdP 
Ix lec, Nfn CEE 
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X?dP 


| XN yep UANZE 
“2 = =a Xi P 
< ce] uP e| j lk j l 
所 以 


é 
(3. 3. 8) | Xid P 
j=l Ne lA OY 
= pf XidP + ol | XiaP|. 
IX VEE, X IEC 
类 似 地 , 
| X,X dP = | XX dP 
AFL IX, ley) XC XL, 
+ ofp | ,XiaP]. 
， X RC | 
利用 条 件 (3- 3. 4) ,我 们 得 


《3. 3.9) > | X.X,dP = of p| i 
p RICK Oy) iM ice 


4, '<c, 


XidP), 


IEE E Ee 


现在 从 (3. 3.7).(3. 3.8) 和 (3.3.9) 可 推 得 
(3. 3. 10) 上 EdP = (1+ oa»e| XdP. 
[61 ey 


iX, let, 


此 外 
(3. 3.11) | aP<| , 
1$, at, JL 


A N | 


dP< p| dP. 


OX, ec) X126, 


那么 利用 条 件 (3. 3. 3) 和 (3. 3.2) 我 们 得 


k | 
3. 3.12) : By 
: ECY S| s 


(3.3.12) 对 Ipai 
AETA 


按 (3.3.10), 当 nn 一 ;时 | — EdP -> co. 仿照 Gnedenko 和 


J Ci ec, 


Kolmogorov(1955) 定理 35. 1 的 证 明 , 我 们 有 


(ereat?) = o| ferea] i 


» 2 ， 


BP (3. 3. 12) 等 价 于 


《3. 3. 14) 


_k zap ~ || saP] 
GEF ecu BAP mie. 


设 后 ,7 一 0,1,…, 天 一 上 是 相互 独立 且 与 名 具有 相同 分 布 的 
随机 变量 . 验证 Gnedenko 和 Kolmogorov (1954) Œ # 26.4 ATE 
BH, TERE CS. 3.13) 和 (3. 3.14) 下 ,存在 正 的 常数 列 BY 使 得 当 
n— colt l 
(3. 3-15) Br ë. +N(WO,1); 
事实 上 ,由 (3. 3. 10) 我 们 可 取 
(3.3-16) BY” = ei, a AR = IRZ 


I 


a +o | dP 
ELA 


| 


G +o hp | ,XiaP. 
利用 引 理 1. 2. 1 和 (3. 3. DRMA 


kd | | 
e317) | E exp| it SJ6,/BY | — | | E exp ca / BY) | 
parti 4 一 1 


<4kalg)—0. 
把 它 与 (3. 3. 15) 相 结合 即 得 当 ”ce 时 
] toa a 
Be >E -N 0,1). 
=U 


对 十 7}, 7 一 站, + 大 一 ] 重复 上 上述 讨论 ;有 BY >0 使 得 


(3. 3. 18) 


ant a 
(3. 3.19) FS IANO) n= oo. 
k j=0 


类 似 于 (C3. 3.16) ,Bo = (1 + 0(1))kg | XidP. 所 以 
1 


(3. 3. 20) (BP / BP) = (1 + oligi p = oll). 
这 样 当 nc 时 有 


1 k—1 P 
(3. 3, 21) Rm T —0. 
f3 j=0 
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此 外 ,注意 到 n—k p+ 9) <p+¢ 且 利 用 (3. 3.16) 和 (3. 3.3), 对 任 
给 的 o> 0 RNA 
(3.3.22) P{|P/BP > el < (p + DEIX, | /eBY 


1/2 
2 = — 
< 2pE| Xile he] | XAP) = of 1/C,) = 0. 
设 B= B?， BRAM C3. 3. 18),(3. 3.21) 和 (3. 3. 22948 


S, {B.n 和 No,1T) n oO, 
现在 我 们 转向 弱 不 变 原 理 的 证 明 , k= LOO ], 对 任 给 正 整 
RON 存在 nx 使 (pp 十 ) 二 NZ 十 1)(p 十 gq). ME Ay, OL, 
只 是 它们 的 指标 扩充 到 j= 二 0,1,… ,一 1. 重复 (3.3.18) 的 证 明 在 
kala) =e 的 条 件 下 ,存在 常数 BY > Om=k ktl, k E 


m] d 
(3. 3. 23) Br Dé NG, 1). 


m yeh 


其 中 BP 是 (对 固定 p) 相 对 于 独立 具有 与 名 相同 分 布 的 随机 变 
fe ASE We HR. 苦 我 们 记 对 应 于 Gnedenko 和 Kolmogorov 
(1954) 定 理 26.4 B(E,,7=0.1.> mj MRM BIC} .那么 类 
WF. 3.168 


(3. 3.24) Bow =Q 十 ol1))mp| XdP. 
[X,t<c, 

类 似 于 (3. 3.19) 

| 一 1) 
(3. 3.25) BP- $19, >NO,1) n> oo. 
定义 By = BY, G | 

[tk - 82] COR we] 

Sug = >) &+ >»; 9; + 9Ne, 
j= j=0 


其 中 v= Xita,-va tite itt + Xp ARK 
[Nt] — (LQ. ~ 194] + 194 + @) 
<Kk+DGtgt-&—-Dip 
+ git 2(p+@). 


e 
[tN] [K1] 


Wnt) = By’ > Es Watt) = Bx’'{ 2G 1; + 3 
j=0 


回 航 (3. 3. 17) ,我 们 知道 C9;) 的 正则 化 和 与 全 ;(¥;) 的 正则 化 和 
具有 相同 的 正则 化 常数 ,有 同样 的 收敛 性 ,其 中 6,, j= 1,*…， 
ka— 1, Fj j= ls 名 一 1) 是 独立 的 . 

因此 由 Gnedenko 和 Kolmogorov (1954) 定 理 26.2, 对 任 纵 
e>0,0<t<1(3. 3.23) 推 出 


[me] dF?’ (2) > 0, 
Pe 


lel 


Celf dF? (rz) — | Í xd FP (7)) >t, 
<t t J {el[<e 


Iz| 


其 中 OFS? Co) Be 60/ BY 的 分 布 ,也 即 


[melf dP CY Ty) — 0, 
ml] od CVE») 
加 | Iyl gef pte v |} 1. 
那么 由 刚才 所 引用 的 同一 个 定理 我 们 得 
(3. 3. 26) W' (e) SWG). 
类 似 地 ,我 们 也 可 证 明 


a 
(3.3.27) WOS Walo PW) -—Ws>. OSS s<e< 1. 
对 于 {7;}.(3.3.25) 的 -一 个 类 似 结果 是 


i t 09] 


d 
(3. 3. 28) Be > 9, >W (t). 
ERRET. 3. 20) 5 44, (3. 3. 28) 推 出 关于 +* 一 致 地 有 
Laik 
1 
By j= is 


仿照 (3. 3. 22) ,我 们 也 有 关于 上 一 致 二 
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yal By i. 
由 此 推 得 
Wy i 
这 样 就 可 用 W'a 来 代替 Wy. 
我 们 先 来 考察 W s 的 有 限 维 分 布 的 收敛 性 ， 由 (3. 3. 26) 知 
一 维 分 布 的 收敛 性 . 对 于 2 维 博 形 我 们 只 需 证 明 
(Wn (s))W' xt) —- Wy(s)) (WS), 
Wit) — Ws), 0<s<1<l, 
换 句 话说 ,只 需 证 明 对 于 任 给 Borel $ A. Az 
(3.3.29) 下 vs € ALW NO) 一 友人 NG € A} 
— P{W (s) € APWE) — We) € A}. 
按 a 混合 性 ,我 们 有 
IPIW Gs) © A Wn) — Wx (s) © A} 
— P{W sls) © AS P(W' eG) — Wiyls) € AHI 
<= aq). . 
把 它 与 43.3. 26) Al (3. 3. 37) 结 合 起 来 就 得 (3. 3. 299.3 维 或 更 高 
维 情 形 同 法 可 得 ,这 就 得 证 有 限 维 分 布 的 收敛 性 成 立 . 
最 后 ,我 们 来 证 W's 的 胎 紧 性 . 由 (3. 2.5) 只 需 证 明 对 任 给 
的 6.9 > 0. 3,081, ABR mn, 使 对 OSI 
P{ sup |W’ sts) 一 W' xv) | ES Âp nne 


等 价 地 
: a! Z a 
(3.3.30) P! mex dé, | > eBy}<d,, nny 
由 中 心 极限 定理 . 当 信 充分 小 时 我 们 有 
fake} 


P{| Da &:|> eBy/2}—> P!|W(26) | > e/2) 


= P| |W |> e2 J2}< 16¢ V26E'W(1) |< = 


4 
因此 ,存在 mn 使 得 
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P{| S18 [> eBy/2}<%, n D> m. 
所 以 若 我 们 能 证 明 对 充分 大 N 和 每 j,0< jC 288-1 
(3. 3. 31) Pi| |< eBy/2}> 4, 
从 引 理 2. 2. 1 即 得 
P{ max | 26 |> Be} < 2P [| el> eBa/2}<on 


DEER 人 


现在 余下 来 只 需 证 明 (3.3.31) 成 立 . 我 们 先 考察 kt 
É. 利用 (3. 3. 24) 并 注意 到 pe RNA 


p{| Sela By /2\<2jpE|X, | /eBy 


lV 
< BkpE|X, ‘al kef XtaP| segs 


X | < r 
假设 e<cj<2k,6- 回顾 (3.3. 23), 由 定理 了 了 1, 我 们 可 写 

Birr = pa? (j). 
借助 缓 变 函数 的 性 质 、 


em” F) 


SE 
Ba 一 lim sup BaP; < 
所 以 存在 nn 使 当 nen, 时 有 B/B 1/38. ik 6 FEA DA 
P{|WC1)| $ €/2 M38} < 1/4. 


< 20. 


lim | Sup 


那么 
P{| Dé | eBy/2}< Pl | XE | > BP/2 V3 


> PIWO) j Se/2 /30} < 1/4, 
EAS AG. 3.31). 定理 3.3.1 证 毕 . 
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Ibragimov (1975) 首 先 对 强 平稳 2 混合 序列 在 某 些 条 件 下 证 
明了 中 心 极限 定理 和 弱 不 变 原 理 成 立 , 这 就 是 

定理 4.0.1 设 {zrn 之 1} 是 强 平 稳 2 混合 序列 ,EX 一 0， 
EXj<oo H 

(i) Z=ES?-+00, 


(ii) S$) eC 2") < o. 
L 


那么 So WIAT PCr). 

定理 4.0.2 Biron h ERF RAFY. EX =0, xt 
某 >o, EX P co HR OORE. BAM Waa) = Sin Sns 
oK] 有 W, >W. l 

Peligrad (198D) Æ 2 阶 扎 条件 下 给 出 一 个 绊 收 倒 结 果 , 然 而 在 
混合 速度 上 作 了 较 强 的 限制 , 即 要 求 Doa < co. Peligrad 
(1986) 提 出 了 五 个 未 决 问题 ,其 中 之 一 就 是 在 中 心 极限 定理 同样 
HKA FTES TERE. 邵 启 满 (1988b) 给 出 了 -~ 个 正面 的 
等 案 , 这 些 将 被 介绍 于 $4.] 中 . 

当 S(>2) Bi PRAT , Bradley (1984) 424 T ER RIGH HE 
设 下 寻求 最 低 容 许 的 2 混合 速度 以 保证 中 心 极限 定理 成 立 的 问 
题 . 假设 ix.,n 宇 1} 蚌 强 平 稳 e 混 合 序列 ,正和 一 0 只 一 瑟 S co 目 
EXig (X,)<.00, HB g 1 [L0,cc) 一 [0,co) 满 足 : 对 某 6G>>0,gCr) 
和 xz/g(Cz) 都 是 不 减 的 函数 . Bradley(1984) 问 :对 任 给 a0, 4 


[logs | 


exp(d >) o(2') = Olg (nl?) 
时 ,中 心 极 限定 理 是 否 成 立 ?” Peligrad(1987) 证 明了 一 个 更 精确 的 
结果 . 
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定理 4.0.3 iz. nll goo E. GUE O<e* 到 1 
Clog 
exp | (2 +E) VS pz)) = OC g(n'?)), 
那么 S/o KAA AF BCz). 

Peligrad (1987) 猜测 在 定理 4.0.3 FATE W, >W. REW 
(1989b) 给 出 了 肯定 的 回答 , 它 将 被 讨论 于 34.2 中 . ERR a W 
(1989a}) 中 ,对 于 非 平稳 的 。 混 合 序 列 给 出 了 一 个 较 一 般 的 结果 ， 
我 们 将 在 $ 4.3 中 讨论 . 对 强 平稳 CHA RAHA BH MEL 
变量 序列 的 乙 不 变 原理 将 被 介绍 于 $ 4.4 中 ， 

在 相依 随机 变量 弱 不 变 原理 的 研究 中 ,属于 Billingsley (1968) 
的 下 述 基本 结果 常 被 用 到 . 没 

B= ali 20,7), — oo ctr oo} 
Æ RW Borel o- tx . 

EH 4.0.4 BIW. neli Æ DLO, 1] PRL, ee 
下 述 条 件 : 

GIW, C) ,0 坟 t 访 1} 具 有 渐 近 独立 增 基 ,有 即 对 任 给 B,C B= 
1 yr Al OSa 26) Oe ls, Stl 有 

lim (POW) Wls) © Bivi = Lye sr) 
= | [PW — WG) € BD} 一 0， 

(让 对 每 一 +, (Wie) nl} RAR, 

Gii) 当 nr EW (0 EW CE) 一 tt， 

GIHE eog >o HE Do 和 正 整 数 n E nm 时 ， 

Piu W, 0) Se} os, 
其 中 wlr) = Sup Iris) a@)|. 那么 W.W. 


$4.1 2 Bri A PRAT AY AERE 


邵 启 满 (1988b) 证 明了 下 述 定理 . 


» 69» 


定理 4.1.1 Ria. nel) p REII, EX. 二 0, EX <c 
l= 
G) limES?/n=e>0, 
GD iri nl} — KoF, 
iD >} 0(2") < o. 
a=] 
那么 
Wi =>W, 
其 中 
W.) = SI/ov nn, O<t<1. 
定理 4.1.1 的 证 明 需 要 下 述 引 理 . 
引 理 4.1.1 ¢Peligrad 1982). (ronal) a RATER, 
EX, ,=0, EX <x HW EEM 4.1.1 WGA 
(让 对 每 一 上 GE [0,1], WEA nl} An, 
《iv) 对 任 给 s>0 存 在 >2 MERK n, HRB nan, 和 一 
H >l 有 
(4.1.1) P| max |S) | > > Aa Vn < e/a’. 


那么 W,>W. 
引 理 4.1.1 是 定理 4.0.4 的 推论 . 
引 理 4. t.2(Moricz 1982). Wiz n1) EMP E EF y. 
(RIS AE HR rm E A hm 1 El 
TAA Fkn) + FR md) < fmt). 
又 函数 g4s) 对 每 -变量 是 不 减 的 . 若 
(4.1.3) E|SpGm) |" <= fk me (FS m,m) rl, 
那么 


(1.0 E max (Som Sse {3e SE, [E]. 
引 理 4. 1.2 的 证 时 不 在 此 陈述 . 
定理 4.1.1 的 证 明 


= 7O+¢ 


我 们 仅 需 验证 引 理 4. 1. 1 PAAR Gi Al Gv). 
DREH (Sin) /n nr], ko 0} 4B -- BAT A. ENDO 


待 下 面 确定 . 记 
XY = XIX,| < N) — EX,I(|X;| < N), XN = X; — XY, 
业 十 严 kin 
S¥(n) = XXY. Mn) = >) XY, 
i=kt+} =+ 1 
EU = | UdP. 
u >a 
显然 


Sin) =SP GO +S Cn), 
(4:1.5) ES Cn) /ndE CSP (nm)? /n +4 EGP (a)? fn. 
从 引 理 2.2. 2 即 得 对 每 一 ”和 某 KO 
sup ECS} (nd Y/n < K sup ETY, 
1 之 1 
AF {XS ne l St RA ER eo 有 N 使 得 sup E(X; y 
ss/ (8K). 这 样 对 每 一 nel M kel 有 
(4.1.6) EISE (Cn) Y/n < e/g. 
另 一 方面 ,从 引 理 Ze Ze 4, 存 在 常数 K,=K,(N,8,0)>0 使 对 每 一 
n 
sup EGS Gi et Awm T = Ki: 
21 
那么 ,对 充分 大 的 a 我 们 得 
ALD Ew CSF) /nS ap Ears (SF) /mt 


把 (4.1. OAA. 1. THEA CA. 1. DHE (S$) /n ne k>) E— 
RA] A . 
2) 我 们 来 证 (4. ]. 1) 成 立 . 设 
p = Lexp (2Clogl3m) ] ， r=([n/p], 
其 中 常数 如 被 确定 于 9 一 1 时 的 引 理 2.2.4 中 . 记 
X; = XA ( |X| <n'*/p) — EXI |X} <n'*/p), 


Ar = X: a Xi» 
ti e+? = 
Sx) = >) Xt, S33) = SUX, 
j 二 上 十 1 JJ 一 上 十 ] 
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Y; = > t= 142,°°*, = [ei 2], 
了 一 上 十 了 十 【2 一 13 
ktil O | 
a. = > on i = Osler s po! = [(p—1)/2], 
J l— dir 
pag [+i 
TCi) = YY TG) 一 一 Sais 
yeddi fel 
T (2) == T), Tt) = TCi). 


显然 地 SI =SIGI+ SW). 不 失 一 般 性 可 设 o 二 1. 

首先 我 们 来 证 对 充分 大 >” 
(4.1.8) P | max | Sti) | > an? }< /6%. 
从 5=1 时 的 引 理 2.2.4 即 得 

max x | ESEC) [Px Ofna} + n exp (Clog’?n ay} 
A ent, 
其 中 四 一 sup EXP y a, =supE| Xi" |*. 应 用 引 理 4.1.2 我 们 有 
sup max IS; CE) [> = O(n?” ). 

N E { max Shci)?/m ine] kL) RE BATRA. 所 以 对 任 给 s> 
存在 Ae 2 和 充分 大 n 使 对 nen, 时 (4. 1.8) 被 满足 . 

其 次 ,我 们 来 证 
(4. 1.9) P {max [St | > 5an"? | < 5e/6%. 
注意 到 (4. 1. 9) 式 左边 不 超过 
(4.1. 10) Pi: max ITG) | ean? +P] max iTO) 2an | 

+ Mp! max |3; C) ee) 


了 一 站 


LALER, 
H Pirin) 一 致 可 积 ,不 拓 一 般 性 我 们 可 设 sup | X, | 2s 


1. 这 样 我 们 有 
P| max Ay Pies Co Be Xe? | 
. )isir 


«F726 


<P 5 (IXH EIX? |} > nz/2| 


“Gk 1 Vb Se 


= ol T supE! Pm "| . 
那么 由 条 件 (iD 得 
| eE r 
Ee R= o| & sup EX] < wa 
现在 估计 hh. id 
Gs OUT ye) a = ECr. (E) ’ 
itd 
UD= Du TO = TAD — UD), 
1 一 ;十 1 


U= UDT GD = TE) —U@. 
容易 看 出 
(4. ]. 12) L&P] max 77 (2) [an | 
LEPE p 


HT G t= 1s | ER FT Kn A 
(4.1.13) I. 8/64. 
AMBIT ho RIRE- A Lik ln BREW BH Co 使 得 
(4. 1.14) EU? (Gi) < Care Cr) Clog2z)’. 
从 引 理 2. 2. 2 ,存在 - PS Lik Al n RMB HMC HO EG 
(4.1.15) ETKI) < Ciir. 
对 i 用 归纳 法 ,可 以 证 明 (4.1.14) 对 C6 二 Ci/(log =) RIE. Mo 
混合 的 定义 我 们 有 

EU?(1) = Buy, = EY pitii SPC) A Yea tle a. le: 
把 它 与 (4. 1. 15) 相 结合 就 得 1 二 1 时 的 (4.1. 14) 式 - 

对 ce RIT jari ORY. S a= Lli hiimh R 
们 有 

而 大昌 一 EGG + EU, G2) + 2EU, G U i Ge) 


~P] max IUO |S aa? b= i Inte 
SEP, 
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< EU? Cè) 十 EU? rei, (fz) 二 2ptr) | UC) {l 2 | 了 Ciz) | 2° 
由 归纳 假设 和 (4.1.15) ,我 们 得 
EW? (DSL Car Cr) og (22,) Y 十 Coire Cr) Clog (22,) )? 
+ AAIE BC ACT log (2i) 


< Cyirp’(r)| dogt2i))? + 2] log 3] log (2i,) 


Care (r){log(22))?. 
这 就 证 明了 对 每 -一 2,《4.1.14) 成 立 , 从 (4.1.14) 和 引 理 4.1.2 我 
们 得 
E — ale cpiri log (2p) 42? < en(log a) e. 


这 样 对 充分 大 存在 ADS? 使 得 


(4. 1.16) Ts < £/ 62. 
把 它 与 (4. 1. 13) 相 结合 得 到 

(4. 1.17) 了 << e/33. 
同样 可 证 

(4. 1-18) I, < €/ 32. 


M4. L. 11), (4. 1. 17) #0 C4. 1.18) 即 得 (4.1.9) 成 立 , 这 就 证 明了 
定理 4.1.1. 
从 定理 4.1.1 和 定理 2.1.5, 我 们 即 有 下 述 推论 
.推论 4.1.1 Kia. neh) PE p 混合 序列 , EX 二 0， 
EX? <œ H So <o, Ë e= ES, RA 


lim jn = a, 
其 次 , 若 o>>0, 那 么 
Wi>W, 
其 中 Ww. (E) = Stue „OSL. 


§4.2 XAT 2a ORAS RE 


设 {r ni } 是 强 平 稳 e 混合 序列 ,五 [= 0, EX?<00 Hh a= 
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ES 一 co, i$ g: [0,co) 一 [0,co) 是 不 减 函 数 且 对 某 0< 0<1,z7 
g(r) th — TARR RR . 

定理 4. 2. 1(Peligrad 1987, HB AW 1989b) ix, nl) %0 
上 , 且 满 足 


《iD) 五 和 is 和 | <ec， 
[kga] 
Gi) 对 某 0< ee < 二 1,exp ( (2 +e") >) 0(2")) = O(g(n'” )), 


t=1 


那么 
WW. 
通过 简单 的 计算 ,我 们 有 下 述 推论 ; 
推论 4.2.1 设 {zx,wn 宇 1} 如 上 .假设 对 某 e>0 和 a> 
EX? (log | PA ) 2a/1—#) < co， 
且 对 每 -充分 天 的 
O(n) < a/logn. 


那么 
W i =>W. 
推论 4.2.2 Klan Sl Mk. RRI E O<P<1,e>0 Ma 
>0 
2a + £) 


EX?exp =F (Zilog? IXI dl se 


” 且 对 每 一 充分 大 的 n 


en) = a/(logn)?. 
那么 
Wow. 
推论 4. 2-3 icin ell 如 上 .假设 对 基 C0 和 a>>o 


EXiexp| (1 — €}(log! log’ |X, D" 


且 对 每 一 充分 大 的 = 
p(n) < a/ (log logn)’. 


<< of, 
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那么 
W,>W. 

定理 4.2.1 的 证 明 需 要 下 面 的 引 理 , 引 理 4.2.1 是 定理 
3. 1.2 和 Billingsley (1968) 定 理 8.4 的 直接 推论 . 

引 理 4.2.1 Rirn ME. RAW, BSUAFW HEE 
条 件 是 (S35/s,n 实 1} 是 一 政 可 积 的 县 对 任 给 的 s>0 存在 人 >1 使 
得 
(4.2.1) P|max1S > dos} < 6/2. 


引 理 4. 2. 2(Peligrad 1987). {2.221} Wm LH EXi <, 
那么 对 任 给 的 eo PE C=C le, ol. DIERE nS 
ES! <= Cmt EX; + of). 
证 an= | Salta 显然 
lom E Sn + Sipa la + 2k a. 
利用 Schwarz 不 等 式 和 2 混合 的 定义 ,我 们 有 
E Sm + Sarum) |! 
< Bat, + 6E|S Sas bat) |? + BaZ CES, Sm Cm) | 
<L 261+ IPF) ah + Bandh + Gdh 
RT ETAN a Faa) 
FA itt BI 7S 
dom Se DG + Te? CR) a, + 2an + 2ka,. 
设 6<s<<173 尖 是 充分 大 整数 使 1 十 72 (2. 通过 递 推 法 对 
每 一 整数 r 闻 1 有 
al) sara, 十 2 Seroeronka(2- + ka,). 
rut 


由 此 得 出 
a2") <2 Pa, + 62"). 
这 就 理 含 了 引 理 的 结论 . 
定理 4.2.4 的 证 明 . 
若 D 02") <oo, AGERE 2. 1.4 可 知 定理 4. 1, 1 的 条 件 被 满 


» 76° 


E. 所 以 定理 4. 2.1 的 结论 成 立 . 现在 我 们 来 处 理 2) pC(2")= oo 
的 情形 . 由 条 件 ( 让 此 时 g(x) 一 cc (2 00). 不 失 一 般 性 我 们 可 设 
对 充分 大 nn 有 
(4. 2. 2) p(n) = (oga) t dog logn)~?. 

1) BSCR MRE Snl) BRAY. 容易 看 到 条 件 
Cit) FS BT FED K n 


~ 
(4. 2. 3) g(n?) > exp [2 20(2)/0 =g" J] 
令 
[el— ejlogn] 


(4.2.4) T = inv gl expl 2 2, Ae Cle: ee 
EER O<te<te* <2]. it! 

Xa = XICUX:! ST) — EX,IC(|X;| ST), 

Xa = XICX,| >T) — EXJC|X;| >T), 

Sm 一 S Xii Snz = YR 

i= | t=1 
= VarS,,, a, = Vars, 

由 引 理 2. 2. 2 es g (Xz) 是 不 减 的 ,我 们 有 


[Cl ellown | 


. exp{ 2 elz) l 一 s) | ， 
HEC =Ci te). ATO 义 和 引 理 2.2.3 我 们 得 
(4.2.5) AL ToL EX ta 1X, DACX, | >T). 


on, tere 


BR inv g(r) (aco). 从 (4.2.4) 和 (4.2.57 妈 得 


(4.2.6) En? = oC9,). 
RH Ss 
(4, 2. 7) Ta ia, — l; n — OOD, 


对 序列 (oy ome) MAGIE 4. 2.2, AER K =K (00 + ) ee 
对 每 一 nel 


(4. 2. 8) E|Salt < K Gl TEX] + of). 
[ogr] 
从 引 理 2. 2. 3 并 注意 到 到 exp| dD) P2) 4 n > co 时 是 缓 变 函 
数 , 即 得 存在 C = C(o(-) e) 使 对 每 一 x 之 1 
ot > Cn? e/2 
这 样 从 (4. 2. DAA. 2. 8) 我 们 有 
Ei |S. | /o,) 安居 (IT2/m +1), 

其 中 K,=K, (pC + 348). 

从 (4. 2. 3) 嗓 得 对 充分 大 的 n 


[U EHn] 


giin Pe Sexp[2 2 Pa e). 
em] a 
绪 合 (4. 2.4) 我 们 得 了 /被 1 所 界 . 所 以 
{4. 2.9) sup El | Sn | /¢,)* < oo. 


FH M C. 2.6) M4. 2.9) FRAT HE BRO (S/n 1} SE KT 
积 的 ， 
2) 其 次 我 们 来 证 对 任 给 0. Fe 4>1 使 得 


(4. 2.10) P | max |S,| > 640, 
ls isin 
记 
aN y i 
(4.2.11) Ti = exp| S Sy een (2'y) f= nt (Ty, 
Xe = XIX, | >J) — EX (|X; | or a 
Say (k) = SS) er S, (k) = > 


i=] 


ai, (k) = ESh (k), hk) = ES} $). 
显然 地 S= Spr OHSH 


P | max |S,| > 62a, | 


< P{ max |S)! > ào, ) + P { max [Sa 0) | > Ag, 
Isis 
首先 我 们 注意 到 


. 780 


Ñ 


40? l 
logT,= = ae PD 
i=! 


40 [logn/T?] 90 
< Sevar] bE | 2 p» + “erie or ;} log? 


因此 对 每 一 充分 大 我们 有 


50 ，  ，fogtwTi] 
(4. 2.12) logT, < | al > pC). 
yti i=} 


和 


[loge } [iogtr/733] 
(4. 2. 13) >ez < <(14+§ | 5) pt). 
ACA ARE GD UR ga ARRERITA 
» [log] 
(4. 2. 14) sD erp| Trap 2,02). 


Hi SHE 2. 2. 2, 引 理 2. 2.3 和 (4. 2. 14) 式 对 充分 大 n, %4 k<n 时 
oI ECREXI |X, Dexp| | i= | ec20| 


C REX 1X, 
EE Ly D of (2+ 于 | Soca) 


CO ‘dEXig( IX Dexp| 二 52 Se). 


由 此 并 注意 到 >) p(2 = 90, RNG 


max Oath) . = o(l},n— oo. 
E e a, 
因此 容易 看 到 对 一 1,2,…,n 和 充分 大 nx 有 
(4. 2. 15) CR) S 205 


由 引 理 2.2.4 和 (4. 2.15) 有 
E| SC) |? !? < el of? + REX, +I |X| < J) 
[logn ] 
+ exp( 30 7 o(2')} }- 
i=} 


从 上 式 并 由 引 理 2. 2.2, RAE G), Gi) (4. 2.11), (4.2.14) M3 M 
4.1.2 我 们 有 


» 79° 


E max |,S (k) |2? 
Leia 


KCI a +-n(logn)?+*E |X, HIX <J) 
[loga ] 


. exp 30 >) 0?’ FY) 


rm 
Sire +! t dogn) t? EX tg (|X) 
ZE! gi? 好 Cogn 1& 1 
=e or aT? = 
-logni ; 
` exp! a5 ie POD) } 
i -j 


con! UA 4+ EXig(|X;|)). 
因此 存在 A> 1 使 对 每 一 充分 大 有 


(4. 2.16) P| max |S (k) | > as, }< ef%. 
] ikea 


现在 我 们 来 估计 P| max |S. (k) | 之 540,}. 设 
5,0 2m) Met 9 20 
p= exe Spena), 


Ee ee et (ee 
á Paes C&S fee E | 


A> 


ag 
i 
x 


Z= q X as i= O,l,* + Po} 
j= 1+ ĉir 
Ta = XY, TD = D2,. 


ERIX IS 2 FRM RIE 


P| max |S,(A)| > 522, | 


1 


< P| max |T,(k)| 2 240, | + PÍ max |T,(&)| > 2s, } 
Seip, Like pe 
+ (p+ DP { max |S Ck) | > do, 
Islas 
= } i 十 i; + Ls, 
a 80 内 


普 助 引 理 2. 2.2 和 2. 2. 3, 对 每 一 充分 大 nn 有 
a [Sak | = ae. 


PIS [Xa } — E |X a0 |) de, -aD Eixo} 


Ea iœ] 
; Sal | 
<P Di (XD | — EXD |) 2 Aa, — 2r I 


< PIN Xa] — E| Xali) |} = do,/2} 
~ [loga] 


< ACrar?exp[ (1 + 6° /4) Dp eD EXIXA’, 
因此 从 (4. 2. 14) 得 5 S 
(4. 2.17) I, < 4Cno, *exp{ (1 + eD A2] 
‘EXtI(|X > J) +a? 


[loga | ; 
exp( (2 + 3e" /4) >) 0(2')} EX?g (|X |) 
t=] % 
<n | - $ 3 So. EX? g( |X |) < e/a’. 
为 估计 了 , 设 
Fa = (R,P), F, = 0(X;,1 SiS 2rk); 
us = EY, |F 4-))> k= l,2,* si; 


itk 


U S T* k) = T, (k) — U. Ck). 
j=i+ | 
显然 地 
I< P| max IT (| io + P! max |Uo@) | > 
lsat p. 


lisisp, 


< 4C 
= CR eT) 


= i D 十 Iz 
HAIT G) i =1,.2,°°. ph ER, SUR 
< dive. 
AFR 1; 的 估计 ,对 任 给 AD 1 及 充分 大 ”我们 也 有 
a 8l -e 


(4. 2.18) Lix ef. 
B.X k ABAE, REER E iksn 
(4.2.19) EUZ) < Chr (log? (22) EXHUC|X,| > J) or 


[logn] 
-exp (1 + €7/4) > pC(2)). 

fed 

4Sk=1, p RARE 
EU?(1) = EE’(Y,.,|4%) = E Yne a l 
= PCr) WY lee | EY al FD |. 

RHEI A= 1 AM i+ 1 委 包 ,由 引 理 2. 2.2 得 (4.2.19) 成 立 . 当 之 2 
时 , 归纳 假设 对 每 一 小 于 的 整数 (4. 2. 19? 成 立 . 令 A= [k/2) 2 
=k—k, , BZ 
EU? (k) = EU? (k) + EUis, Cb) + 2EU RU re Re) 


itk 
= EU? (k) + EU? a (ka) + 2EU: (k) >) Y; 
fj 二 4 十 机 十 1 
itt 
< EU? (hy) + EU, a + 2U e | D z |, 20. 


j=itk +1 


由 妇 纳 假设 和 引 理 2. 2. 2 有 
EU? (A) XC, (klog’2k +kolog’2k, + 2Ck he) log 2k, ) 
; « | [ogn] 


ryre exp| | 1+5] D2 | EXUUX >) 
par i 


j - _„ , lloga] 
<Cokdlog2D2r + exp| [+ 所 | NTa’) | EX?I 
J j=1 
(|X,|>J7) z Eir), 
这 就 证 明了 (4. 2.19) 成 立 ， 
从 (4.2. 19) 并 应 用 引 理 4. 1. 2 我 们 得 
E max Ui(i) 
1s ish p 
[log] 
3Cr (r log'(2p,) * exp (1 十 e" /4) >) 0627)) 


i=l 


EXIN X >J) 
。 82 。 


[logn] 
Ce xp{ (2+3e" /4) > (2/9) 


EXig(|X, |). ~ 
<li tie Col L 2h.) xp| — S | 
E 
由 (4. 2. 12) 
|Z) < (F) e % ) See. 
因此 对 任 给 A> 1 和 每 一 充分 大 x 我们 得 


Ts A E/N. 
所 以 
《4. 2. 20) I Ze. 
类 似 地 ,我们 有 
{4. 2. 21) I, < 2e/%. 


HEM C4. 2.16).¢4. 2.177 和 (4. 2. 20), (4. 2. 21) 即 得 (4. 2. 10). 
定理 4.2.1 证 毕 . 


§4.3 SAF 2 BRA RIN MLR 


启 满 (1989a) 给 出 了 定理 4.2. 1 的 一 个 一 般 化 结果 ,其 中 强 

平稳 性 条 件 被 去 掉 了 . 

定理 4.3.1 Wiz,.nzel} Æ pA AI, EX,=0,EXi2C> 
0. 假设 g : (0,00) +[0,00) ERMAN OA z/g (2) ,0<d8<1, 158 
不 减 的 . 如 果 下 述 条 件 被 满足 : 

(ez az21; 是 一 致 可 积 的 ， 

(oi: =ESi=nh(n) EF AC) BRE RR. 

Citi) sup, ESaC) Loe, 


mah, 


Civ) im inf ESE Gn) =0o, 


«83° 


《v) 对 基 0<<E" <1 .exp[ 《2 十 E” o Pe) =OCg Cn?) HB 
ZW, HAIR W. 

定理 4.3.1 AUER PURSE. 

引 理 4.3.1 设 fl%,m) 是 满足 (4.1.2) 的 非 负 函 数 .假设 存 
在 a>0,r 实 1 使 得 
《4. 3. DEISAD SEAR DF CR wf RD Hw FR) }, 
其 中 w: SEAR AAP wee, 是 非 负 数 使 对 某 ea>0D,0<8<a 和 任 
何 上 >0 满足 


(4. 3.2) max sw (s) < ate, (2) 
NESE 
那么 我 们 有 
(4.3.3) E max SiC) |" 
1} te—Bhiry or 
Lr ifika) fa a| 1 一 | a | RT 


Hw (kn) log (2n) 2 
证 从 (4.1.2) 和 (4.3.2), 对 /三 xn 有 
FPR ORD) Saf (Rn (fk,n)) 
所 以 由 人 4, 3.1) 对 每 ASO. LSS 
EIS SSDI LS (RE 

saf? lemnu Jk) + wf (k,n))} 

从 引 理 4.1.2 和 ws《，) 的 单调 性 即 得 
E max | Se 人 k 


< Ën) Si "(F (Rn)) 


+ Caf (enw, lds (Rn))) Dal rad my 


去- rales ni) two! “CF (Ryn) log (22) 


| | a Ari 一 1 
十 af smutf kn) = (z) | | 


* Rd» 


<5 + S (kom) (af Chandu Com) | 7| S l 


+ w (Sn) og’ (2n)}. 
得 证 引 理 4.3.1 W. 


引 理 4.3.2 设 irn 之 1} 是 Pp 混合 序列 ,EX 一 0, 且 qq 全 


2. 假设 非 负 函数 hn) 满足 :对 每 一 n 实 1 FE OCPD GIAO A 
(4. 3. 4) max| 4| |=] sal = [+ | |< on) 
H4 a3 时 对 某 a>0 ME a 0<e<g,—2 满足 


[logn] 


(4. 3. 5) h(n) > qoxp{— a Paa) E 
max PAG) < aw hla). 


MART BR 1k. jo 和 数 z>0,0<B<4<co 满 足 
(4.3.6) ån max EIX OX I ZAST, 


(4. 3.7} 48k max C E\X NTC X | BIS, 


(4. 3. 8) Var | SF er Xi|<B) | <mh(m) max 


i jZizitm 


EX?IC\|X,;,\<B). 
ASTER AN > 0, FETE K =K Césqisgzsas, 0,0, 00 + (EG 
P{ max |S)! Sar}< D POX! SA) 
\ :Em 


railed 
+Kiz af eah) max EXH(|X,| <B))*? 


Cloger - 


十 nexp {K 2 0°'(2)} log? (2n) max E\X, | ZC |X; | <B) | 


[legn 


+ r val | nexp| (1 十 o DA) ma mak EX?ICB < xica)” 


[loge ] 


+ nexp! (KPH) n max EIX NIB < |X| <A] 


+ z'n (nalog [3] 


= 85” 


[ boggee 


exp { (1 + e) Dieta) ) max EXHIB < [X| <4}. 
证 OTT AR Xl AA A. ic 
Xa = XIX | <= B) — EX,IC|X.| SB), 
Xo = XJCB < |X,j < A) — EX, I(B < |X| <A}, 
Xa = XIX z A) — EX,1(|X;| 2 A), 
Sit) = Sx, b= 1258: 
J 一 上 -HH1 
容易 看 出 
(4. 3.9) P| max |S)@) |x 


<P | max Sa (r) | = 二 | | Sip) EE 
1<, 1xicin 


一 : Tthethe 
由 (4. 3. 6) ,我 们 有 
J i- 
(4, 3.10) LP {> XIX SAMS Zs 


=f-- 1 
fen 
— 人 EIX IX. >A} 

P | 
<P Shaina F) 


1 POX, | =A) 
由 引 理 2. 2. 6 .存在 大 一 天 (qi1,as9,p(。)) 使 得 


E 3 Xa k < K (Am EX?I(|X,| < Bo” 


=i) 
[iaga] 


+ nexp! K, De “C2) EIX, SUX | < B). 
从 引 理 4. 3. 1 即 得 存在 K.=K,(k; yasdi) 使 得 
E max | Sq (i) |" K: | (h(n) EXT (|X) SB)? 
re 


i logn | 
—nexp (K; >) 0°/%(2') | doga) 8 E |X, AXIS}. 


那么 我 们 有 
(4.3.11) AKor {Cnh (M EX? X, | SBA” 
Cloga] 
+ nexp { K, pS PnC) \ (log (2n) >* 
= 
. EX (FC |X,|<B)}. 
为 估计 五 , 令 
【2 十 1) 上 + 
和 
j=2ik4 1- ] 
20411341) E 
Z: = x X joy t= Oslse**s pas 


i= 21+ LAF I+] 


wet mal Eaj/t]oe[[ $2] 2} 
W,; = SY, W; = > Z, 


ad 
Pu $0 
容易 看 出 
(4.3.12) ISP| max Wi| 关 关 | 十 P{ max wW; | 之 去 | 
a Ee KiK pp 12 
{i 
A T 
二 PR th ICT 2 Xa | 25} 


= + latat In. 
MRIG. 3.7) 和 引 理 2. 2.5 即 得 


ji ł- iil Lee 
Tos <2{ F] m max Pi 
k Jeeisc nk] pe itihe 
CRIB S | X,| A) — 2X, CB SS |X | < AD) 
f+ (ilh 
六 二 一 2 Š) EX, IB < |X; <A) 
12 7=!+ ket : 


ttir| lje 


Lisl nr y 
È Oszisl imik] 了 一 这 十 | 


一 E|X,| IB < |X, 0 zx/24} 
SCEz "(kexp( (1 + o $o) EXB < IX; | < Ay)?” 


-87e 


[loge] 
+ kexp (CS) p22 1E|X, UCB < |X| < AD} 
[iogm] 


Cr {[ mexp((1 + ©) >) 0(2') EXIGE < |X| < Ae? 


Loga] 7 
+ nexp{C >) 2 (2) EIX [LB < 到 | < AD}. 
i=0 
其 次 ,我们 来 估计 Fn Ton YY HE LE ST Bik F _, = (9,00), 
=o(X,; z jt C2I+ DAD HO, 1, ep A 


U, =Y,—ECcY, LF) G= 2U, + 
jemi 


H= >> ECY, | 4-1). t=O,1s-s py. 
j=1 
容易 看 出 
(4. 3.13) InP] max G| >x/24] +P] max |H; |>ax/24} 
Leip, Lip, 
=i fa Ct) +22,(2). 
由 于 1{1 #7 SLR EBSD. RRA BAS ACR Brown 
1971) ,我 们 有 
-24 , on z 
4.3.10 IA(DETEIG, U] IG, | 过 而 | 


<É [Ew I |W, 
了 | | x 
95] TELH, IH |H, 1256) | 
K (96/22 EJW, [+ (96/x)"E | Hy, |% 
人 了 从 引 理 2. 2.5 即 得 
[loge] 
(4.3.15) EIW, |2 <C} (nexp[ a + ©) S) cat) | 
EXI |X) 
-log aj 
> nexp| CS) #2 JEX, IIB < |X,| < 4)) 
i=D 
下 面 用 归纳 法 来 证 存在 常数 K 


”88， 


ttm 
(4.3.16) E| >) EYN; a)) 
j=i+1 
* <K' mko*(k) log (2m) )* 
[log sn] 


,exp| (1 十 e) >} o(2) JEXU(B<|X,|<A). 
iO 
从 引 理 2. 2. 1 即 得 存在 常数 C 使 对 man 有 
l jl" < C'mkexp| (1 +e) 3) (2) | 
j=0 


į=ij]1l 
. EXIKB < |X| < A). 
当 m=] NH p 混合 的 定义 得 
ECE(Y, 1 |¥% OY SEY EY |). 

Le IY le | EQ!) N 

Bp 
ECE(Y,. |F DY Se (WEY. 
R K =C" /log? (3/2) B04 m=1 ft (4. 3. 16) BRIE - 
假设 (4. 3. 16) 对 小 于 m 的 整数 成 立 . 我 们 来 证 对 m (4. 3. 16) 

也 成 立 . 记 m = [re /2] m =m- m RNA 


五 | > EY, |F, D 
j=ill 
i—m, im . 
= Ej DEY, |F, D +E 5 ECYF, 
sir) j=ebm bl 
Pm) itm 
十 2 五 | >. ECY a) p EIP ji 
=itl J 一 ' 十 ml 十 1 
1 一 ml 1 十 mi 
<E( WD EYNP DI +E SD EY, |Z) 
s=74 1 s=etm, t+) 
ttm, i+ m 
E || Neri |, sl, 
J 一 /十 1 f=ttm tl 


由 归纳 假设 和 (4.3.17) 可 以 推出 
El SR 


ji 十 1 


+ 89 + 


< K' ( mlog? (2m, ) + m,log?(2m,) + 2| log z] 


. mm2) “slog 2m, ) | : 
[loge] 
“p(kkexp{ (1 + €) X 0(2/) EXB < |X| <A) 
j Qoa O 
< K' mke* klog? (2m exp {C1 + e) X, e2 } 
于 一 个 


"EXiI(B< X <A). 
这 就 证 时 了 (4. 3.16). 其 次 ,从 {4.3.16) 和 引 理 4.3.1 可 知 , 存 在 


常数 天 "使 得 
(4.3.18) E max H? 
ja , Lloge] 
<K"p ke (hk) log (2p,) expla 十 e) > p02") } 
pen 


. EXB XZA). 
这 样 我 们 有 : 
(4.3. 19) Za (2) < 288K"x np:(k)log!:[n/k] 
logt. 
-expl O +e) D oX) |EXU(B < |X,| <A). 
1=0 
KA C4. 3-13), (4. 3.14). (4. 3.15). (4.3. 18) Al C4. 3. 19) 即 得 
对 某 K,>>0 
, ‘ loge] 
i, = Kt a nexp { (1 + €) >) C2) } 


s=9 


» EXU(B < |X| <A)?” 
Llaga] 


+ nexp {K, >} a2) 


= 
‘EIX :TB < |X | < A)| 
+ Kw np? dlog'| Z | 
[loga] 7 
-exp{(1 + €) >) (27) EXI(B < |X, j <A). 


. 90 。 


引 理 4. 3.2 证 毕 . 

引 理 4.3.3 i O<6<1. BRIER BRAD WE PRA: 
存在 整数 0, OAD? OCP <S Al a> 0 HEM (EL — nn 
4 | 


(4. 3. 20) h Fi! vaļa- 5 || <, 
(4. 3.21) T TUSEA Afn). 


it X, nel) eR AED), EX, =0,EXi<oo AM — £0. nS 
1 满足 
(4. 3. 22) ES; Ci) Sh) max EX, 


Lisnktan 


那 AKERS E> 0 存在 a een j )) 合 对 任 一 nok 
220,f20 A B>0 有 
(4.3. 23) Emax |S: (i)i I (max |S (i) | >a 
antam priiis seat 
<< Kir {inh(n) max EX? + nexp{(1 + e) Dp p62") } 


[5 


zi ê 


- max EX2(|X;| = B) * 
ites ihr ` 
o p 
十 nexpi K be-d (2) log? t? (2n) 
* max EIX; ID KIX: < B)? 


oga] 


4 nexpi (1 + 92e) G 十 PColog'| = || 


”max BX*IClA, >B) 


+ nk max (EIX, TUK > B))'). 
证 ic 
ite 
XIS = BY = EX Be >) Xa 


fete l 


2$ 
| 


flr 
X, = XI (|X;| 2 B) 一 EXA(|X;| SBS, @) = >) Xp. 
f=irl 
容易 看 出 


* 91° 


(4.3.24) E maxsi (max S.C) | za) 


in maxsi) GT Cmax [Sn G) | 22/2) +4E max Siz (i) 
<8a"E max | Sr 加 1448 maxS% (2) 
= : 8h+4h. 

从 引 理 2. 2. 2 对 每 一 ”之 1 之 0 我 们 有 


[logr 
ES} (n) < - Cnexp{ (l Ui: max EXE XA & 
其 中 C=CCe). 所 以 由 (4. 3. 22) 我 们 得 
(4.3.25) ESK OD <= 2ES}(n) + 2 五 37 (Cn) 


= nh ln) max EX? 


Sirti fst a 


+ oe + o Foe } max EXI |X: | = B) 
WERI 2. 2.6, 存 在 下 使 对 每 … anal 有 
ElSe 
= K,i | nh(n) ele EX? 


+ mexp{ O + o Sip) max EXT. -S hee 


[ioga] 


十 nexp | 天， b } 
i=l ; 
» max E|X,|*"*2¢|X;| <B)}. 
oie la 


由 引 理 4.3.1 我 们 得 
(4.3.26) L&a “e{ (nh a EX? 
[Log ë 


2 
tnexpl +e) 2] C2! >} , max EX?ICIX,|>B)| * 
4 


~nexp{ (ite) X 2+? (2!) } 


max E}X,:**°1( | X;|<Blog*!*(2n) }. 


下 面 我 们 来 估计 Lea 


© 92 ， 


i++ De i 
Y; = SS XW = SOY et Oye 
了 一 上 - 2 十 J= 
de 2fe+ Lok u 3 
Z= >» Xa Wy = Zi = Order pe» 


gett (+1441 


其 中 p = $- 1)/2] [a= fa joi. 我 们 有 
{4. 3. 27) LBE max W? + E max W;** 


Mi p) MEI Py 
it; | 
2 
+ E ma max | Phe } 
ae e+ jEr ble ua 证 动 十 1 


“= 3 en + fy. + f). 
从 引 理 4.3.2 的 证 明 容 易 看 出 
(4. 3. 28) Lytle 
<cnexp { (i +e) So ) j 1+ ik)log' fai 


* max EX:I(IX.|>B). 
旦 从 引 理 2. 2. 2 有 


it? 
(4.3.29) Inge >) E max | E9 


tgk akj B IERRA DE o=! ee 


f+ cidi) 


< > [z| > {XII(OX,| > B 
站 mnie poy 
ae A. any gap. © “十 起 


max (E|X,{7¢|X;| 2 By) 


Crake) EHn D 
[loge l 
<c{nexp{(1 +) 2s (2!) | max EX?1(|X,| > B) 
= "pete wt : 


+ nk max (EIX HOX, | > B))?}. 


<r 


把 (4. 3. 26)- 一 (4. 3. 29) 代 入 4. 3. 24) 就 证 明了 (4. 3. 23). UE. 
定理 4. 3. 1 的 证 明 . 
由 条 件 (i) ,我 们 只 需 证 明 
(a) 对 任 给 ostS1,15Siayo nel be RY 
Cb) 对 任 给 > 0, FETE A> 1 和 整数 入 使 对 nem, OS AS/ 
“93° 


有 
i žili 


(4. 3. 30) Pi max | 》1 zi 二 si 
‘Tsien i=k+1 


为 此 我 们 只 需 证 明 对 任 给 em, 存在 A>1 和 整数 m 使 对 每 
ss nzn, di0 有 
(4.3.31) E max S? GT Cmax (SD | Anh aD nhn) Re. 


ln 


不 失 一 般 性 我 们 假设 W nl A 

C4. 3. 32) PIM ELl Clog nllog log nd”). 

事实 上 , 若 令 六 (一 ptr)V Cogn) ! (og log n)-, 容 易 验 证 

O° mE ERIEN ). 
HRO, Gi), GIDARIA 4. 3.3, 存 在 常数 关 Elt- nl 

过 kn,B>0 和 0 我 们 有 

(4 3.33) E maxs} OI] max |SK) | 2 Mpa /nh(n) 


vaateet 


sf , [log r] R 
< K: | [nh cn) -4 ss h + =| De) 


a 


。 „max EX,ICIX,|. > By)? 


[iog #1] 


J- n exp| K Dye (2')} dog(2n))?? 


r=) 


。 max EIX, IC X, < B))/(nh(n) T) 
flexi itor 
“Jog aj 


4- n expi | 1 +I Sie) max EX}I(|X;| > B] 


1 — p(k)log’ E Ji inh Qt) 


+ nè max (ELIX,IT( IX| > B))?/nk Gn) | 
= : KU +E + Íà. 


A> 


pEr a] 


T= exp! vk 2 pa (248) Ci) JE 


B= n/T, k = [n/T] + 1. 
Q4» 


我 们 先 来 估计 石 .注意 到 


ber eS PrO) 
teers Clog n) 
3k onl ni n + 3k fehl 
Sg Nae. Pe EE SASA T 
= [logn 


<% -ò: arn) E pe P| 7a logT. 


所 以 对 充分 大 nt 我们 有 


(4. 3. 34) log < 


和 
[lag a | | : € [iog aT —2] 
(4. 3. 35) 2, 2!) < | las 2 piZ). 
由 条 件 (V) ,存在 C>>0 使 对 每 一 nl 有 
[logn] 
(4. 3. 36) gin?) exp{ (2 十 e) >) oc2)}. 
e=€ 
它 与 (4. 3. 35) 和 条 件 (V) 相 结合 “对 充分 大 n 43 
(4.3.37) gB) > con | Pts Se e2}. 
由 引 理 2.2. 3 人 Cr 0 使 对 充分 大 的 n 


_ [log #F— 2] 


p9 之， of(29 


让 /2 十 办) 
[1+s5] 2° 


ES? > Conexp | = | i++ ES, 
因此 ,由 条 件 (ii 我 们 有 
(4.3.38) hm>Ciexp{—[1+4) Doc2)). 


由 g(r Al E E 
(4. 3.39) maxEX; (|X i 2B<— ray 
. maxEXte( IX, }F¢ |X, |B), 
ie ; 


(4. 3.40) max EX PUIA ISDS ymaxEX: g(}X,)). 


结合 (4. 3.37), (4. 3. 38), (4. 3. 40)》 和 (4. 3. 32) 我 们 推 及 对 充分 大 
a 95 a 


nA 
[log r] 
(4. 3.41) nexp {| 1 + F] >) 02) |max EXH X| > B 
nh 


(2) 


< EC, 


max EX’ g (|X; DiC|X,| 2 B), 


fen) 
(4.3.42) nexp{|K > petora) }log?**( 2m) 


max |X, |*-?F(|X;| << B 
i 


flog a] 
< nexpl 2K > parC) \ B? maxEX;g( |X: D/g(B}) 
ra = 
[log a] 


Ko yr 2 maxEX? x ( |X, | )exp { 一 K > ptd) } 


= 


< (nh(n)) tH maxEX? e ( |X,|). 
i] 


HR RR TA max EX? g (1X, <o. 所 以 对 充分 大 有 和 充分 大 
4 有 
(4. 3-43) Te/ GBK). 

—_— Ie 3. SA) Bl A AYE RTA 


(4. 3.44) {log | | | PU) <2(ogT'p (k) 


A CES 
k 


由 (4. 3. raft: 3. 39), C4. 3. 37) Al C4. 3. 38) ,我 们 得 
[log "n? 


(4.3.45) nexp|| 1 十 二 | D) 00) |max EXI CIX, = 


[1 x log] = || 
Flog a] 


A i 
< may? | eae a 2, 22) >} 


[leg «3 
(1 EIS aK 2 pC2)) "| max EXX DIAK > B) 


im 


- 96+ 


nhin) 


= Cc, 


— = >) 0c) 


i=? 


e [ken] 
exp | 


t + 


+ |S aga | maxEXig (X; [11X12 


i= 0 


tes maxEX;g( |X, [D |X; | = = 一 B}, 
这 里 我 们 用 到 了 下 述 结果 : 


Eogan) p ow] 
( D7 029) ‘exp|— $ 3 2, PC2 ) | = O(1). 
结合 (4. 3. 45) 和 条 件 (i ,我 们 有 
(4. 3. 46) L<<e/3K. 
最 后 ,我 们 考察 hL. 注意 到 


1 i 
‘ii X, aia pyaar tA Tp a 1B). 
nax E | [ZX >S gy Eig XH AX 2B) 


因此 从 (4. 3.37) 和 (4. 3. 38) 即 得 
kn max (E |X; AX; i 2 BY 
< pr BS max (EX?g (|X; DICX,| > BY? 
2nh (ln) 
oer IGS 
HARE) EZRA n RANA 
(4. 3.47) I,;¢/(3K). 
HE (4.3.43), 《4.3,46) 和 (4.3.47) 代 入 (4.3.33), 我 们 证 明了 
(4. 3. 31). 证 毕 . 
从 定理 4. 3.1 我 们 有 下 述 直 接 推 论 . 
推论 4.3.1 设 :X.,a 关 1} 是 强 平 稳 p 混 合 序列 , 匹 Xi 一 0， 
EXi <o 04 = ESi-*oo0., 苦 下 述 条 件 之 一 被 满足 ， 
G)EXig( |X, D<, ARIE O<e<cl, 


max( BX? g |X, DAI X| = B))?*. 
tae] 


[iog n) 


exp | (2+0) >) Pp(2) 1 =OCgin'”)), 
j=1 


Gi) Mt HE e>0,a> 0, EX? Clog |X, paS- <c H, p(n) Sa; 
logs, 
= O7 = 


(in) ST HE O<P<l1,e>0,a>6 


EXtexp ZALE? calog X, =] <eo 


O(n)<a/ (log n)*, 

Civ) 对 基 ro>Q,€->0.a->90 | 
» | dai +e log | X1| 
EXjexp| Clog fog |X, |” | er 


eC) allog log 2)", 
Ww. 
$4.4 方差 无 穷 时 的 弱 收 化 


Bradjey 上 1988) 对 方差 无 穷 的 强 平 稳 p 混 合 序列 建立 了 中 心 
极限 定理 . 邵 户 满 (1993c) 在 同样 假设 下 证 明了 弱 收 敛 . 

定理 4.4.1 WX.) EOE o 混合 非 退 化 随机 变量 
序列 EX, =0. 假设 

Glia)? =EXHCX (Sar) 当心 co 时 是 缓 变 的 ， 

GDE 


(ili) Spee) < 


那么 存在 正 数列 {4 wel}. A, oo (noo ff 4g 
W, >W. 
其 中 OW.) = Spn An OSL. 
注 4.4.1 RREH aR a93) TERA T — AEA 
FLW gi Coo) 0o) EAE SE RB I E o> 0, 
对 充分 大 reg OER IE 


logs? [igr] 


e(x,€) — exp le Dy pt2) 3 ,208) = exp{ D7 0 *(2) >}. 
假设 定理 4.4.1 By Ae HE i) GDA 
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G4 goof Gir): =EX eg (XIX, SnD ERE H., 

Civ MRE OLEI Grela 2HE SOH Cagla), 

Cv) Sf 0 过 8 二 1, 当 rr 一 50 时 gl(z) 二 Olg (2r/x(d)) MK GCz) 
=O(G(x/r(8))). 
那么 我 从 也 有 定理 4.4.1 的 结论 成 立 . 

MM ARADO Gi Aa aA. Gv Al Ww) COR g = 
1 即 可 ). 如 所 周知 ,即使 在 有 有 限 2 TA I ER Cait) — AR 
认为 是 不 可 减弱 的 . 然而 下 述 例子 是 有 兴趣 的 : 设 和 有 密度 函数 
plax) =al t lr rE R KP at= ls A+lr dr. & 
g(x) =exp(log(1+ |2|), GE 0<a<1). 容易 看 出 当 xw 王 22 时 

Hx) ~ 2alog(1 十 |x|’)/3, 
Gx) ~ 2atlog(tl + ||) "g(r)/3a. 

4 p(n) <a/ (Slogn) ,容易 验 江 注 4.4. 1 中 条 件 都 被 满足 ,但 定理 
4. 4. 1 PHRF Gil) 不成立. 因此 在 某 些 无 穷 方差 的 特殊 情形 ,即使 
有 限 方 差 情 形 ,条 件 (iD 本 质 上 可 能 并 不 是 不 可 减 绎 的 ， 

为 证 明定 理 4.4,1, 我 们 引入 某 些 记号 . 设 M* 是正 整数 使 得 
(4.4.1) sup H lr) ft >i M". 
Xf nM" 定义 
(4. 4.2) t,-=sup{z>>0 t HOO/r ln). 


显然 当 nokt SPH ea oo. 通过 -一 平凡 的 讨论 ,对 nM" 有 


E=nH Ct). 
REG). AER 0ce 和 充分 大 nn 有 
{4. 4. 3) n! LELT. 


我 们 需要 关于 45} 的 一 些 性 质 . 
引 理 4. 4. 1 若 条 件 (iii) 被 满足 ,那么 对 任 给 Oal 
(4.4.4) taciti —>a nwo, 
证 (1.4.08 8F# 
(445) EH (tena) / (ting H Ct.) > l/a n-*co, 
我 们 来 证 存在 M> 0 使 得 


。 99 。 


(4. 4.6) lim sup taf tina} aM. 
事实 上 , 若 不 然 ,那么 存在 子 列 (m } BE AB lim £5, /tf 4,2 = 00. 那么 利用 
附录 A PRE oh RUE AS 我 们 得 
lime, H Chaat QF (Eis cites / tia I= CO, 
这 与 (4. 4.5) 了 矛盾 . 由 (4. 4.2) 和 (4. 4.6) 即 得 
ni na <0? tin EnH (Mton) / (na JH Ctra) + 
由 此 得 证 (4. 4. 4). 
引 理 4. 4.2 我 们 有 
limaP(|X, >t =0, 
lim (a/ H(tn) VME |X HUX, | >t.) =0. 
比 引 理 的 证 明 可 在 Bradley 《1988}) 中 找到 ,不 在 此 详 述 . 
定理 4. 4. 1 的 证 明 . ee 


He > 0, G C == Cep A 十 6) >} p(2)), 其 中 如 引 理 
r=0 
clog n] 
2.2.2 PX, EC = Cep +8) >) o(29). KSC male 
2.2.3 HEX. tn eM 定义 
(404.7) XP =X TCX, ENTIRE kL. 
记 


Sa =X per +X mol. 
HOC, AC. 的 定义 .我们 有 


(4. 4. 8) CmEX' CES CmEX. 

令 Am) = | S& || ,,A,=:A,(n). 注意 到 EX 二 ,容易 验证 
(4.4.9) ECX YH ta) n— oo. 

BLA FEE <C KC’ | loo ft 8 

(4.4.10) Ct nl SARK nH U): 


现在 我 们 分 两 步 叙 述 定 理 的 证 明 . 
g 
第 一 步 ”我 们 来 让 明 当 ww 一 oo 时 ,Sm /A 一 N(0,1)., 为 此 只 需 
WER RHE- :ER 有 


« {00 « 


€4.4. 11) lim Æ {exp GtS{" /A,)} =exp(—r*/2). 


由 于 t==0 TE ELD re Ee 40 时 上 式 成 立 . 固定 A 
0. 设 了 了 是正 整 数 ,将 在 后 面 确定 . 定义 正 整 数 pl L EA 


(4. 4.12) A > 一 
C.p* 
AME ~ 22°48 | 
《4. 4. 13) i (1—2 Y — expl r2) | <e/3. 
NSM’ EEBRKES 
(4. 4. 14) No Sep" = 2". 
(4. 4.15) EX" Y>O0 nN’, 
而 月 由 (4. 4.9) 对 每 -- WEN’ 
128p" č ; 
(4. 4.18) aa i TCX, | <td! 
, Wope V [e|*) A/a (|X, |< 
: C, A cy sar ces aie 
|X, I(|X)! fed 
(nE(X@ yy? e/ (3n). 


wN2SN 是 任意 男 定 的 整数 . 那么 为 证 (4. 4. 11) 只 需 证 明 
(4. 4.17) | Eexplit Ss An) ~exp€—£°/2) |e. 
回顾 (4. 4. 14) . 设 工 是 正 整 数 使 得 
po EN/ Zp". 
注意 到 Leh , 设 记 是 正 整 数 使 得 


(4. 4. 18) p2’<N<(p41)2". 
容易 看 出 
(4.4.19) p Spp. 


EKARREN 分 割 成 互 不 相交 的 连贯 的 数组 ,相继 的 数组 之 
HERR KARKEA GA) G). Ah 


iP: a 了 是 奇数 ， 
(4. 4. 20) CardG (7) =4 [27t], HER fT BR j， 
| j/2! 是 一 个 奇数 . 


下 面 我 们 仅 处 理 数组 G1) ,GC(2),…,G(27r! 一 1). 对 每 一 /=1， 
* 101 = 


…, 工 ,恰好 存在 2“ 个 整数 FE :1,2, 24 一 1) 使 j/2' 是 -一 奇 
数 . 所 以 
(4.4.21) Card{G(2) U Gia) U =- U G+! 一 2)} 


工 
242 [2 i). 
因此 由 (4. 4.18) 
(4. d. 22) N& 2» 十 we fo < 2 六 十 ST ot | 


[=] 


一 = Card GC) U G2) U e U G+ — 1)} 
了 
<N + Sergiy, 
i=] 
对 每 ~ j=l, 2, 2 '—] FA 
UCG) = Pe 


&C Gt) 
其 次 ,对 偶数 二 ,js HOS SS j,2**', EM 
Veado =U t O EUG +3 + +UG,-- 1. 
# LISIS 1, RAM 7/2" 为 奇数 的 整数 m RIJE mai H 
(2 + 2 E A Be, A th h C. 4.20) Bf fẹ CardG (X + j) = 
CardG (j). 昔 记 u=Card GU) UG (2) U e UCCD HHEH R 
G HiL u+G= {u +g: EG) 对 了 用 归纳 法 我 们 有 G(2 十 力 一 2 
十 C( 门 一 1.22 一 1 特别 地 : 若 我 们 记 
人 ==CCLUGC3)U…UG(C2 一 1) 


和 
C=C DUG +D U UG(2''-1), 
那么 
CG" = u + G,V. 2+) = = AD 
an REG 


VC0 2) = T 


EG 


FIHX El Fate A TRA EE: 
(4.4.23 对 每 -7 一 702) 利 也 (224 由 有 相同 分 
布 . 


* 102 + 


因此 通过 一 简单 计算 对 每 …!==1,…, 工 有 
(4. 4. 24) 201 一 [Z H] EV 0,2)? 
s£ EV (0,211)? 
<2 + or MEVO, 2)?. 
而 且 对 每 一 /==1,… ,上 有 
(4.4.25) | Eexp{itV(0.2't1)3 ~ (Eexp{isV (0, 2‘) })? | 
So [2 PD Elexp{#V(0,29} — 1? 
< op([2 DEEV (0, 20 
< EZ HD EC 2 C EUY. 
H A. 4.15) EE NEN URA. 4.8), HEH mel, 
下 (Sw 六 >>0. 我 们 将 一 直 记 住 这 一 结论 . 由 (4.4. 24) 和 归纳 法 ,有 


L 
2i el “pet TE 
é=1 


TA 
< EV (0,2 < 24] [1 — e Ez EU. 
i=) 
KERFERRE J 
(4.4.26) T= e2 Ym | | U, | <1 +e 2. 
H (4.4. 21) ATC 4. 4. 8) 
ECU C2) + Utd) 十 … + U2!!! — 2))* 


L 
LE ee Ea 
f=] 
M4. 4.22),UCI FU C2) +e +0 (24-1) — SY 至 多 是 


k _ ss 
[ > 2 个 不 间 的 Xi 的 和 ,因此 
i=] 
EWU) +U) + = + UGH — 1) — Sg)? 


工 


< Eil 2 pfe u BCX? 92, 


?=-:] 
由 此 利用 (4.4.8), 4. 4. 12) 和 (4.4. 197 有 
(4. 4.27) 02 7 = S92 
<= (UC) 十 区 (2) + e + U4 — 1) — SY ||, 
* 103° 


+ UC) + U4) + ee UC! — 2) |, 


F. 
< 2c} | gets) ive | x lz 
=] 


L 
0 A N Ga 


i=] 


< 2222 UA) | 2s72。 
现在 我 们 回 到 (4. 4-17). 由 (4. 4. 26) 和 (4. 4. 27) 我 们 有 


An 
(4. 4. 28) £ XU i 


| | V020] 
<| a EAN eo? ks 
SH- “SATU I; 
| Ae) i SH IL | 


2? 101) {2 

Vo, 22! ')-—S& I 
a £4 V02 ?一 5 | 
Szt BTC Ms 
Se, 


(4. 4. 28) 和 (4. 4. 27 SBCA. 4. 17) 等 价 于 
(4. 4. 29) D = |Eexpi#V(0.277')/(2*? || UC) | 29} 
—exp( —77/2)|<e. 
显然 地 l 
D Z EexpitV (0 2E O2 UGO | 29} 
— (Eexpiiti or CO) ||] UL) | ot) | 
+ (Bexptite/2°2U G/U) fb” 
—(1-- (1/242 £2")? | 
+ (Q172) 24 —exp(—#/2)! 
=t el 十 ez 十 ea， 
运用 (4.4.25) 和 初等 不 等 式 


(4. 4. 30) | roc [Te <È |y zls 
HR yst, yarzi tt Za 是 闭 单 位 圆 中 的 复数 ,对 任何 了 我 们 有 


| Eexp {iTV (0,24) p7 — (Eexp{iTV(0,20))* | 
- 104° . 


Lond pTO EU 
因此 由 归纳 法 
|Eexp{iTV (0,2!'')} — (Eexp(iTV(0,2)})*" | 
< 27°C, EU CL)? Soz uae DY 
BH T=2/(2"* |.U 1) | SHES) UCD 二 VC0,2) :我 们 有 


if. 
(4. 4. 31) EE 2 os [2!*!?]) <e/3 
对 充分 大 的 常数 了 了 成立. 


为 估计 er ERE F= (IXE? |= max |X? } k= Laer ep. 

A s= (VF EUG) .由 (4.4.8) 和 (4. 4. 18) ， 

RCR 
现在 我 们 需要 下 --- 事 实 : 对 竺 何 实数 zx 和， 

1 一 | 一 rs4r 十 8Cz 六 | 工 |3). 
利用 这 个 事实 和 (4. 4. 19) (4.4.16) 和 (4.4. 18) 我 们 有 
EL |U) |? ASCCL)|) 
< SY EIR |spXi” |? A |spX?” |3) 


上 = 1 
<= pE, |s X |? A >, Sa ES 
< p'l4s(EX IX, | <ty))? 
+ BEKPIKI | Send) A Cis 1X PIC |X| S tw dd}} 


< Op onea ERC (Ke) Sa 
p ge] 2EXHOXI sty) y 2768) OX S tw) | 
CNECA } 2 Cy Ne (EC yè 372 
128p * "fF 


SONER a ee: 


p 4002 V D pi RUCK S tw) 
CAG? Ol NE(XIPY 


3 <i te 
jes | IC |X, | So | < /(3N) <= &(3 7 27). 
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因此 注意 到 (4. 4. 30) 我 们 得 
(4.4.32) è <2! | Bexp Gist (1))— 1-5 8BUG)| 


<2 EC sl? (1)? A JUC) Se /3. 
其 中 我 们 利用 了 关于 特征 函数 的 不 等 式 ( 见 Bradley 1988 p. 331). 
对 于 es, 册 (4. 4.13) 并 注意 到 LEL ,显然 有 
(4. 4. 33) e'<e/3. 
JAG. 4.31), (4. 4. 320 AIGA. 4. 33) BNR C4. 4. 29). 这 就 证 明了 中 心 
极限 定 限 成 立 . 
第 二 步 ” 现 在 我 们 来 证 明 
(4. 4. 34) W.—W noo, 
由 引 理 4.4.2 和 (4- 4.10) ,对 任 给 > 我 们 有 
lim P{ sup |S: ej SE | >A, } = 0. 


因此 为 证 定理 只 需 证 明 

(4. 4. 35) Wi>W nro0, 

其 中 WW: =S A,n 由 定理 4.0.4, 只 和 需 证 明 对 任 一 0<<e<1l 有 
(4. 4. 36) AZCLnt)) / Ale noo, 


(4. 4. 37) [Wi (2) snel} 
Bay, BS Ey 0 存在 常数 A> 使 对 一 切 充 分 大 x 
(4. 4. 38) Pimax | Si? {AA} <e/a?. 
我 们 先 来 证 明 当 ma 一 2 时 关于 nM -RA 
(4. 4. 39) Ait, mt])/Az(m)-—¢. 
由 它 即 得 (4.4. 36) 成 立 . 先 考察 :二 1/p 的 情形 ,其 中 pe 是 一 整 
数 . 设 g=Lm/p]. 


J=? 


注意 到 
Alm) = pAi(q) + SEY, + EY}. 


iy 
* 106 = 


对 Aj 和 整数 2S 1, Minkowski RBA 
EYY; <2 EY; 2 |] SP? le +e) WY ie PY; le. 
因此 由 (4. 4.8) 对 每 一 充分 大 mm 有 
(4.4.40) |AiGm)/AR(g)—p| 
(p+ 1)? SP /A Cg + Ck) + || Y, | i/A2 Cg)) 
<Cpt1)? (CR + p? Ym + pkey). 
We RC p+ 1)? oth) <e/2. 那么 对 充分 大 mM ne M 一致 地 成 并 
| Atm) AC m/p D — p| <e. 
所 以 当 zco 时 关于 naM BAA 
(4.4.41) AiGm)/ARLm/ pl)—p. 
Dt 是 有 理 数 , 即 :二 g/p, ps BEM gp, BAK 
(4. 4.41) 当 moot EF nM *— ROMA 
(4.4.42) Ai(Lmg/ p |) Am) 


Ang pl) A On) heey 
~ Ai(ma) Amm) V PTH 


E t RREK., RE 00a RABE 5, 使 得 
es 4<t 一 站 <<E72， 
H Minkowski 不 等 式 
(4.4.43) [A [mt D — A, (Le, ]) [A.C Lot ]— [Lm]). 
设 p=[m/( Cmt] [imt D]. 那么 对 m>20/e 


ae m Cmi mt, + 1)— ls psim’ Gnt—mt,—1)<5e7’. 


RWM F 4.40) 的 证 明 ,有 
Cp — Cp + 1)%p(k)) AR Limit] — On ]) 
<= Alim) + (p + I) A [mt] — [mt ])A2 (2) 
+- (p+ IECX™ )2， 
F k ER pth) <e/24. 那么 当 mx 充分 大 时 
(4,4. 44) A lmit ]— :mt D/A m) 
Sp OID ARD HEX YA Cm) ) 
<13e. 
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把 (4.4.44) 与 (4.4.43) 和 (2.4.427 相 结合 就 得 (4.4. 39). 因此 
(4.4.36) 被 证 明了 . 
现在 转向 (4.4. 37). 在 第 一 步 中 已 证 对 任何 0<:<1 
a a wi 2-00, 
从 {4.4.8) 和 (4. 4. ORMA 
ECs. — Sm ARR 


“nt | 
= AraVar{ 2 KA ton :< | Xi | = f,) | 


S CTEK un < Kh <4, /ECKU COX S tiw) 
= CC; (HG) — HeD Ua) 

— 0 sade Salt 

即 得 
A Ut D Ate: > 1 pian 

所 以 当 noot Suh /As [aN (051 ). 由 关于 一 致 可 积 性 的 熟 
知 结果 (如 参见 Billingsley1968 定理 5.4) (SEA Ea D) 是 一 致 
可 积 的 ,上 且 由 (4. 4.36){CSI/A,)?,n 守 1} 也 是 一 致 可 各 的 . 


[ioga] 


最 后 我 们 证 明 (4.4. 38). HZ = exp | 02) :定义 


XP = XIXA S t/h) = EXIQX:| S is 
XP = RT CIXI A) — EX I,i, << |X) S ta), 


Sin 一 D XP, S = > xe. 


(4. 4. 45) Pi max | Si”? | = 6AA, } 


<P{ max | Si? | 222A, } +P {max LSP | =25AA, } 


ns 
注意 到 对 任何 整数 天 >>0 
ilog a} fiog a] 
D PKL) SK H p2 D>) pay”. 
7=1 cml 
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因此 , 当 一 20 (Cn + co JT 


Llog aj [Jog a] 


2, M2) = of 2 Pra}. 
t=1 


?一 1 
所 以 ,从 引 理 2. 2. 5,(4.4. 2) 和 性质 A4, 即 得 
E|S@ | CIE CECX E704 十 kexp{C 
[logt] 
. o2) {Xi |" 
= [logt] 
< Cl HG,/L))4 + hexp{C 5) (2) e/a H G/n) | 
f= 1 
S ef (RH) EE! 十 ka A, lahe 
利用 引 理 4. 1. 2 我 们 有 
E max | Sa? [8 = ef iG) h} dogn)”. 
不 失 一 般 性 我 们 假设 (2) 1 Glog). AECA. 4. 10) 我 们 得 
《4. 4. 46) E max | Sip? se (Ct, P KAR, 
由 此 存在 4>1 ERT RPE K n 有 
(4.4.47) py mesa. 
现在 来 估计 po. 设 
站 [w/t dere = Laffer = ri tras 
d= [ín -- 7) /r].d, = [n/r], 


ræs] 
y 了 
= > er eS aes 
了 一 rr- | 
C2] Lie 
\ indo e 
Zi= Zj X53 it = Osler dor 
fotet+ rit 1 


f= Sy, 和 T,(2) = S17,, 
j=j 


j=t. 


Yee $ OXU LIXIK) 


— EIX; Tt /ls < |X;{ 安居 )) 
i= O41, dh 


容易 看 出 
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《4. 4. 48) P{max | Si? | = SAA, } 
SP ma TADI > ie Na, IT: (2)| 之 244.) 


N ? ] 
二 下 | ma max Se XY? -ir > J24.) 
-2 PE max |S (>74) 
=>: i É i; = i,t i. 
由 《4.4. DAG. 4.10), FER AO 使 得 
rE LX, | Ete fb < |X ty) 
Arlt TIC) SAGA. 
因此 对 A> 8A, 
(4. 4. 49) <P max | | 之 地 44.). 
月 由 引 理 2. 2. 2 和 (4.4. ey ee 有 
(4.4. 50) << 21,P | ze Nile |X, | ee 


- EXI, < |X St,)) > LAA} 


sz cl, (AA) tr EERIE A, < |X; | St.) 
sÍ e(l AA E ne 
< AT < e/a’. 
为 估计 T R 
G= BG =X LiL nrn + Rr), 


U0) OU) = SEQ Ge 了 


j=] 
T" (= 7,01) — U). 
显然 
(4.4.51) 7, SPH. max TOG) | AAA, I+Pin max oe) | i 
EPID, 
注意 到 { 人 ”DC 一 0,1,… 0, } RAW HKFRYRARS 
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式 , 我 们 有 
(4. 4. 52) I? <aCaa,) ET’ (d IQT Cda) |e AA,). 
下 面 我 们 来 证 对 每 一 i, 和 ,由 对 名 运用 归纳 法 有 

(4.4.53) EU?(R)EC Rrip(r) log (QR EXT Ct, /ba< |X| Ste). 
E k=l M IRS HEX 

EUD = EY EY n (GDS Yi ll a | EY 1G) |e. 
这 样 由 (4.4.8) 的 一 个 变形 ,(4.4. DX RS 1 成 立 . E ka Ri 
(4. 4. 53) 对 每 一 小 于 外 的 整数 成 立 . 令 到 二 [k/2] ke kk. 那么 
由 归纳 假设 
EU? (k) = EU? (k) + BUR: (ka) + 2EU, CRU ta o) 


| Sre If 


er) 


< EU? CR) + EUR, Ro + 2002) || UCR Ns 


< Ci (ilog? (2k) + &log’(2k,) + 24!) iog (2k, 9} 
or (rr, VEX Ce, A, < |X, | St.) 
K Chr 0(r;,)* log? (22 EX I G, < |X| Sty) 
这 就 证 明了 《4.4. 53). 从 它 和 引 理 4. 1. 2, 我 们 有 
E mU SD E 3C Adriplr,) logt (2d H Cen) 


=<. cAZp(r,)*log'¢22,) 


ES n] 
< cAra >) zya), 


i=] 
其 中 l 
Clog a] [log 7, 
2 OC < SI oc 2’? + olr)” log (n/r,) 


= 1 
Clog ral flog a 


Er 9 3 PLŽ) 十 2plra > LCD ie 


i=l 


由 此 即 得 


[log «~ 


2 e(2')?® = OCT no, 


所 以 我 们 得 
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(4.4.54) E max U £W<cAzo(r,)*4. 


Laie: 
且 进 一 步 对 充分 大 的 
(4.4. 55) I? <e/2?. 
对 天: 类 似 于 (4. 4.52) 和 (4. 4. 55) ,对 充分 大 :我 们 得 
(4. 4. 56) I, Se/¥ HALQA, ETS (2) 
Se/R HAC AA) dar EX /i |X) Kt) 
KEA t AC AA, Onl H(t,) 
Ke/X HAT tS 2e/d. 
现在 我 们 回 到 对 五 ”的 估计 . 
ET (d VIT (d,) | = AA) 


< 4ET3 (DI| (Ta (D > FAA, ,+ MEU, 


2 
A` 7? 
s/t AD 名】 + EUd,)| 


t= Gar 


dy 


< 36| Esg) 7| 1S | A 


Ay 
12} 


< 144 ESPI Se Da 


N thm vy A,’ 
(sep yr] |S | pa | 


+ ET} (2) + EUi(d,) + Ef ST XY) T 


=d,” 
由 (4. 4. 10C A. 54) C4. 4. SAY — PBB RADA nE 
AF !{ ET3,(2) + BUi(d,) + El 2 XP )*] 
etn ldor; + pr) Sed! + ela’*)*") < e/2 000. 
Ril A (S20? Al Se 1 A BA BPE, RIRE G — nS AE 
分 大 4X4 有 
As *ECS PIC | SE? | Ad,/12) <e/2 000. 
the ah, H C4. 4. 46) 
AD ESA? EEC | Sar | 22 AA, D KAAT ALPE SIO [Oca 
因此 我 们 得 存在 常数 入 使 对 任何 ADA, MEDR n 
(4. 4. 57) TY <e/2. 
从 (4.4.55) 和 (4.4.57) 即 得 
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(4. 4. 58) 20) R. 
类 似 于 (4. 4.58) 的 证 明 , 对 充分 大 的 4 和 我 们 也 有 
(4.4.59) Laer. 
JA (4.4.45), (4.4.47), (4.4.48), C4. 4.50), (4.4.56), 
(4. 4.58), 《4. 4. 59E IE (4. 4. 383 Bae. 定理 4.4.1 证 毕 ， 
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第 五 章 REFIRA 


9 混合 序列 的 中 心 极限 定理 是 关于 相依 随机 变量 的 较 早 结果 
之 … Ibragimov( 1959) 24th T FRR RE. 

命题 5.0.1 ii X,.n 21} 是 强 平稳 8 混合 序列 ,EX, = 0, 
EA? w, #5 < 00 ABZ 


n=l 
a? = EX} + 2), EXX, 
7 一 3 


ae. By o> ON. AA S/o v REAR N0,1). 

命题 5.0.2 WX. 21) RF ER CIR GF, EX, =0, 
EX, lt <ootf # 6>0 H of = ES?->00, BZ S/o, 依 分 布 收敛 
FNC). 

此 后 ,对 pe AP YP Oa ER EE Se IF SES 
所 讨论 . Ibragimov-Linnik 和 Iosifescu 提出 了 下 述 猪 测 ; 

J 8!) 1(Ibragimov-Linnik 1971). BEL X,.2221) ek EE p 
混合 序列 ,EX, 一 0,EXi<<o3. E o> o0(n> co) MA PORE 

猜测 2(losifescu 1977). {Xanim E. RA W, Bice 
FW, RPW, U) = S/o,. , 

H 70 年代 以 来 ,围绕 这 两 猜测 得 到 了 许多 有 意义 的 结果 . 
FHerrndorf(1983b) 指 出 存 存 一 强 平 稳 8 混合 序列 ,办 一 cc "lim inf 
ai ja 一 0, 使 猜测 2 ACA SE. Peligrad (1985) 证 明 ,在 附设 lim inf 


om (nO 下 ,这 两 个 猜测 成 立 . 这 样 , 我 们 本 把 上 述 猜 测 的 研究 归 
结 为 部 分 和 方差 的 讨论 . 在 这 两 篇 论文 中 ,他 们 也 给 出 了 当 2 阶 甜 
有 限时 8 温 台 序 列 中 心 极限 定理 和 弱 收 合 成立 的 充分 条 件 . 我 们 
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将 在 3 5.1 中 介绍 . 
在 8$5.2 中 ,我 们 将 介绍 上 两 猜测 和 Peligrad(1990) 提 出 的 更 
一 般 的 猜测 ， 


$5.1 2 阶 下 有 限时 的 弱 不 变 原 理 


Al p(n <2¢ Cn) ,所 以 当 以 DPE < co 代替 D ea) 
a=t a=] 


< ce 时 ,我 们 有 定理 4.1.1 同样 的 结论 . 

Herrndorf (1988) HT RERE LOZI ,证 明 着 

EH 5.1.1 {X nl) Æ p REATI] EX, =0, EX0, 
是 满足 

G) 二 玉 S: 一 n(n) .其 中 有 (rn) 是 缓 变 的 ， 

(ii) 对 任 给 e>0, lim P {max | X;|2e0,}=0, 

Git) ISGP m0 nl) RATA, 
HE Z, 

W,>W. 

WE FRE eH 4.0.4 的 条 件 . 由 9? 混合 的 定义 

(||P — | [P(E 
其 中 E: 一 二) W, SJE B} I= rr 定义 于 定理 4. 0. 4 
中 ,$= 二 min is, 2.) > 91. AU WW, nel} RA ehh Vee. 其 
KR At GA Gil) Al AAE — tS 0. (WiO nS a 
性 . ERARO H EW, a) =0 H. EU 一 cc) .为 证 明 胎 
紧 性 ,我 们 需要 下 述 引 理 . 

引 理 5.1.1 设 {X,,n 之 1} 是 pg 混合 序列 . CEA ERR g M 
a>0mZDosr2zo 十 1 我 们 有 
(5.1.1) (1—@{qg)— max Dl (Seir Smil >a}) 

P| max [Sny — Sm |> 3a} 


< rø [nð] 一 0 n+ o, 


* LAG 


SP Sni Sm | a} PAC 1) max Xml at. 
WE 记 A= i ]|Xa > 3a}, 
A;= i|S,4; — Sai > 3¢,|S,4; —S,| S 3a- Rij—1)} 
SÍS 
B;= i Sme 一 Sr 和 ae te pera 
B=, r—qt1i<sjer C= (So 一 So| >a}. 
显然 
UAB, CCU tg — 1) max |Xmr | > ah. 
AE 
(5.1.2) P(C) + P(g — 1) max|Xquj| > a; 


SPUAB) 
J 一 】 


PC4 RN) 


gel 


L&S 


>| min PB oq) } > PA). 
j=l 
注意 到 
SP(4h， ) 一 ps max |S, gases 3a}, 


f+ rat 


min P¢€B,) + maxP{|Sai.— < Sal >a} l 


ES E 


FEE RA C5. 1. 2) 就 得 证 (5 1.1). 证 毕 . 
为 证 明 {1W SEAR RAY. RE AH 


(5.1.3) lim = max lim supP { sup |W.Cs) 


并 人 onks rt biski 8 
W, Ce) >e! =0. 
选 正 整数 g 充分 大 使 OC Q)< 1. IERA e> Al eo, Barf ii) KR 


们 有 
sup sup P Sal | => €0,/3} 


mb Ts 了 


<< Qe: sup. ES% (7) /9 sup 35/0 
Iajn? 
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wW 


= C(e) sup or7 mr、 
iSi 
SAG) AER A4 BN AR 
lim lim sup sup oj /a,= 0. 
aya n Iajn 
所 以 存在 Oo = p e0 使 对 任何 OLAS Ce) 


(5.1.4) lim sup sup Sup Pi [Sn C7) I> fea} <C) 


<50 —ylg)). 
应 用 引 理 5. 1. 1 F m= nbd ].r=[n(k+1)d]—[nkd], 3a=e0,, M 
(5. 1.4) 对 任 给 oces, B 1/8EN,OSAX1/6. RNB 
(5.1.5) 了 
2 ne AO SAE DB 
slim supP (IW.((R+ 19d) —W,, (hd) | >€/3} 


+ lim supP | 《过 一 1 ) max [总 [> 可 ea | 
一 3 ith. 
对 固定 的 g, 从 (Gi) 即 得 7 一 0. RAW A 
Liman 198] [mJ 0, = 07. 


这 样 我 们 有 
Ls lim sup? { (Sine: nl 一 Sinza] | > El nest18]-- ata] / 4 vo } 


<=. 165 © sup ES DE (Sm n) | D ea (4 Y Ò Y/O 


~ 


m0., 


ESG- 1 5) 和 和 条件) 相 结 合 得 证 (5.1. 3) 成 立 . 定理 5.1.1 证 
HE, . 

推论 5.1- 1 WX. Zl PRAHA, EX, S0, EX <. 
Bee 5.1. 1 的 条 件 (D 和 (ii 及 

Civ) sup {ES (m jom 0 并 ce 
BORE. AX, ml IRA TORR eH ,那么 WW. 

证 从 忠心 极限 定理 和 (0 , 即 得 对 每 - 0, Swan 依 分 布 
KAF WO). 现在 设 0<s< 是 给 定 的 . 我 们 来 证 
(5.1.6) T E E ET noo, 
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PIR CS pa / Ges Sialan) o 2221) te ARE AY CL Billingsley 1968, 41 
页 ). 因此 ,从 Helly 定理 即 得 存在 R* 上 的 概率 测度 Q@ 和子 列 {ns} 
使 得 
CS /on S i/o >Q koo, 
Wat RR, i=. 2 RIB. BA 
(Sifo,, ( Seat] Stayt} Jon) a Ti NANA) keco, 
R p= pln) © {0,15+ ,Lns]} 使 得 当 n 一 oo 时 pln) H p,/o,—> 
0, 我 们 有 
( ESB pin (AY)? a, Spare, sup( EX; ))"—0 AO, 
由 此 即 得 
| Sh ye Fm, [So — Si) fax) 一 人 
对 任何 Boret $ A,BCR, 4 Qm, a =m) I (ACA B)) =0 时 ,由 
混合 性 条 件 我 们 得 
| 和 (rr — 7) KA X B) — Qr (AQ, — m) 1B) | 
= lim | P | Staa- AS 一 Je E B} 
— P {Sinon Ia, E APIS aei — Si), E BY | 
= 0, 
因此 m, Al ra 是 入 独立 的 .由 于 Q == N (0,5) fl Qr’ = 
N (0,4) BIF Qmm) 一 和 (0 一 9). 这 就 证 明了 (5. 1.6). 
余下 的 证 明 仅 需 验证 (5. 1. 3). ACS. 1. 6) 即 得 
(5.1.7) lim supP { iW, ((k+-1)8) —W, (kd) | Se /3} 
SN ODi : |.c|se/3}. 
进一步 
NO, òir: |x] > > /3} 


a i | exp| 一 =H dx 
他 2x0 |z Iez 26; 
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<3 J — 0 | o> 0. 
现在 从 (5.1.5) 和 (5.1.7) 即 可 推出 (5.1.3). 这 就 完成 了 推论 
5.1.1 的 证 明 . 

注 5.1.1 定理 5.1.1 的 条 件 () 各 (i) 对 弱 不 变 原 理 也 是 必 
假设 W., SRF W. Xt o> Oo RMR f.id We) = sup 
ADIO) | § OS yl, jer yl s 对 任 给 oO, RSS 
EDO ijwi Se} HF RTP. A 

lim sup Piw W, 0) SehSiPiww.dyee}>0 Jd. 
由 于 对 每 -- 390 

lim supP { max |X, | ea, } Slim supP len(W,, 8) cee}. 
这 就 证 明了 (iD 成立， 

为 涝 明了 人 0 的 必 双 性 ,我 们 来 证 0) : = max (l,o) t t> 
0, 是 缓 守 的 .由 于 一 o0(n 一 00), 对 充分 大 的 tha) Sof /t. 4 
EL[0,1j 时 ,我 们 有 

Sa Jago (4,1) i Jo NO st) noo, 
所 以 对 每 - - :E [9,1] 我 们 得 
{5. 1. 8) Cia /tt n>oo. 


其 次 , GDA AH X,/o,->0. 因此 5,/o, 和 S/o 1 都 弱 收 敛 于 NC0， 
1) A o,/o,,, >1. 由 此 推 得 对 +E[0,1] 


5. 1. 9) df Thin >t soo, 
从 55. 1-8) 和 (5. 1. 9) 我 们 得 对 每 一 E [0,1 JlimAtts)/h(s) =1. 办 
H hA ERT RR. 


对 强 平 稳 情 形 直 接 林 写 出 下 述 推论 . 
推论 5.1.2 B(X n> EEFE GIRS FI. EX, =0, 

EXi<ooH oo, w 
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Y= E Sit DX). 
那么 下 述 断 言 是 等 价 的 : 

aW, >W, 

(b)Y,=>W , 

Co) (X. IRA POIRIR ce BE H Ci) E 

(DISE nael ETRA E GDE E. 

证 RR., wA GOES HH HA a A o). 从 Billingsley 
《1968) 的 定理 5. 4 BORA Sd). 最 后 从 定理 5.1.1 Md Fa 
含 着 (a). 

Peligrad (1985) 减 弱 了 Herrndorf(1983) 的 条 件 并 给 出 了 下 述 
定理 . 

定理 5.1.2 iX, n21) CRAP, EX, =0, EX) <00, 
假设 条 件 Q),(iv) 和 Lindeberg 条 件 

tv) 对 任 给 e>0 
lim 4 37 EX?1(X? > ef) = 0 


a4 
n j=l 


mme 


被 满足 . 那么 W,>W., 
$512 #F =lim Am LI ,那么 (GD) 等 价 于 对 任 给 e>0 


(5. 1.10) 21 Pi |X, |>>ea,} 0; 
日 Lindeberg # fv) + 
S-11 E max X?/on-*0. 


事实 上 ,显然 地 (5. 1. 10) 董 含 着 (i) , 另 一 方面 ,由 (ii) 我 们 可 选 n 
和 po {#4824 non, At 

(5. 1.12) Pi maxX; <eo, | — Xp.) 2a>0. 

所 以 对 每 一 rE Ona, 和 J=Oslet spol 我 们 有 


P! maxX? = ras! 
Tagen 


> P(X? > xo, max X < rot) 
f 


gb setae 


十 P{Xp hy rer. Max rf < ro) 


2h, tjaa 
eas a PiXie, ‘Pats 之 Tan } 
之 = P(X +9 2 tn} (P{ maxX; < ra }— gpo)) 


osiin Apo] 


Sa >) P{Xa ZI}. 


UIE OH Pipe! 
IX RR TE 
(5.1.13) DPG a <Ê Pimax Xi >ot). 
因此 从 GD 可 得 (5 i, 1O 事实 上 内 下 式 可 知 (v) 殖 含 着 (5.1. 11 )， 
对 任 给 > 0 有 
五 max X7/oqe+ E max XİT |X, |? >> ea?) /ea. 

注意 到 在 (5.1. 11) 下 (5.1 12) 且 进一步 45.1.13) 成 立 , 因此 ,从 下 
Fl PAW Asta M5. 1. DAMA a) Rt EE BY HL 
BX 
(5.1.14) EXICX >b) = bP(X >b) + [ex > pdz. 

5.1.3 Utev(1990) 指 出 对 pg 汇合 序列 {X,) -Lindeberg 杀 
{FE Cw) Ba & A P AR PL EE. HE —- 4 Grin (1991) 4 WH RIF fa 9 
APR EX) pO) <1, EIN AL) EG BOS, ALN 


(0,1), 其 中 B, =sup{z 20: Var( 3 XIX; Sz) Se} 4 AK 


当 1B,} 是 具有 指数 为 172 的 正则 变化 函数 . 

定理 5. 1. 2 的 证 明 需 要 直列 引 理 . 首先 我 们 叙述 一 个 与 引 理 
2.2.7 类 似 的 引 理 . 

引 理 5.1.2 BY n> EMILE RFA. 记 了 ,一 > Y. 
若 对 某 b> Ope N Fl a0 有 
(5.1.15) Ap) + max PITT, |bao/2}&9<1, 
那么 对 每 一 ala, 和 am> 户 下 述 关 系 式 成 立 ， 


+ 121 由 


(5.1.16) P: max |T| > +a S TA | >a) + 


+ gpg > 


SoD 
和 
(51.17) PHT [> +26)a} <7 Pd IT. | >a} 
+7Ž-;P Í max |Y, ta), 
为 简单 计 , 记 
E,X =EX1(X>a). 

引 理 $5. 1.3 设 随 机 变量 序列 !{Y7,, nel) WEG. 1-15). 那么 
对 每 一 4 关中 我 们 有 

Eara aS U + 26)? i ki geal 


4 [220+ 2b) \* 1 
证 由 (5.1.147 和 变 基 代 换 我 们 得 
Eataa i= A + 2Y APIT > U1 十 26)*A} 


E aora? max Y?. 
lism 


+ae 25| PAT > (1 + 26)? y}dy. 
应 用 (5. 1. 17) 并 肯 次 由 (5. 1. 14) 就 得 引 理 成 立 ， 
引 理 5.1.4 iX enl) 是 中 心 化 序列 ,mw <1/4 E 
[max EX? an> AR ABZ 
(max E(S,— S) / +021} 
也 是 有 界 的 . 
证 BR pH 人 加 过 174. 我 们 有 
(5.1.18) maxE(S,~S,) < max E(S,—S, +p’ max EX:. 
对 每 一 i<n 一 pp 我 们 又 有 
| | Sy | 2 | Si 十 SmS | 2|\=p cence | X; i 2° 
由 引 理 1.2. 8, 我 们 有 
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| S+S — S, p || =i — 2? (Cp)? Co? + ES, Sipe)”. 
所 以 对 每 <n — p 
L PF (oa, +p T | X; | ads 

由 此 ,从 (5. 1. 18) 

max ECS, — S; Ai 

Jein 

K241 290p)) +p alapa) 

max EX? / e, 


icin 
引 理 得 证 . 

引 理 5.1.5 BRiX rn Sl RPO FA. gp <1/4. 那么 
{maxS?/on n>) Fe — BOW RAS 4 AA A { maxX! /on m1) Fe 
致 可 积 的 . 

证 首先 ,因为 对 任 给 x>0 
(5.1.19) P( max |X; | > 229,1<P{max |S;|>z0,}. 

由 关系 式 (5. 1. 14) 得 证 条 件 必 要 ， 

AERE 9 BLA max K/a sn 之 ] } 是 -- 致 可 积 的 .由 Cheby- 
shev 不 等 式 并 由 引 理 5. 1. 4 对 任 给 各 >0 
(5.1.20) lim sup maxP | (S, —S,)*> (6/2) as} 一 0 


pe 
ESIET] 


由 g 过 1/4 和 (5.1. 20) ,我 们 可 找到 某 常 数 >>0,7<172,pE 站 
和 aE REA 

(5. 1.21) (1+ 26)794/(1-—p<1 

RAZ — nl 

《5.1. 22) Apr + max Pj CS,—S,)? => (6/2)aiet }<y. 

从 引 理 5. 1. 3,(5. 1. 21) ACS. 1. 22) 即 得 对 每 一 4>ai Al nl 有 


iy: KA 
Earail |< (1+ 26)? 1 1 EA A 
i 2p(l + 26)\* 1 X? 
aa | pb TE "ae Lene a | á 


在 此 关系 式 中 对 n 取 上 确 界 ,并 注意 到 sup Ex(S?/eDRF ABR 
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H H fmaxX?/on nl 是 -一致 可 积 的 ,我们 得 


ai lim nsupEa| of . 


lim supE,{ Š | s| <1 +28) 5 = 


因此 ,并 由 《5.1. 21), (5. 1.22) 得 证 {52/gi,n 实 1} 是 一 致 可 积 的 . 
由 (5.1. 16) 和 (5. 1. 14) 得 让 {max5S?/or,n 之 1) 是 一 致 可 积 的 ， 

定理 5. 1. 2 的 证 明 . 

从 定理 5.1.1 的 证 明知 , {W,.n 沁 1} 是 浙 近 独立 的 。 由 注 
5.1.2 知 在 Lindeberg 条 件 Cv) F {max X: os n>] } 是 一 致 可 积 
j. HH E MA i) Al z| Yel 5, 对 每 一 iy; (Wi (t) n=l } 是 - - 致 可 积 
的 . 其 次 ,再 由 ( 知 对 每 一 1+EW, (1) 一 0 目 EWG) tr 00), 

EW, nce) 是 胎 紧 的 ;从 Billingsley (1968) 定 理 8.3 的 证 
时 .只 需 证 明 


êJ- 
C5- 1 233) lim lim Sup > Pi max m Ws) WB) >e} 

=, 
Rf RE— 0 入 1 各 1/8 一 ] 记 

ey ee ae inn | Ve 
f= fm,a): = aR LP | 2; X! > 2a S, 
由 Chebyshev 不 等 式 我 们 有 
4 Lins 
ee [Fi L m m max E ( 2 x, | “ie. 

G), Civ ARZA Pa PE E AL 附录 ) 我 们 有 
Ch. 1. 24) lim lim Sup, ax f= =O. 


选取 p 和 5 使 得 
AMOH OPAAL: 
并 选 Oy AD n, EXP LETT O< 8, Al ncm 有 
(5.1.25) p+ max f= 7 (nd,a) $ = <1. 
从 (5.1. 25) 和 引 理 5.1.3, 对 每 一 ON 1/d—-1 我 们 得 
0 


mjn 


sa ] 24 。 


l 2 
SA2 tg | Bearer 


On 


sie ( 22 地 | 1 a Ean 22). 


HO JE ALT 1 5 


注意 到 条 件 人 和 tiv) ,对 国定 的 OO 我 们 有 


[jeji ee x A 、 
lim sup 之 ， Ef > Xi} so, =O (Tima sup >) ofm /an) =O 0). 
aneco j] 


mr 1 E Te 


id 
E7787— a 
ila) = lim Sup lim | SUP Si E.l 5 和 Xi io. 
i=0 mer FH 二 2) 
从 《5.1. 26),(5. 1.24) 和 条件 (v) ,对 每 一 a>0 我 们 得 


GATS 


Lh eee 
pe Ae E m EY ie cae -1 
0 


Hoy ad za ers Sale — 9 p))<1,BBZ 
得 lim ia) 二 0. 因此 对 每 :一 4a 半 0,1(a)= 二 0, 由 此 即 得 对 任 一 e> 0 


Fij =] 


lim sup lim sup > P{ | 2 X,| > e,) = 0. 


ein nds. janle t+ 16 


现在 由 (5. 1.16), (FICS. 1. 24) BP 49 (5.1. 23). 定理 5. 1.2 TER. 

特别 地 ,由 定理 5. 1. 2 我 们 有 下 述 推 论 

推论 5.1.3 设 {X,,n 宇 ]) 是 平稳 p 混 合 序 列 ,EX, 一 0,EXI 
<ic0, 0% > 有 Lindeberg 条 件 v) 被 满足 . 那么 WwW, >W. 

推论 $5.1.4 设 {X,.n 之 1) 是 强 平稳 p RGIFI] EX =O, 
EX{<co,0, oo 且 对 任 给 E> 0 
(5. 1. 27) lm  EX{I(X{>e9,)=0, 
IA WwW, >W. 

作为 推论 5.1.4 的 特殊 情形 有 

推论 5.1.$ 设 1X,,n 守 1} 是 强 平稳 4 混合 序列 ,EX 二 0， 
EX? <o Hliminf Piin >00. 那么 W, >W. 

X 5.1.4 Peligrad(1985) 指 出 :在 某 些 情形 中 ,Lindeberg 条 
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件 (v} 也 是 必要 的 . AX nel) eB PH. EW Hw. 
吕 有 1) 过 1. ABA Lindeberg 条 件 被 满足 . 
事实 上 ,由 注 5.1.1 RWG =h., EA hE R LB 
数 , 因 此 
| max ECS, — S)? /o} m1 | 
AR. BOTTE to 0 (RR nl 
1) + max? | S.—5;|>t,e,3}<0C0<01. 
那么 从 引 理 2. 2.7 的 证 明 , 对 任 给 的 2c? fe — nC NO RING 
(5.1.28) P{ maxS; > 4rot p< <E P {Siro i: 
Aim. mW UAA AEA a E (SS /oh, ne} as RE. 
由 此 及 (5.1. 28) AICS. 1. 14) AY A { maxS?/o; n=l) } 是 一 致 可 积 的 ， 
从 注 5. 1.1, 对 任 给 es>0, 我 们 有 
lim P { max |X, | > eo, | = 0. 
H DEJA { maxX? /o, sn 1 AY BCR] BRE, R AT AS C5. 1.11). Wit 
5.1.2 BH WERT W,(v) 是 必要 的 . 


§ 5.2 Ibragimov-Linnik-losifescu 猜测 


在 推论 5.1.5 中 ,我 们 已 指出 在 假设 lim inf d/a >0 F 
Iosifescu 猜测 正确 .而 Herrndof (1983b}) 通 过 一 个 例子 指出 , 若 lim 
inf o7/n= 0, losifescu 猜测 不 成 立 . 

例 5.2.1 假设 ,n=1}) 是 强 平稳 9p 混 合 序 列 ,E7, = 0, Ef 


< oo, =E| Xa) 一 > ot slim inf r2/n = 0. #5 hs n=l} } 不 满足 


弱 不 变 原 理 ， 那么 我 们 就 到 X, = hon E N. BAR 17, ne] ) FER 
As 7 Vik BB. BR (a, 20> Fe — PB Oh I 4 AS BE EY, 
ES (7.) Shin Ae E 
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(5.2.1) Pla, = aT,,) = bni', REN, 
Pia, = 0} =1— Dani, 
k 


其 中 正 整 数 m <mn <m L HER Lee) s 1 和 aa 一 co 一 ce 使 
得 

(5. 2. 2) WT Di 0, 

《例如 从 二 /n>0, 我 们 可 选取 m EB a 之 2-*”! 且 nn 是 增加 
AS, a=k b= 2. 05. 2. DAIS. 2. DB SH Ecco, Pla, =0) 
21/2. 现在 令 


(5. 2. 3) X n = ha Oy ani. 
w S= >)X,.7T. = > n RNA 

7 一 1 J 三 1 
(5.2.4) 5, =7T.,+a,— a. 
BIR iX onl — PR ER CIR BIER. EX =0,EXi <H 
(5.2.5) a/c. 
Xt namel, RIIA 

Sm z i Tati La zi Te | Ca 十 mm 一 %n 

人 


众所周知 , 若 !7 PE A ER AL (Tae ~T n) mEn 
= 1) FE — BX AY FY. 这样, 从 (5. 2. 6), 05. 2. 5) 和 
(5. 2.7) Canim am) 0 lale lle an0, 
BEAR CS.) mn Sn) nm nel) EE BY PY A A E 
5S ANE Jin EO RAE Oe, S S 
a, (Sipas rnd +, CT eee ae Ah 
CW ia] p Win P AEN F War ’ 其 中 W.) = Siu] On. 现在 我 
们 来 证 明 W, KERRE OW Rt to OFF 
(5. 2. 8) Pimax |S. |>to,) 
= P {max | 4;-~ a) | 2tc,} — P {max |T; | 20,}, 

Isi=n lia 

(5. 2.9) P {max | a — a | = 2ta, } 
Ikisi 
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>t — expl aP { | 2, | 22 2¢e, } IP 


应 用 (5. 2.99, €5. 2. 5) a, 00, (5.2. DM bp oo, KITES 


lim sup/?{ max ja; — a, | = 2te,} 
nee. j iste 


= l L lim exp (— mb! n) = 1 
& Rowse 


EF i E EEEL RG. 2. 5) RT AYE > ofElim sup P 
{max (7; (ro S4 那么 从 (5.2.8) 和 (5.2,9) 推 出 ,对 每 一 : 
1 之 TS 


Sto AT 
: | : 1 
lim sup Pi max |S; | PAO) 


BDE iX, eed) AN ALB A EE 

进一步 ,Peligrad(1995) 指出 对 于 2 混合 序列 ,猜测 1 和 2 并 
ABA NETH Mae RAR 在 全 面 地 综合 有 关 工 作 后 ,她 提出 
“PRS eT SE ELE. 

猜测 3(Peligrad 1990). iX ,mn 六 11 是 强 平 稳 中 心 化 2 混 
合 序 列 , 满 足 : 当 + 一 2 时 
(5.2.10) HD SEXI XI<z) 是 缓 变 的 ， 

E KDL BBA W, BRAT W, Beep 
W) = Sini 2) D) OKL, 
b,=E|S_|. 

注 5.2.1 至 少 有 两 种 有 兴趣 的 情形 , 那 时 容易 验证 
(5.2.10). 第 -PE EX <x 情形 ,第 二 种 为 PC |x, | 六 x) 是 指数 
为 一 2 的 正则 变 科 函数 情形 , 即 
(5.2.11) Pilz >r) =1/ Cr hir), 
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其 中 当 okt hlr) RFH. 
事实 荆 , 我 们 可 改写 已 (jz xz) 一 站 (zy 二 由 分 部 积分 ,我 
们 有 


i | ae: jaia 


ey ee PhO dy. 
由 Karamata 表示 ( 见 附 表 4 的 定理 41), 我 们 可 选 =a Cae 
使 得 
lim sup sup A(y)/h(r)= 1, 
工 一 ca z] Eyar 
lim r/z (2) = oO, 
由 此 
[h Dydy > | hayy dy > Ar)log(zsi ’). 
所 以 
Hl = A+ 0029) Ady. 
对 任 给 A> OF TA 
bi 
| [ hody 
由 此 即 得 


1 


< 2dogk)h a = o| [hy)y dy), 


lim H (kr) /H (x) = 1. 
Peligrad( 1990) 在 杀 件 (5.2.11) 下 证 明了 猜测 了 成 立 , 这 就 
E PREM. ; 
定理 5.2.1 设 1X,,n 写 1} 蚌 中 心 化 强 平稳 8 混合 序列 ,满足 
(5. 2.1198 9x1)< 过 1. BRA 
W.>W. 
定理 5. 2.1 的 证 明 不 在 此 详 述 了 . 


* 129- 


第 六 章 ”混合 相依 随机 场 的 弱 收 敛 性 


随机 场 的 混合 相依 的 定义 有 两 大 类 ,其 一 是 由 经 典 情形 ,从 相 
依 随 机 变量 序列 到 相依 随机 场 的 一 种 和 目 然 的 拓 广 ,这 方面 已 被 
Bulinskii 和 Zurbenko(1981 ) ,Gorodetskii(1982，1984) , Bolthausen 
(1982), Nahapetian (1987), Bradley (1992), Doukhan 和 Guyon 
(1991) ,Gugon(1992) & Doukhan(1994) 等 所 讨论 , 另 一 种 是 出 现 
在 弱 相 依 随 机 场 的 集 指标 部 分 和 过 程 的 研究 中 ,这 方面 已 被 
Goldie 和 Greenwood (1985a,b), 陈 冬青 (1991) 及 陆 传 荣 (1995) 等 
所 研究 . 我 们 在 83 6.1 中 介绍 前 一 种 情形 ,在 $6.2 和 8 6.3 中 , 讨 
iia: -种 情形 . 


86.1 混合 相依 随机 场 的 中 心 极限 定理 
从 a 混合 序列 到 a 混 台 随机 场 的 自然 拓 广 已 被 许多 作者 所 讨 


随机 场 1X ETY dL AE a ROM E 

(6.1.1》 amlr)=sup! :P(AB)— PCA) P(B)|:A€ on BE oy, 
UVEZA U! <m, IV |Sn dU Vr} 0,r >00. 

其 中 dV) =intid(t.s):t€U s€V}d(t,8) = max |ti— s| sm, 
nE BY U leo} on=o(X,t€ A) Alig A 的 元 素 个 数 . 

对 a 维 立方 体 ,=[ 一 n,n 上 ] 的 某 些 子 集 A”, j=l nk je 
(6. 16:2) Sin,j) = a, Say a, = VarS,, 

SD Asal Cet oo, 
fer 


w [elfen fee) 


j=l 
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L,(e,8) = > | |S(a, 1: pdw) ,ed > 0. 


[Sin ia 
Nahapetian (1987) 证 明 着 下 述 结 论 ; 它 是 定理 3.2.1 的 一 个 
推广 . 
定理 6. 1.1 WX. te 是 强 平稳 a 混合 随机 场 ,EX, 二 0， 
EIX |? cok d>0. AME roO, 
G) ana OSS nrar) HP fon) BENAR, mE N U 


Coc}; 


cii) D rl) oo alr) =or Ot) r a 00, 
r=] 
那么 
= DEXoX, < oo 
FE 
H4 640 时 我 们 有 
d 
(6.1.3) Sy iOa > NO.1). 

定理 6. 1.1 的 证 明 需 要 苦于 引 理 . 显然 ,从 引 理 1. 2. 3 的 证 明 
本 写 出 下 述 引 理 . 

. 引 | 理 6. 1. 1 设 随机 变量 和 和 了 分 别 关 于 c 域 ou 和 oy 是 可 
WA. U| Em, |V| ined (U,V) cr, E| X| P Zo. E|Y | <, peg 
>l p 'tg'sS SP 那么 

|JEXY — EXEY <.c(E|X[*)*CR Y |*) alae (Cr). 
特别 地 , 若 IX pc, a. S. 1 IY | <C; a. 5. :我们 有 

JERY 一 EXEY | < cC,Coe,,,(7). 

引 理 6.1.2 iê, 是 随机 向 其 序列 ， 

i= ],°*+,n—l, [£E,|S1 1,050. 那么 


E Į é; 


Cae iE 1 6 一 H EE 


25 JEG-DE-D tlé 


i=j jmf- s=s4I 
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二 | 


fm 了 十 1 
证 显然 地 ,我 们 有 
(6.1.5) E I .一 ll Es,| < <>| I aay 
此 外 
Tl -EE TE 
SJE- VED) i sa Le | 
+leg—ée, IE Sy EASES er Te. 
一 递 推 过 程 ,我 们 得 
(6. 1.6) | Be, Il $, -ERE Ws 
gaint f=t+1 
< > Eene- dl E 


-E&- DEG- II S 
把 (6.1.6) 代 入 (6. 1. 5) 得 证 (5. 1.4). 
定理 6. 1. 1 的 证 明 . 
设 p= pin) g=q(n) BE BRIE: progr p=on) og 
=o(p) no, IL k= klan) == [2n/(pt+q], 
L)=L—natiptig.—ntG4+Dptig] i=0,l1, kei, 
iai EE eee 
h= URG Hb XI XX E 
MAKEHE NIREA phd HEA RR. 对 给 定 的 nie 
IX RR T d HEL IR AY G1 k BI 
r = UAm, 
7 一 1 
令 A= JAN A Bernstein 分 段 法 ,我 们 只 需 证 明 
1) a, “VarSa 0. 


+ 
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2) M.>0, E Vers in, DAHER e>0 


j=1 


了 (syG) 一 了 Dn oxo, 
BEL XM oot Sir ta) <oo, Ht BBG. 1. 18078 
r=1 


是 有 限 的 且 对 任 -- a EHI I, [| Coot, VarS;~ 0? |E]. 
所 以 我 们 有 or Varsa 一 0 且 当 noot} 
S Vars (a,j) = ko; Varsa 


Seo o B 
Cue O Fa AETA 


这 也 允许 我 们 仅 对 有 界 的 随机 场 给 出 2) 的 证 明 ( 见 Ibragimov 和 
Linnik1971 ,定理 18.5. 3 和 18. 5. 4 的 证 明 )， 
现在 我 们 证 明 M,—0. C6. 1. 5) ED 


(6.1.7) >> T aii ll ar) Feist Fr TI gtm | 


=a mo gt 
&-1 
<>) Ee - i -- Sj) + stn, j)* ) 上 age 
= m= Fij 


— ESP — | — #8(n,j) + ESC, j) JE II oe 


aks 


a | ES(n,j) I] geom 一 ES (n, DE TT Crt3(n sm 


TE ei g Ea 


J) Il ein ht E i Sn mt) | 


mipi 一 /十 1 
=:T, + ig -= ET, 
取 p=ot'*) RNA 


(6.1.8) TS 2 ElSCtn,7) | 


atk [Sa Ka | 
| G) p ES o 
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<elel*| 总 ;一 oowrrec. 
利用 不 等 式 (6. 1. 本 
(6.1.9) Tose, > > lex, 卫 g5 ™ ™— EXE Il otste) 


= sea? m= j3+1 


cert © > 


a" mazil 


EX, (gs a 245 TI e Sin) 


r= + ] 


aS tw#) 


— EX, Ecem —1) I 


r=m+1 
EEE IKC, |e" —1 | <ep*/a, a. s. ,应 用 引 理 6.1.1 十 
(6. 1. 9) ,我 们 有 
&-) 
H < pio 2 N >> a, Mid (Ar, A®)) 


E Sarina ae 


&-1 
< cp’ fino, eD T a(d(A”, Am™)) 
j=l a= fil 


+ 
S pnp > ad A,A )) 
j=1 


<< cpin™® 和， > ald (AP , Ai")) 
fl > Dad A aM < 
<< epin™ Si addg). 
fae] 
从 定理 6.1. 1 的 条 件 (ii)? 即 得 
Ala) 


(6. 1. 10) Tac p'n™ gaS Pa 


HP Rsa F BG) O(n 00), RATA RR p= pin) 
= oln), pn) (n> 202) .g=gl(n) +2 H g=o(p). {E 1Ẹ 
(5.1. 10) 的 右边 趋 于 0 

NTa 


ro} _ k 
(6.1.11) Tisia, * 2 >; | EX,X. Į] Sm) 
iSl pagam ' m=j+1 
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-- EX, X.E > glam) 


m=stl 


是 一 】 


是 
<o,? > > > [EXX (eit) 


j=l mm 一 /1 swe a 


ES iSi ym} — EX, X, E (eot 1) Tl etiam) 


解 一 /十 2 m= s+2 


<b os > Oyu (ACA AR) 


J 二 1 r= ft1 
TE 
= A oT Fn Y- alg) 
s=1' 


_ Bn BQ) 
Ot! 2g tet 108 


结合 (6. 1. 7)— (6. L 11) 48 M,>0(r 09), 


a 2 
L,(€,8) < e| F p ath 62) | Sam |t? pdw) 


J ISG | eo, 


A 


0 57 00, 


< (nt 2p) -| | Sac [?*? p{dw). 


Sta) | eer, 
45 “4 


存在 着 ppn) >, p(n) =o Al g=q(n) + 0. .g = 0 p) 424 = 
一 co 时 ,上 式 右 边 赵 于 0. 这 就 完成 了 定理 6. 1. 1 的 证 明 . 

6.1.1 在 上 述 a 混 全 定义 中 , 集 U 和 VY 所 处 地 位 对 称 , 故 
CWPa, CG aflm War AR SH. 修改 上 述 定义 ， 称 随 机 场 
(X AEEA aKa. 

a(r)=sup{| p( AB) —PCA)PC(B)|;A€ ay BES, 
(6.1.12) UV,VCZ* d (U,V) žr}—>0 当 poo, 

我 们 可 给 出 较 定 理 6. 1. 1 更 一 般 的 结论 , 它 是 定理 3. 2. 3 在 随 
机 场 情 形 的 拓 广 ， 

定理 6. 1.2 (X tE ZE a R AMUL EX 一 0 五 X < 
co. BARE geG 使 得 


(6. 1.13) supEg(|X,| <0, Dr  f, (alr) oo, 
rl 
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(6.1. 14) lim VarS; /n?=0° >0. 
那么 
(6.1.15) WaW, 


其 中 WO) = Sycm/o, OSHS. 

定理 6.1. 2 的 证 明 与 定理 3. 2. 3 的 证 明 类 伏 , 从 略 ， 

注 6.1.2 对 于 非 平 稳 的 随机 场 , 定 理 6. 1.1 的 类 似 结果 被 
Guyon (1992) 所 讨论 . 具有 连续 参数 的 a 混合 随机 场 的 中 心 极限 
定理 已 被 Gorodezkii (1984) , Zhurbenko(1984) 等 所 讨论 ,对 它 的 
弱 收 敏 结 果 也 已 被 给 出 了 . 

Bradley (1992) 在 “无 约束 pp 混合 "条件 下 证 明了 强 平稳 随机 
场 的 中 心 极 限定 理 , 此 时 只 设 2 阶 甜 有 限 且 没有 混合 速度 上 的 限 
制 . 设 {X,,tE 2 个 是 强 平稳 随机 场 . 对 非 空 不 相交 的 集 S, DCE’, 


令 


PES, D) = plaolXr k € S) Xk € DY). 
Xf H—- rel 定义 
e'r) = supplS, D), 
其 中 sup BR SAFE TART RS. DOZE deS, D) >r 来 
取 的 . 记 
L= LO = (UP EP) E NASAL = DX, 


1Er&L 
Bradley (1992) iE H Æ FREM. 
定理 6. 1. 3. Xote 2 EPLER FRRO OC EXG< 
cop" (r) Or 一 cc)》 且 在 T 上 有 连续 正 的 谱 密 产 CO) ,满足 
fs 1)>0, 其 中 人 是 复 平面 上 的 单位 圆 . 那么 当 || 工 ” || = 
HP ede >T RATA || SC(X,Z) ||: ook 


SCX, L)/ 1 SEL) ||: — NO 
定理 6. 1. SAY EPERRA T. 
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$6.2 有限 维 分 布 的 收敛 性 


记 

= =n jn an jr ja (1,2. ,nt}, 

exp = (Fron L j), Cab = {rr tsaa): 

A <2; SB t=1ye sd }, 
= {(a.b]:4,b€ [0.1 ]*}. 

(6, E70. n=] } 是 随机 场 组 列 . Ad 维 整 格 点 土 区 机 场 
{6,46 7% RREA LE. FET nel) RBCS 和 .一 
Ena = Chje ja). SAE BEL BE, FET me} HE 
第 = 级 集 指 标 部 分 和 过 称 为 
ANC, .J| E, 


, e | 
(6. 2.1) 2Z,(A)=n t" 
“名 


其 中 | :| 是 Lebesgue 测度 ,PY 是 [0,1 下 的 Borel 集 类 . 对 于 随机 场 
(€& 162, 对 应 地 定义 
(6 2:1) Z, (Aan? > IANG: | (&—E&), 


其 中 A/n E FC = Lt) t= Gy tad te 2. 
£8 6.260 § 6.3 中 ,我 们 来 证 明 Z. SMF Wiener 过 程 W， 
其 中 假设 Z, 的 定义 域 是 满足 - “ 定 度量 炉 条 件 的 六 的 子 集 ,也 在 
1 上 附设 某 些 矩 条 件 和 混合 相依 条 件 . 令 >o. 
定义 6.2.1 Pii JEJ HRE a EH, E o neo 
Hellner) =O, H 
a(nr) = sup sup. ,,|PCAB) 一 P(A)P(B) |, 


LICS, AE ace. 


dti J) za Bee if 


2 £6.) ,AEP nee , 


en 


定义 6.2.2 EH: E JEJ AE pR AÉ, A neo 
HF, onr) — 0, H E 
Gs |\Cov(X,¥) | 


sup sup ; 
EJ, KELE JED) Y VarX VarY 


dil, Ds Yel, cot, F JEJ)? 
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这 里 72 到) 表示 关于 & 可 测 且 平方 可 积 的 随机 变量 爹 体 . 
定义 6.2.3 随机 场 { JEJ AERP PIR AHS A ne 
conf, gnr) 0. HP 
pnr) = a P ei man ¢ |P¢A|B) — P(A)|, 


dil, Tr HE ote. ten 
PUDE? tayo 


IP(B|A) — PCB) |). 
定义 6.2.4 MEMA i Enj EJ ARAR ENR 24 neo 
At. 8a) ~0, H H 
A(nz) = sup MLE EJ EIUJ) 


dd dU obser 
— LE FE DLE E Divers 

ACEC * FE EC) SPAT AE I + Ivar EE ERK. 

显然 地 
(6.2.2) am Solar 2 nr) alnn LEa K gar). 

HK RARA FR TT PK p 中 Borel 集 A,B 是 等 
TH. 4|AABI=0. E ic SPRARHRA. > di(A,B)= 

AABI IPE dC. FE? EARE, Ed, 下 集 构成 一 完备 

度 基 空间 . 

定义 6.2.5 SCM PR -oz READS. AUB oO 
>0, 存 在 一 有 限 集 Ce JBM AC FE AA EAS, 
满足 ACATA FL[A*\A_[<é. 

注意 到 -ez ae di 是 -wx 的 一 个 5 网. 

ev 是 的 -个 全 有 界 子 集 . 它 的 闭 包 7 是 完备 且 全 有 
FY WEEN. COE of LAA LMR RES RK 
空间 . 因 .ww SUR HK BEA Cae RE ASP BY. EE CC FRAY SP E 
备 度量 空间 . ECAC) FE CO) ERE DH oe S eK A 
A B,AUB, AN BE S.C SRR FCAUB=f(A+ f(D f 
CAT) BD. Bf GLE RA Xt AY w, Z, (+) CAC”), BZ, BCA 
C8 ) 的 随机 元 . 2 上 的 标准 Wiener 过 程 就 是 CAC) ATE 
机 元 W , 它 的 有 限 维 分 布 是 具有 EW (A) 一 0,EW(A}YW (8)=14 
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站 B1 的 正 态 分 布 . 为 证 W 的 存在 性 ,要 求 .or BE RE 


Dudiey]19737). 
定义 6.-2.6 Kiev 是 4 的 一 个 全 有 界 子 集 ,x 是 .x 的 最 
小 5 网. id 


NCG, n) = Carda, HO = logN (0,.w ). 

-a EAEI E BE ERER PE HY o R RA BARIER 5 E 
(5. 2. 3) | HA? | "~ d8<~. 
H r=infis.s>6.H(d)=O18 ,6 一 0 SEM .x AOR RB. 
E ~<1, 那 么 (6.2. 3) 成 立 . 

注 6. 2.1 REMAN ERRATA: 

BE ILO BTR, MW r= (4 一 1)/2( 见 Dud- 
ley1974). 

a = ( (a,b) .42,6€6(0,.1 ak. r=. 

若 纺 " 记 [0,1 了 的 所 有 多 边 形 区 域 族 , 其 顶点 不 超过 rm 个 ， 
R) r=OC W, Erickson 1981). 

& & 720 (0.1 ]* Ar ERK RS RY > 一 0( 见 Gaeussler 
1983). 

Vapnik-Cervonenkis 类 RAE H = Pa MRBRSA, 
它 对 某 cov > ORE Nd) 一 Card v&c "(Dudley 1978). 

416,46 57 SWI. Z, SBME W 的 条 件 已 被 Bass 和 
Pyke (1984,1985) ,Alexander 和 Pyke (1986) , 陆 传 荣 (1892) 等 所 
研究 . 对 于 混合 相依 随机 场 ,Z, SST W 首先 被 Goldie 和 
Greenwood (1986cu 2. ATH it. 他 们 证 明子 下 述 定 理 ， 

定理 6. 2.1 假设 五. ,=0 且 

Ci) IRSD [27S | FES 1) eK AY BA ; 

(i) wyY BY CA) RRM rl; 

GG) Bax} =OUnx)’) (nr->o0), 绝 对 正则 指数 5 满足 

be ds/ (s — 2) Rob >d +r) ar); 
Civ) 对称 ?混合 系数 满足 


sup > p 2n) < 00 
as 7=1 


(v) 对 .二 中 任 -- 零 族 {Ds,0<h<ho) (一 个 零 族 是 -- 族 满足 
DE Dr ASR ) HITE A | DD, | 一 上 AB), 


lim lim sup EED — | = 0. 
ERATE CACA) H Z, BRR W. 
对 于 随机 场 (&,tE ,定义 6.2.1,6.2.2,6.2.3 和 6-2.4 对 
应 地 为 当 a> oo tf 
elz) = Sup, sup |PCAB) — P(A)P(B)| — 0, 


iJo AE ae, E J} 
aL, dbx BE aE. jE JD 


(x) = su SU -~ 
AB. "Pa XEL ae iy) VarX VarY 


an ne ax Yg aL, afat, FEJO 


JIC AT Jer 
= AEF € DLE] € J) llya — 0 
gr) = Sup, sup max(|P(A|B) — P(A)]. 


ALS) REx Be até, Jess Pt 
|\PCB|A) — P(B)|)— 0. 
推论 6. 2.1 设 ELET REIR F BS LH, EEO) = 0. 
假设 
Gi) WHE s>2, El& |<; 
Ci) BA) CAI IE EMEN rL: 
Citi) Ar) = Or) Cr +08) H b> max ds/(s—2) d A +r)/ 


(1-—r}); 


FEI PCAP) SG 


Giy) So Pelon; 


j=l 
(v) > Eê g, =1. 
fe = 
那么 在 CACM) ,Z, wR W. 


Dobrushin (1968) 举例 指出 :对 具有 物理 背景 的 Gibbs 随机 
场 , 它 不 满足 8 混合 条 件 . Dobrushin 和 Nahapetian(19743 引 入 了 
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非 一 致 GHA HF. 
定义 6.2.7 随机 场 {&, 短 三 4 说 是 非 一 致 混合 的 , 若 对 A 
C24, | Aj] <oo f= 162. 4 7E --P RF | AL SE fe Mpa, (+) 
使 得 
Sup |P(E|F) — P(E) | S Pai CECA s As)), 


EE iA FECA PSO 
BOB pa; (2) 0Cr oo), | Al E A 的 元 数 ， 

陈 冬 青 (1991) 对 具有 非 -- 致 9 混合 条 件 的 集 指 标 部 分 和 过 程 
E T CKA TF Brown 运动 的 一 个 充分 条 件 ,此 时 指标 集 .x = 
#* = { (a,b ].a,b€ (0.1 ]*}. I . 

定理 6. 2.2 IRIE tE ZSE Fae GIR a OL , 
E 

O 在 RL 上 存在 -- 个 非 负 函 数 O), EE AC2 jA 
oA PaCS Al M+) BATHE >o 
【6. 2. 4) lim sup (g(r) ) r a O's 

Cit) E, =0,E lé j? l ”cc ， 


(6.2.5) (ii) 0o = ,Cov (Ép é), 
tÉ 


IAE CAC) p Z,a AAF Brown 运动 . 

i wl -- TP AE ERS BE T ESG. 2. 2, 对 于 较 
一 般 的 指标 集 .x CRUG RE EB ~>,0<r<1) 并 在 较 弱 的 非 - 致 
9 混合 速度 下 证 明了 定理 6. 2.2 的 结论 仍 成 立 . 

定理 6.2.3 设 46,E33 是 强 平 稳 非 一 致 "混合 随机 场 , 满 
足 


G) Aa LOKAKE par =O 2 ! #4) eO, 

Gi) E&,=0.E|€ 2t eeo, 

GD -y AAA E RARI. 

ILE CALO P Zo WAA T Brown 运动 W. 

注 6.2.2 陈 冬青 (1991) 指 出 从 定理 6.2.2 邑 可 推出 对 某 些 
Gibbs 场 的 一 致 中 心 极 限定 理 成 立 ,由 定理 6. 2. 3 间 样 可 得 当 .x 
具有 度量 炉 指 数 + 二 1 时 ,相应 的 结论 也 对 . 
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定理 5. 2.1 和 6. 2. 2 的 证 明 在 此 被 省 略 了 . 

定理 6. 2. 3 的 证 明 需 要 下 述 引 理 . RTH KEBAB 
独立 的 兴趣 . 

RY 中 的 -一 个 切片 是 指 -- 个 集 

Silea, p = ix € Roacedxaat 7}, 
Ho xe RR’, lei =1, a ER, 7>0. WRB DAM MBS 
a. 一 个 切片 可 把 集 ACR? 分 成 三 部 分 , 即 ANS Cea MAR 

4 一 风门 人 ErrD>eTy， A= AN {rE R :c'x<a}. 
ARAMA AY =A- | ,就 称 切片 等 分 集 A. 

引 理 6. 2. 1( 等 分 引 理 ) 存在 着 仅 依赖 于 d 的 正常 数 Co 和 g， 
使 对 所 有 满足 0 二 p 二 1/d 的 p 和 每 一 有 有 限 测度 的 可 测 集 ACT 
Re ,我 们 可 求 得 切片 S 等 分 4, 且 有 厚 (|A /2)*, 使 
(6. 2. 6) ADSIS CA2 Ayen, 

引 理 6. 2. 1 的 证 明 请 参见 Goldie 和 Greewood (1986b). 

没 ! LIET E e RAMLA , EX: = 0. ic 

p= 2GP) Tes o = supl X:lz, 
Z(A) = ZAA NCIX AEP. 

引 理 6. 2. 2 HIER HARE d 的 常数 ah 使 得 
(6. 2.7) IZ CAD || -Siae’*a | AP, AE BS 

证 不 妨 设 上 二 1. 记 

PORIE pe les Sh)—supolh ). 
注意 到 

ENES AN Xi > 1ANC|=141!, 

所 以 
(6. 2. 8) oh) A. 

在 引 理 6. 2. 1 中 取 p 使 得 指数 7==(g 十 pqd)/ (gq 十 1) 的 任何 正 

整 壬 不 等 于 1/2. 这 是 为 了 避免 以 后 枝 节 土 的 麻烦 . 设 4 有 正 的 有 
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限 测 度 2zz, 引 理 6. 2. DHA S 是 S€c,aym?). Hr ER’ 3c) x >a 
tom 和 1 和 Rex<a) 看 作为 包含 4. 和 4 的 S 的 两 个 侧面 .由 
TIA, IS jA- | i 
m> lA. |= [A. |>m ~ |AN S| 2m— Cwm’. 
我 们 可 求 得 4+ , 它 在 S 的 包含 A 的 那 一 面 与 4- 不 相交 且 有 测 
RETA’, | =m— {Ay |. KLA | Com’. 令 AN, SA UA; ; 则 
| A", | =. 类 和 似 地 ,我 们 在 S 的 包含 4- 一 俩 构造 4 -和 A. ae 
rE A", ,yE A” ,那么 
[x — yll a? |x yi Sd’ m? 

因此 若 C 和 C 分 别 与 4 Al A’ F838. RZ 

lé— fll 2d“ *m? — 2, 


因此 
ECZA" HZA”) 
(1ed mt —2) EZ CA" + EZ CA". )) 
{lpad mf —2))2a(m).. 
由 于 
(6,2.9) - F(4)=Z(4 HZA") ZA L) 


=Z(A'_)+Z(A fS), 
从 三 角 不 等 式 得 
a(2m <2"? (1+ eld m’ — 2))'? an) + 3d€Cum'). 
E A> BAM b= 2'm KP REN 1/2<mS1 RNA 
atm) EL 1.0¢€2!''m) <= alim) + B» 

其 中 

0 一 2 十 PE Pm’ — 29917 B= 30(C02"). 
RIF 
C6. 2. 10) gh) I 十 S'e, [Je 


j= ft 一 iT-1 工 


设 LER HR p>. 对 SL. ee +—2>2)" ,所 以 


Yy pcd- 299m? — 2) < D pD 


j= 加 j=] 
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一 S > (22 < >) rece = ip. 


j=0 im} J 了 一 D r=] 
这 样 
(6.2.11) J| Cl+ pd -''2"m?—2))¥*cair/telh’?@ Sayer", 


f= 0 


结 合 (6.2. 10)7 得 
点 一 】 
(6.2.12) oth) = ae! one 十 B28 aCe") | 
j=0 


设 整数 yy 使 得 让 之 1/2< 过 x (回顾 到 =1/2 在 7r 的 选取 时 已 被 排 
除 ). 我 们 重复 地 应 用 56. 2. 12) 次 就 可 得 引 理 的 绪论 
(6. 2. 13) oh) <ae*h"?, 
事实 上 ,应 用 (6.2.8) 于 (6. 2.12) 的 右边 ,车 v=1, 即 + 过 1/2, 有 
oth) <= etl + 3C0(l — 2798-7373}, 
H P S2 A? ee (6.2.13). EAE BY 1/2. Ri 
得 
人 


由 此 对 某 a’ rh a’ eA 代入 (6.2.12), 若 壮 < 天 172, 我 们 就 得 
(6.2.13). MI o Ch) Laet" h. A C6. 2. 12) v lle 
(6. 2. 13) 成 立 . 证 毕 . 

用 同样 方法 ,可 证 下 述 引 理 ， 

引 理 6. 2. 3 假设 ri= sup Xl Koest KK HE 


pias Smo) x ce, 
J 三] 
那么 对 尾 给 ACE A 
(6. 2. 14) IZ ADL Keer A|. 


证 首先 ,从 引 理 8. 2. 2 即 得 引 理 6.2. 3 对 8 一 0 成 立 . 当 0<-6 
<1 .ig r(m) 一 sup ZC ADIs rOn) = supr(m). 


At 2 .|Al=m 


从 (6.2.9) 我 们 得 
(6. 2. 15) r(2m)< IZA" YHZCA"_ lege +37(Com’). 
“144. 


应 用 不 等 式 


(6. 2. 16) lite l?-?14+9[2l+9lof + [zl 
我 们 有 
(6. 2. 17) E|Z(A", HZA") |7? 


rm) EI ZCA",)| [ZCA"_) t 
+E|Z(A", )|'+4|Z0A".) |). 
由 引 理 1. 2.7 .我 们 有 
(6. 2. 18) BZA") | ZCA") 13 
Ei ZA". |e (ALA) 
+ 4pt13( d-tme—2) t? n) 
<i 1HR] dtm -2) |t On). 
类 似 地 ,我 们 有 
(6. 2. 19) EIZO OTIZ |S 
Hor aid Em? — 2) er Cmn). 
把 (6. 2.18) 和 (6. 2. 19) 代 入 (6. 2.]7) 中 ,我 们 得 
IZUA" ) 十 ZKC4w )llone 202281 + 20788 d- tm 2)) eC). 
写 =p ild imt — 2). A, 
t(2Qm) < 207C 十 Zpen) + 3t(Cym"). 
IAS m kEN ,172 一 mm 委 1 ,重复 代入 得 


£—l Ł l £ <1 
W< Ile + Doe, [Ta 
:=0 1=0 t= FHI 
其 中 
a; < 202i] + 2ortsid-F 2m” 一 2)}543 f, = 3T 2m). 
由 条 件 pco 
SIAT Em’ ~~ 2) < co, 


iG, 


其 中 元 定义 如 引 理 6. 2. 2 中 . 余下 的 证 明 与 3= 0 情形 相同 . 引 理 
6. 2. 3 证 E. 
记 
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a Z Se? (2) ey) = sup EX?TC|X, | > y). 


i~i 


56.2.4 设 {X,,iE 四 是 pp 混合 随机 场 . 若 { Xi,iE 外 一 
HIRE <o, MAENE ZAAL AEZ, |A K} 
E — BR] AY , BD ARE RRR d 的 常数 C 使 得 


2 
(6. 2. 20) z] | PRP >y) < Cahy +g he" 


引 理 6. 2.5 if(W(A) AER Raia., HE 
(i) 对 任 一 CE 之 ”EW(C) 二 0， 
Gi) 对 任 一 CE 之 * , EWC) =|C|, 
Citi) 当 《? EZ H dC CSGA WIC), 
WC ) dE AB ATR or 4 , 
(iv》 对 任 给 se>o,lim D P{W (Cn) | 之 e} =0. 
nave ot 


那么 在 A= ACE) (27 的 元 的 有 限 并 所 生成 的 环 } 上 ,W 是 一 
Wiener 过 程 ， 

5| 理 6. 2.6 IZ (D AC R=R( 2) nS 1 EWI 
列 ,满足 

G) MAE CES EZ, (C)>0(n-+ 00), 

Gi) IJAE CE 24, E27(C)—= |C | Gao), 

Gi) AT EE AT Co Ch & 2%, 0(C,.C)) >OGH i), H—- MEH 
Tj zy 有 


二 ul . 
(6.2.21) Pi 0 (Za Ci) SE | — | | PAZ, CSa} 0, noo, 
i= i=1 


Civ) APE elo 
lim lim sup > P{ |Z, Can D | 之 E) = 0， 


S iE 


OD 对 每 一 CET, RIZO ,wn 之 1} 是 一 致 可 积 的 .那么 在 R 
E Z, 的 有 限 维 分 布 弱 收敛 于 Wiener 过 程 对 应 的 有 限 维 分 布 . 

引 理 6.2.7 i 8 bey att PAP EZA) AAE 
P ,之 1} 是 一 致 的 可 积 的 , 且 满 足 引 理 6. 2. 6A GD, Gi) , Gili). 那么 
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E E E.Z. 的 有 限 维 分 布 弱 由 人 钱 于 标准 Wiener 过 程 对 应 的 有 限 
维 分 布 . 

a| Æ 6.2.4—6. 2.7 的 证 明 请 参见 Goldie 和 Greenwood 
(1986a,b). 

定理 6.2.4 BIS JEJ. CHAR = BAA. BG. 2. 
义 的 光滑 化 部 分 和 过 程 2, 满足 : 

Gi) Xf FEBS nel. fed. ES, =9, 

Gi) Æ {a inel fel. SER , 

Gii) sup > Pr (212) )<c0 
和 引 理 6. 2.6 的 (ii). IRALE S LZ. ABREU T HE 
Wiener 过 程 对 应 的 有 限 维 分 布 . 

证 ”由 引 理 6. 2. 498 ZALA] AC Monel } 是 一 致 可 
积 的 . 因 p.(r) 关 于 xx ERR H A GD A A I E E E I 工 ,p， 
(x) Ono) AFE a (2) O(n oc), 显然 地 ,(6.2- 21) 的 堪 边 
不 超过 健一 1)a,(9) ,其 中 O> ORR C.-C. 间 的 最 小 距离 ,因此 
引 理 6. 2. 6 的 (i) 被 满足 . 由 引 理 6. 2.7, 定 理 6. 2.4 的 结论 成 立 ,证 
毕 . 


$6.3 胎 紧 性 (Eightness) 


首先 我 们 给 出 一 个 与 引 理 6. 2. 3 类 似 的 关于 非 … 致 gw 混 合 序 
FAY S| FE. 

引 理 6.3.1 (6.06 Z, {Z CA) AE Bo} ne BG. 2. 3H BF 
iw, BREW plr) =OCr 8"), EF e>o, RE g(xz) 二 上 0 
Cg ett edith y 外. 那么 对 和 任 给 的 AE 
(6. 3-1) Zu AD llech nA], 

其 中 oi = FE. 
证 首先 .我 们 来 证 对 0 = 0F 
oC2m) S PQ + 2m! p (d m 一 2))2a(m) 十 30Cem'), 
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其 中 za(m) 一 sup IZA) lzan) = supatmi). 在 等 分 引 理 中 


Ac i ,|Al=m 
RO<p<l/d 使 得 指数 r= (e+ pd /(g+ DHE EBREAS 
于 1/2. 对 任 给 的 A>>1 RITE A= 2'm REN ,1/2<m< 1. 注意 到 
cats1, 且 对 非 一 致 9 混合 情形 ,如 引 理 6. 2. 3 的 证 明 中 同样 讨 
论 ,我 们 有 
a2) = aam) + B; 


其 中 
ay = 27°C + 2+ Bmitgd- 42m? — I 
月 = 30(c2"). 
ERG 本 
(6. 3.2) oth) < Te + Sia, IT e 
70 j=? f= j4 


FLU BUTE p > p> ya BAM r= ated) G+ DEN EE 
fe] TE SE SE 1/8. WATE jl ER fj a7 22° > 
git) ,所 以 

(6. 3. 3) p= DL g Pd 2m — 2) 


f= 


XI 
: > h Bots FI 
< 2! tg tgpi try 
Z] 


了 


ro 
= 7 Ai pe ea 
ST D2 erat bite 


i=] 


x2 
= ç > “i DIERU)? y < o, 


这 样 我 们 就 得 
ah) < ce 24 十 3>)2 F327)). 
余下 的 证 明 与 引 理 6. 2. 2 的 证 明 相同 . 这 就 证 明了 6 二 0 时 (6. 3. 1) 
成 立 . | 
FOCI. H 
引 理 6. 2. 2 的 记号 , 写 
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(6. 3.4) Z,A =Z, A". )— Z,A") Zn, A) ZCA ) 
+ZA ANS) 
Kp |Al=2m.S 中 4 的 … 个 等 分 切片 使 A" |= |A" | =m, A 
AA”. fT S AAR [aS N, BER CA", A" ed mn? 
IA |, |A'_ i MANS | AAS om”. 记 
rth) = sup 12 (4) ar(h) = sup TOA ). 


ag fal oh 
从 (6.3. 4) 48 
(6. 3.5) r(2m)25, |Z, A", + Z,CA"_) lo, at 32¢em’). 
由 (6.2. 16) 我 们 存 
(6.3.6) EJZ, CA" te ZA 
Z Or? lmn) 十 9E |Z, CA”, |Z | 
HEIZ EZ CA | 
由 非 一 致 混合 的 忻 质 ,我 们 有 
(6.3.7) E|Z, CA" D| |Z, A")? 
< = BIZA AEI ACIP 
十 2g Cd 4m? — 2r Cm) 
s A -F 2m pee tm? 一 2)? imn). 
类 伏地 我 们 有 
(6. 3. 8) E ia TZAT] 
Id + 2m" ger (d tm? —2) tt On). 
fH (6.3. 739.06. 3. SARA CH. 3. ORIG 
ZC") ZC") lng KU + ming 
Cd im" -- 2)? rOn). 
EERTE 
Tm) cO $ mrp Cd tm? ~ 23X rin) + Berlem"). 
t hm kE: d 2L =e RARA RUA 


rth) <= Ila + >ya, ie 


i=jt 
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a&i ell 十 27i mi gets (dT m -一 2) hE, 


9 = D2 gand 2m’ 一 2) 


i=j, 


Se D2 PRE See Oo ee eet 


j=1 


余下 的 证 明 与 ò= ONIE BY UE A a. 引 理 6. 3. 1 证 毕 . 
定理 6. 2. 3 中 胎 紧 性 的 证 明 . 对 ECARE 
(6. 3.9) walf) = sup | f(A) — FCB] 


A, Bt af. | AAB| LE 


作为 了 的 连续 模 . 那么 ,由 于 ,好 是 紧 的 ,由 Arzela-Ascoli 定理 :C 
(MF RU ARAAYAMY E fe SF BE FF CBN sup sup 


FCA) | <00) AL SB BE Se ( Billi sup w2( f= 0) ,由 此 ,从 Billings- 


ley (1968) fe 8. 2P A Clo) ARABIC FZ, EAT A A BI 
{Z.} 的 每 -* 子 列 包 含 一 个 验收 傅 的 子 列 当 和 且 仅 当 

(a) 对 0% 中 某 可 列 稠 密集 的 每 一 元 A4,12,(4),n 宇 1} 是 胎 紧 
的 , 且 

(b) 对 每 一 :二 0 

lim im supP{w(Z,) >> A} = 0. 

从 定理 6. 2.4 即 得 (Ca). RT REA Cb). 不 和 失 一 般 性 可 设 

一 1 ,BEE 一 0. Hokus, Fx 
和 


C 
Z, Asuu) = 2 La rl IAR eet sha, v) 一 Ef, lu v)). 


引 理 6. 3. 2 BLIE, ep } 满 足 定理 6. 2. 3 的 条 件 ,那么 当 n 
cott U, a, co 3-0 a. S. EU, a, œ0)—0, HR Palit ? 
a> 0H 

— 1AM C.l 
UAA,a.co)} = >, TEP slac). 


IEJ, 
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证 ”我们 运用 Bass 的 方法 (1985). X} R= Chr RIE Z 4 
设 alk) =maxlhy ke) VG ,a) = sup {ke Z y}, takt Oty 
1}. 不 难看 出 Card(kKEZ4 eO =r} <Cr* |, KPC HERB d 
的 正常 数 ， 
> IGA D> apk I+D Y yk) 
kes? 


= >, > 了 人 十 1> art e016 pd/2 


r=] fiptfyotrs 


= cde +1> ar L) yd — 29/2 


=1 
= c(h Ga)? Scat + y. 
这 样 
> E | &, laiak) 29 <= é| < oo (pK) ) 2 
RETS 


<>, > G+ DPZ | 总 | i +1) Clk) 4? 


Rpt iputatay terse 


<= PDTC 十 1 全 at p(k) 4294) ulk) —d: :| 


i=l 


ES TT r+ 1} 


SaSu + 1)? Pi JA <i +1} 


rt) 


=< ca TES] 十 17" < os, 
那么 对 性 给 六 0, 存 在 tii Cw) ,使 得 
2 Se PCa E 8 < JE, | Sol/ (a <e: 


a 1 m 


由 此 
U (I ,a, ee) <=. > |é |Ian” 19 ) ， < lê | < oop i, 


En 
OE 4 noolt, U,C ,a,00) +0 a. s. 类 似 地 ,我 位 可 得 
EU, (I,a, o0) + 0. 
引 理 6. 3. 2 证 毕 . 
为 证 明 (b} ,我 们 只 需 证 明 
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nes lim lim supP: |Z, -¥.>ai=0, 
HP = (ANB: A. BE 97, ANB Sv). HF ZASA, Oa) 
十 Ze) 上 时 
Z Aao) | S UU aoc) + EU, I.a, 00), 
由 引 理 6. 3. 2 .为 证 (6. 3. OR, RAEE 
(§. 3.11) lim lim sup?” IZA, alha, > A} = 0, 


设 pol APU ] m =n (2p). RPE T 按 下 述 方法 分 
RWC, LET M Cap LE Tay EEE -C, PA BC 
记 C,H EP Cay A Anad EJ p GET oy. 1 

Fa = J Laesi = 12y. 


A 
， ad 
Zí 和 Oe) = SIZ i, 0a). 


wm E 
现在 为 证 (5.3. 11) RRT EH 
(6. 3.12) lim lim sop (ZA) T0000) or 一 0 


y= 


Pa F i ~、 ` |A N Dras N Gp 
ZAA D Ou) = DD a 
fe re Ss,n) a 
rH CO.) T Elaa] ) — : > ， Vul A 门 了 is0,cz)， 
fes 
fy, 


a, =n cee Tn -21] 1 N7 mee ee La) j € dua 
EIH ys Qader = 1 FE dail ol Hae et 
记 Var Va ANE Ova). 由 非 : : 玻 8 混合 的 性 质 , 我 们 有 


« Vas = 公 ， Vak 
A 
ZL Ee” ne Ee kE Ta, 


ue 
(6.3.13) Be ta 


: b DA i 
1 n F nk 了 
+ sianl i 2p | Ee krit je | oe 


TE SB IV | 2a. 日 当 ae saat etn <1 +eV,+aV?,. 从 引 理 
6.3. 1 即 得 
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EVI SCIA N Tana] i= 1,2,2. 
所 以 对 aati s/s 
(6. 3.14) Fe a e Vo L et Aal, 
把 (6.3.14) 代 入 (6. 3. 13048 


其 中 


we Sot Mn | 2e Soti a| Z| | 
: | e” Szk, F) | ZA, | | 


yai 
t 


4 , 
a u? ‘ 2 77 n 
Se a |b 224 Ga ele 
2p, 


(2p,)* 
TEAR TERS FED A n 
& pF F wt F a i 
(6.3.15) Ee tem et AKL] - ,172 | 
37 E sr ， ] -| 2e oF 3a Ge = 7 | 


a | i pj 2 一 2 
< exp| ej Al 十 at) ca 
1 | P | 


加 | 
= exp! caj A| 十 cen- | 
se exp C |A|). 
现在 我 们 来 估计 (6. 3. 12) 式 中 左边 的 概率 . or] , 故 可 
选 sO r<i1/C1+s).4 
6, = r/2’ j= 0,1,., 
1,25", 


A, = Age trezan a j 
Àn = ACL — 2 09070245， 
TE EE j= 2e, 

pg oe ca = GEE, [P/O 
对 任 给 AG .er 存在 A, AT Co, (8) HB AGACA A 
LAS \A, SÔ; 
HL Z, 
ZA N £43908) 
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一 Z Ap al Foy Osa) + SA, B ii 0a;) 


J=>0 
— ZA; N T0000))} 十 DIZ AN Lisaja) 
j=9 


= 204, N Tr ds 1) }. 
ME ZC 11.0000) ||», Mit A. PERE DA AA: 
(a) AH A ELA) o [ZC Annis Ora) | >A; 
(b> xt ke yf, HE A; © 7%, (8))) Ayes E Cen), | AAAS | 
‘<26;, 
ZC Apert N TO0a) — ZA; 1) hastia; | > 2A; 
(c) WH. RA, A} Ee) AGAGA [AS \A,|<8,, 
IZ (A f Trana) — ZA, N Tvasa_v | > A, 
在 (85) FP ; 集 对 A, A, 的 个 数 志 exp (4H C6,/2)) ,而 集 对 A;E 
LE A Eo(6,-1) 的 个 数 志 exp(4H (6,41/2)). 
我 们 有 


PHI1Z NN Tiida >A Spt Dor, + 5 

J*U 了 一 上 
其 中 
Py < 2 exp (2#1(6,/2)> ecw! Pí |Z, ee N 1.5008) > Ay}. 


r; 4exp(4H6,_,/2)} max 
A; 44,1528, 
“ (Pi |Z, 614A; NAD C Enit) | > A) 
PZ RA NA IA Gena i See), 


s; = exp{4ll(d,/2); max 
ASA; ， EN A ERa, 


-PE sup [ZA NM Liara;-1) 


A ZAGA, 
— ZA, nN T SRR: FENT E | > ji} 
由 (6. 3. 15), 取 a=1/4a ;我们 有 
Ôo | 


py < 2 exp{2H (0./2) jexp{— > pah 
0 


Uo 


<2 exDic216 7 一 十 co 
J} 0 
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类 似 地 


i 


5, < exp legra = 


这 样 
Po + Ss T Sa 
j-n 了 一 0 


时 iwo 1. Š. 
= 6 exp{ed;* — Zt +c, St} 
> pe : 4a, i a; 


= 6 >Jexp{(ev + ly Th + cov) 


J=0 


因为 ~ 和 1/(1 十 *), 可 选 * 充 分 小 使 2r 的 系数 是 负 的 ,由 此 得 
《6. 3.12). 定理 6. 2. 3 让 毕 . 
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第 七 章 Berry-Esseen PEAN I MAENE E 


REEE, IE EPLE aX, ee} BT n MAJTE HAR E 
分 布 函数 OF) SEBS ia OZA EH Es- 
seen 和 Berry-Esseen 不 等 式 给 出 的 . GE - 步 ,对 {XX,}) 为 i.i.q. 随 机 
变量 序列 . 当 EX, EX 一 0 时 存在 一 个 箭 晨 的 非 - 致 估计 

|For) Br: S Ap, /C%n t rt, 

其 中 =E X E= EX?F, r=P{S,/0 Vn <r). 

TAS HRTEM aS FARN e RAFA M- hi 
十 $7.1 中 . 

在 8?.2 中 .我们 将 计 论 由 部 分 和 过 程 (W, (2) 0S lene 
1 所 生成 的 测度 W, 与 Wiener 测度 W 间 的 Prohorov FE n 
LPW, W). Iip A NY RS LW, WORI ir. 


$7.1 a 混合 和 混合 序列 依 分 布 收 合 的 速度 


对 独立 随机 变 茂 序列.,Esseen 和 ferry-Esseen 不 等 式 的 证 明 
是 基于 个 述 命题 4( 见 Petrov 1975) 

命题 7.1.1 设 忆 6z) 是 分 布 函数 ,其 对 上 应 特征 范 数 为 f,(7). 
那么 对 任 给 了 >0 积 61.2) ,存在 常数 r(Ce) 盖 0, 我 们 有 


—£*72 


(7.1.1) sup | FC) - din)! <of e =e -a 


-- rh) 


TEF 
AE AD eT EE AY SEE. 在 独立 随机 变量 情 
Æ F., E E R ME. 对 于 混 台 相依 变量 情形 , 如何 去 获得 
| 一 e-* 人 的 估计 呢 ? Tikhomiroy (1980) 给 出 了 一 个 方法 ,此 
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方法 被 Sunklodas(1984) 所 改选 该 方法 的 概 路 如 F : 
RIX. n1) SPP, EX,=0. 记 
o = Ed:, Z, — Soon. Ea) = PZ, Z< r). 
假设 ahsan l s kenl 使 A+ ln. S 
Y, = X,/o,, 
aean = ie 2S a E 


| foo ilar ih 


(7. l. 2) z ==Z,. z =Z P + 
E: expia lr; Ye Ppa 1s | Y, ie gn | 


yi = ， F= Een, 
HEH j=l. etre angle Leder gr 2a HF 
Jia) 一 1 >) EY je" 一 ae fa 


“= 一] j 1 


HRI 六 =1.2，…aisr 一 2 有 
Ee" = Eon? + DAG) + ELON? — Et? de], 

AMRAN FEO 导数 有 表示 : 

(7.1-3) A) 


= ji a +1) 


+e VEC + IVA) 
Å 1 =] r-l 
ape 2 FLY, [L EPen ) 一 EY, lI EO) Bete” | 
$ 


a D9 Su As “WEL e ER yes} 


at 


+i SEY e ADE, [pere re 


若 在 某 些 通 当 ,我 们 可 给 出 57.1. 3 右边 每 一 项 的 估计 , 那 
么 我 们 可 得 微分 方程 
(7.1.4) FD = taf + t. 
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解 微分 方程 (7. 1.4) ,我 们 可 得 | 了 G) 一 e-" 人 | 的 估计 . 最 后 ,从 
《7. 1-1) 就 得 A,=sup|F,(r)— 8Cr) [的 估计 . 
记 s=2 +6. 假设 
《7. 1.5) d. = max E| X, J? ol, 
(7. L-6) g = ES? en 0 女人 < 到 oo 
Sunklodas(1984) 给 出 了 下 述 定 理 . 
定理 7.1.1 设 1X,.n 宇 1) 是 a 混合 序列 ,EX,=0 HRE 
(7.1.5),¢7.1. 6) 
a(n) << Ke" AD>OK>O, 
MAPE 6.0) (KO) cp = 02K OE AA SASA, 有 
(7.3.7) SSA loan esp” nl, 
其 中 
A, = cloglo eo N n, b> 2A + ô)/ô; 
A, = 4(2 + T 'log(e,/ei'?). 
定理 7.1.2 设 {X,} 如 定理 7.1.1, 但 
aln) A Rn p= 28(1 + N -+ 6/8", 8 > 1,2 > 0. 
那么 存在 C=C BOWE -nA 
(7.1.8) Fe ie a a 
注 7.1.1 TAX nel) ER RAI E 7.1.1 
就 是 Tikhomirov (1980) i E FE 2. € Tikhomirov (1986) 的 定理 还 
AGH AG E\X, tt" <y> BA 
(7.1.9) A es cn Mogn. 
定理 的 证 明 需 要 下 述 引 理 . 
引 理 7. 1.1 RNA 
(7.1.10) Sa” =- t + B2001 + 12a) dho, (ath 


一 1 


十 了 [| j — B(23-4/ ~— id 
h 十 IY ell / Cer), 
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其 中 Saji = 2+ 8,0 <8 <1, AHH O18] < 
l. 
证 r EER, 2n LETT ATES EX 


XX, | 独立- 容易 看 出 村 1 二 0,1,… 4 FFE be 1 有 
(7.1.11) EZE |? << (2al + 1 SD ElY, /mn. 

由 Holder 不 等 式 和 (7. 1. DRIE 

C1, 12) SBC, [ZPT Den) YW Zee o 


On + D EY,|.. 
j=l 


fe 2? x? oh paj ih MARE Y, AZO fb 2? p> ith KY 
那些 Y, 的 和 . 这样 cP HF 420, 从 引 理 1. 2.4 即 得 


EV < 10(e( © DENY, A Me Ue 
< 1001 + 120d alh + 1)? /elo,). 


= 


对 | EY ;2;” | sp = 1 2 AERA. 由 于 > EY,Z. 一 1, 应 用 
(7.1.60 BNA 


(7.1.13) >) E¥ 2! = 1 Ce + EY2)) 


= ] + @20(1 + 120) td” 
Cath + 19) 2a, Jeg. 
按 Taylor 公式 有 
i Dia? =— YEY, Z Pe + O(2"/(s — 1)) 
J 一 1 


3=1 


SI EC lY;| [Zz [2 e717, 


#207. 1.12) AN C7. 1. 13) 代 入 并 利用 (7. 1. 6) 式 就 得 (7. 1. 10). 
引 理 7.1.2 Hjt <e (032d (A+1)) + Tisj=l, 2n 
和 一 3,4,… 必 ;我 们 有 
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(7.1.14) jam! IS d*“(A+1)7P(1/2)"/o3 


tef Cath $1) 0° 2 

[e tatacht 1 |= paN 
各 
(7.1.15) jas). st 2d" + 1) el/a. 


rod 
证 注意 到 di OEY Ey 
f=1 
ja? = [EY ES & EIX >) IX, Ie 
p S/AA 
:< 2d (Ch | Dllo, 
即 得 47. 1. 15). 
FA FE XE HECT. 1.14). ig 
J DA 
ED = Cxp rt > Y = l, 
p=s- tha 
, slih 
$O = exp- i D Y,}— 1. 
P=; te 1]1]bh-11 
显然 地 


F 1S | + EP i 

由 此 即 得 

Vols ES ae ee ee 
det 


其 中 和 >，” 是 对 cy, ee e e e, 
lr Ai OF W RRR. 对 (7. 1. 16) 右 边 的 每 一 项 有 


(7.1.17) ely, IIe ”IJ Ee | 


a=k} 


~ 


1+5 


< [Ee ep Tey 
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(2) ee TE gge lie i T5, 
其 中 |] 是 对 所 有 偶数 :的 乘积 ， 和 并 “是 对 所 有 奇数 ! RN. 容 
yA th 
(7.1.18) EPI Sed 人 


ete 


LH 


a (E|Y,[ 4a Tl Elt ITT Ele | 


er? ath — 1)TRCBLY, :taih, 
g T'an “ce; | 2+8. 
(7.1.19) E |] SrH ey | 
serz tah = D + TP EIER TT Eep 
b E 
EL 
yea <i nee" 


3 ¢ 
a i m2 o¢ 
Sr 1 ! A 2 . 

e 


fasts a oe 
l l Ga 
Herp by mar Lr |. .从 57.1.17) 一 (7.1. 19) 即 得 


ET 


和 


(7. 


2r 


f) nie 12 
te tach: 1) Fl S| H recata + 19)? |. 


EEFC. 1. 15) ty AY BA 超过 2°. 得 证 47. 1. 14 a i. 
Ti. KAREA PESER AH APPR ped 


Cis Deal > rije' -< 0, 


再 对 7 一 1. 03 的 


(7.1.22) CE OY sa Jald rh + 1)/2,. 
中 证 1 一 1 Ab 
(7.1.23) Bath + IDIS 


ajig 7.1.3 07.1.2 RBH T, 
HAE 
a 161 « 


| Saj” En, "+ ar PEC +0 | 


(7. 1.24) 


SEI ht /gtado laht1)) 9， 


< D, r=] r} F “Z, 
a EL CW" — By? yetn] 


[a+ 1)! i ri i Re i, a he 


TEDE ue 
又 若 附 设 klog 2) /8 log 2, 那么 
n 本 
(7.1. 26) > Ea 1 | 
; i=] 
Kek dP DE/ 
oh tig Teh te, Cathe pe 


证 由 于 
| Ste WED 十 SS DEK? +1) 


" 
了 一 1 r 一 3 j=] 


< Y aP Elg | + 3 a), 


ye r=3 j=l 
利 甲 引 理 7.1.2.(7.1.22),(07.1.23) 和 (7.1. 6), 即 得 (?. 1.24). 
由 Corl, p =E(€— EF) (7— En). i FA Haider 不 等 式 和 引 理 


1.2. 4 ,我 们 得 对 r=2,3,-… .有 
i 24a EL” e EN)e2.]| 


J=1 lf- ji srh j 


CA = m 
(3) D jtag] 


j=l Ip jle Bra 


+ (24d) 3 la Pla? | 
rad | 六 -了 | ara 


(aC) p — ff} — 2rh) O° ae L 93? WLP. 
设 r= 3,4, k. 由 于 对 了 一 下 ,2，…，22， zP {<2 且 对 |z| 志 TT， 
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(Fa 127) 
T > > jae}? al TCovep 9g?) ) 


1 p—jl> ara 


ekta eS 


laf] Kat, N a rr? 与 7 了 无关, 注意 到 (7.1.6), 我 们 得 
(7. 1. 27) 的 右边 不 超过 


(7.1.28) 2a YS) Y 1} tea 


j=l |p- sisë 


; > >; Cac |p — j| 一 2rh) ore? 


j=l |p gl 2h 
Leez To [rih + 1)? + a! Ja, 
对 r 一 2 我 们 同 法 进行 之 ,只 是 按 人 7.1.22) 估 计 六 > ,7 一 1, 2 
n. 我 们 得 (7. 1. 27) AI HE r= 2 时 不 超过 
(7.1.29) cep 8d (A+ 1978? foe tees tal a (ht 1 E o 
7.1.2 0 r A 2 8 ROR AL, ERB C7. 1. 28). (7.1. 29) 
(7. 1. 23) ,我 们 得 证 (7. 1. 25) 成 立 . 

RR. EFH kE (log n)/ 8 log DRA A/D <n", b5 E 
7.1.2 的 证 明 , <7. 1.6)% 7. 1. 23) BR AB C7. 1. 26). 3] 7. 1.3 WE 
毕 . 

引 理 7. 1. 4 我 们 有 
(7. 1. 30) > BY < 32e,'d"a,(a(h + 19), 

(7.1. 23) 被 满足 ， 那么 


t=] 
> > | E (Y; 1 gh ey ] _ El y, [| EL) Ee | 
{=] 


db Wo Cat J 
证 ”我们 仅 给 出 第 一 个 不 等 式 的 证 明 , 第 一 个 不 等 式 的 证 明 
是 类 似 的 . 从 x/” 的 定义 ， wi 二 2,3,-…, 久 ,ZZ Al 2)? Ale 
为 零 . 不 失 一 般 性 ,假设 20 40 A OO. 那么 按 引 理 1. 2. 1- 
1.2.5 


r- i r—i 
El Y, 上 [ ee ee" | — Ef y JEP} Ee ial? 
{=1 i=1 
r-l r 一 1 
<| 五 | Y, I Epe ) = E( Y, Here) Fett,” 
far] ix} 
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r 一 1 att | 
+ |E Y [pEr e) ely, T1 8) Bet 
=1 


十 | Felts” E Ee; A Ee Hz 人 。 | EY, Il ee | 


<= 48d" (ath + IDETO fa, 
把 上 上 式 对 j=l, 2, enr = 2,3; k RA HIS A C7. 1.6) 
《7. 1.23) 得 证 引 理 7.1. 4 成 立 ， 
定理 7. 1. 1 的 证 明 . 
按照 证 明 的 基本 方法 ,我 们 首先 建立 微分 方程 《7.41.4). 记 


ax Sacre, 


r=] 


ay=cd'" e, lalh H1)? cos 
aed OHO oa AHIT, 
ar=cd (h1 /cos aged hti u, 
=ed (hH a" lalh HDNET 十 ap， 
A T cee: 
T= mìn {1/a,,1/ (az), (1/64) 2 }, 
假设 1<A<n—1,2<hKn—1 使 得 


(7.1.31) p23 POAT", 2kh+1<n. 


M (7.1.3), 3) 7.1.1,7.1.3 #8 7.1.4 BUR: 当 H| <T, 时 
《7.1. 32》 六 一 【一 二 十 Oaa, A + 86a) 
其 中 |@| <1 
alt) =a, + a |t| tae? +a,[t|"', DE) =a + bt’. 
其 次 ,我们 解 线性 微分 方程 (7.1. 32) 得 
(7.1.33) |f) — enti | = |x |e— /+ Izl 十 coco 


| ze? lel 
exp | < +f atw)dv |du, 
12 Jie 


其 中 z= | Oaluddlu. W KuKi BAM a, <1/6 MKT: FA 
A 
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€F. 1.34) 


日 容易 看 到 
(7.1.35) wexpiu? /ddu <= 2|tlexptt?/4), 


J 和 


《7. 1. 36) l expt’ Adu E min(4/ t|, |tijexpi”/4). 


大 (7.1.33) (7.1.36) 3f lel Lmin T TM ms<176 即 得 
(7. 1.37) ae P81 ag |e] + Bee Shel S el] peT 
hy ie At}+2eb,|t|. 
由 引 理 1. 2. 4 我 们 有 
a2 C1 + 12a@)d"*n, 
因此 1s) — 120)! KK del, 这样 从 C7,1.37) 和 (7.1.1) 我 
们 得 


. har Ssl h 4 
47.1.38) Aske] K’ wo +K GE a 
ee 


se Sal i i Jere 
PATa P e 
Ki (h+1)!? +a)? 1 AHL }, 
其 中 TTI Cue 
4(2+8) 


最 后 ,我 们 来 证 (7-1 7) 设 0 一 As 一 一 人 — loge, H A= 


m 分 í 
| LZ Moga, | ne) Bp 2, oO ct <L 因此 ， 出 条 件 alm) 
ke ,有 
(7.1.39) al? | Sh (acer 
r=] 


< ERED Ch + 1)" / loge,” 
LCK, +1), 
这 就 是 说 
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(7.1.40) 1< CK, (h + 1)? RK. 
对 所 选 的 疡 有 
(7. 1. 41) Coth 1) PEHO re ee 
KD0F? 
(7. l. 42) (ath 十 二 7 eR < Kig +, 
从 (7.1.39) 一 (7. 1.42) 和 (7. 1. 37) ,我 们 得 
1+8 2 
(7.1.43) A KCK | KE gs | 


+e 
KCK OK OE 


余下 来 证 是否 存在 一 个 上 EE (2.2.02 —1) HM F k= 
[A Noga, | SAC Ar A 


(7.1. 44) bags, A Calht 1 vl, Rh+ <n. 


容易 验证 ,对 所 有 充分 大 的 n>m) RX 
i= | — (logK)/ (2 + 2], 
(3/2) + log4 
前 两 不 等 式 成 立 , 而 第 三 个 不 等 式 不 压缩 参数 4 的 变化 区 间 . 
观察 (7. 1.40) ,我 们 有 
ne CCK OK h + 1944/8. 
这 就 证 明了 定理 7.1. 1 对 所 有 zs 也 成 立 . 定理 7.1. 1 证 毕 . 
定理 7?.1.2 的 证 明 是 类 似 的 . 我 们 仅 指 出 ,此 时 只 需 在 
(7.1. 31) 一 (7.1. 33) 中 令 A= [i], EP e=28/(8+ 106+). 
(au! (2 + 6) logs, — (logK)/(2 + 27 
(3/2) — log4 f 
7.1.2 Tikhomirov( 1980) MAA HR ERMA p 混合 
序列 给 出 了 Berry-Esseen 不 等 式 . Zuparov (1991) 改进 他 的 方法 ， 
证 明了 下 述 定 理 , 当 E|X, |<, 2<s<is(<1— 43) pl，) 的 
衰减 速度 条 件 被 减弱 时 ,对 A 有 理想 的 阶 . 
定理 7.1.3 设 {X,,n 实 1} 是 强 平稳 p 温 合 序列 ,EX1=0 生 
p(n) < Kn ,0 > 0,K >0, 


k= | 
L 
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Expe 2<s<s (6) = 27! 


8 
| 1 


若 of = ES? > rnEXi. ares C=C(s,0,K DE S 
AZ C(s,0,K OB, jn?” i 
Her p,S=E|X |'/ EX?) slt 3. 
定理 7.1. 3 的 证 明 不 在 此 氢 述 了 . 


$7.2 GH FP SS Oey RE 


WiX,.12 1} ERB, EX, = 0, f = ESL 定义 C 
[0,1] 的 随机 元 的 部 分 和 过 程 如 下 : 
(7.2.1) £Wwe= Li Surt jo Xen} 

Fin] SLO, SS wH 

记 P, 是 W ECLIPSA, BPH P+ Wl. BRE 
理 成 立 , 即 PW, eS 
(7.2.2) LOP,,W) — 0, 

Ep LCP, Q) Æ Lévy-Prohorov 距离 : 
(7.2.3) LCP,.Q)=infle: Y BEF, PC(B)SQU +e, 
OCBI=P(B) tE}, 
其 中 多 是 CL0,1] 的 Borel s-I8 , B Æ Borel Æ B H} e ithe, 
B= {y:y E€CL0O,1,,4z€ B, ]y— z| <e 


ly— zl = sup {y(t) — z(t)l. 
Ot] 
记 
AQ) = sup |P OW, € B)— P(W € B')|, 
显然 
(7.2.4) ECP,,W) = infle ¥ A,(e)). 
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那么 我 们 可 看 “: 较 大 的 概率 空间 上 .在 其 1 有 -一 标准 Wiener WF 
(WOE RECA We A Se MLW} 
使 得 
ALe) P WwW, LW] pe}. 
Wr AAS RASH PIAS: 
LIP, W) < inf(e V P{ |W, — WI Se}. 

Ot HF Fh vz BA LAS BEX, .n D1}, Prohorov(1965) 给 出 了 一 个 精 

确 的 估计 : 
LIP W) = OCL log La), 

其 中 了 二 $) Ei Xit. 对 于 i.i.4 情形 ,Borovkov《1973) 证 明 


kt 
PE E'X PZ Aaen 
(7.2.5) LCP, W) = OCLYS') = On TH), 
Borovkov (1973) X FH IN. 4412 A skorohod # A dE. 5 4E BBE BE 
《7.2.5) 是 不 能 被 改进 的 . Vtev(1981) 折 疡 这 一 估计 于 0 之 8 之 3 情 
形 ,证 得 当 E|X, i 下 < 0d 3 时 
(7. 2.6) LEP, .W) = O TAFA). 

Utev (1984) 对 pg 混合 序列 在 较 强 的 条 件 下 给 出 了 如 (7. 2. 6) 
同样 的 佑 计 . 

定理 7.2.1 Xen | OEE 8 混合 序列 ,EX 二 0， 
E|X, cc, EB .0 jj. 假设 

gin) cn, 

HEH o> flu) (jl) — 1) .w=t12 十 56)/ (203—8)) ,Jj(w) =min{2k: 
PkizuskE MN}. 那么 


LIP, o W) SZ cn- FAS, 
利用 引 理 2. 2. 10, 陆 传 荣 (1993) 减 弱 了 上 述 条 件 证 明 着 下 述 
定理 7.2.2 WiX,.n521) E 9G IF, EX, = 0, A= 
supEX, <eo, As=supE |X, |? eoo ,O<cd<t3. 假设 
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G) WY goo 时 T— x, 
GD Pn) Sen * g> (36-+8) /(203—S)) V (2+) FER E>. 
那么 我 们 有 


(7.2.7) LP, W) = O(n TI). 
证 HOA, 5) 2.2.2 及 引 理 2. 2. 10. 我 从 有 
人 
< emt, 


不 失 一 般 性 ,我 们 订 设 有 =consoo 二 1. HBA W, 是 以 (kin， 
Sdn) k=O. lovin 为 结 点 的 随机 折线 . 记 

X" = XIX, Cy vn) - EXIC|X,| Cy Vn) 

TEE ee 
Bp yan 1] Se XA 随机 变 基 KO 
AAO) ARB i. 

设 SPP > X'W BARA A Ck/2 SPs n ) k=0,1, 


= 


,的 随机 折线 . 对 它 应 用 中 理 2.2.10 有 


(7. 2.9) Ps | Woe W, 4 >> en 7? SHa) 
x mm 
s J?) max — (Ss, 一 ) poa 8) 
| max A 


Len HID uE max |S, - SiP |21? 
LEDT EAE] 


21¢ 


SA eee max El |S, — SEP |2} 3° 


+ SEIX, 一 xe | 和 
l 


en el 


4 bai m0( 下 而 取 定 ), 写 n= 二 lm 于， 
OSL OW. ER AA On SiP n) k=0,1, sm Ñ 
《1 | Sy A ) 的 随机 折线 . 我 们 有 
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P{ || WP — Ws? | Sb} 
< D)P\max| Sit. — SP |> Vn) 
km} 

Sc De HE max | SHG i 
Lar TH: 

<= cmb ty weet gsi 

i l- uf? 


= g" kad 


其 中 应 用 了 引 理 2. 2.10, 车 我 们 取 b= en a = + 36/[ (0384+ 
5)7] ,那么 


(n/T K st IAAI) 
所 以 我 们 有 
(7.2.10) PC |W — WP || > carats }< cn mat, 
& h=[n"),0>0C FMR). 记 d=! 一 h， 
a 


(iy. 1) 
F yai 


WP RAHA k/n, DEP Sn) k= 1m + 1, ELT 
线 ,我 们 有 
PIW? — We || So} 


+ a 
=P{ max |SP — 》 XP in| >b 


vn} 


1 安 上 委 闸 十 ] are 
k A 
= 
max | eae cu Ita te bn } 
{max 
jm) i=] 
k A 
ae Ei 27u72 
<en (| max El 2) DX orean) T 
ETETE j= tel 


m+i 
+ SIE| S xian) 
j=l ju] 


此 时 由 引 理 2. 2. 4 ,括号 中 前 一 项 不 超过 cmh, E MRR 
过 mh"? =OC (mh) ,所 以 
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P{W — WP || Sb} S Ah. 
若 我 们 取 been VAG Ey 
3— ò 4% 


(7.2.11) OT 3" 


ABZ Ch/l) xen Ft Vet Bh) ; 所 以 有 

《7.2. 12) 五 { | WP- -WE ff en EGF) gy Ae tad | 
余下 的 证 明 仿 照 Utev (1984) ESR, Bl H Berkes 和 Philipp 

C1979 HY) E 2, 我 们 有 

(7.2.13) PY || Wi? — WP | cpl hdn/l} S cP) nl, 


& = 
其 中 W's BAA R/n, DEO / Sn) k= 0,1 ym + 1 BY 
j=t 


随机 折线 , 165?) 是 相互 独立 与 8 有 相同 分 布 的 随机 变量 . 又 由 
Sakhanenko(1981) ,我 们 有 


(7.2.14) PIWS We d KT 2 


其 中 W'S 是 具有 结 点 { /ns XY, Jn) k= 01m +1 


随机 折线 , {Y,) 是 相互 独立 的 正 态 随 机 变量 ,EY, = 0,VarY, = 
Var j = 1,2 mm +} H 


: mtl m+] NR 
q = e| PERL |") /( X Varer)", 
i> | ral] 
易 见 由 (7. 2. 8) 我 们 有 
《7. 2. 15) g= cn? SV ELEM |S cn m 


im) 
< c(n{lylo 2 
所 以 当主 2 十 38/((3 十 人 四 时 


i 
oF —8/(203 + a) 
gi) Sen 。 


最 后 ,如 我 们 取 
2(3 一 0) 36 
0? Tsar +7}, 


那么 
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《人 
结合 (7. 2.11) 我 们 有 
3 Oi 38 ， ee 49 
a 3 3°" 


0 < 之 7 之 


Sal Oy 


320 
Tk 2(9 — 38 + 268)’ 


PP T A 
P! | W, — W > en ASTE EEE) < en 0 Cl D) 

AF LW, WS infet P: || W,—W || 1e), 4E. 2. DR. 
定理 7. 2. 2 证 毕 . 

注 7.2.1 Utev(1984) 讨 论 了 a 混合 序列 弱 收 全 的 速度 ,得 
到 下 述 结果 . 

设 iX nl) EIR Be RBA, EX, =0.EX'*=1 RA 
五 |X oe ,0<Cd<3. 假设 


e= EXN H EAK a 
ne 1 


an) aicen E nl, 
其 中 
g> max(d, | aD (7a) + ô), 
T'I + EDG H- È) + Âd). 


12+ 58) 


u — maxj 2 i 《2 -+ 9203 一 | 9 


ke 
jl) 如 定理 7.2.1 di! 定义. MA 
LAP AW) £ cAn TI TSI D 
HH cesclAg e AS EX, |2. 
aj, ô=1 即 假设 EX eao, alan =O E BZ 
LPa W= Oia E) 
172+ 


Gorodezkii(1083) 世 计 论 过 类 似 的 结果 . 
注 7.2.2 Yoshihara(1979) 讨 论 了 强 平稳 绝对 正则 序列 骅 收 
oe fy RIE E EX,=0,E|X, [18 <oo( Bt > 0), Jy Am 
azil 


oo F. DET LIP. oW) =01n "t dogn)"?). 
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第 下 部 分 几乎 必然 收敛 和 强 殖 近 


在 这 一 部 分 中 ,我 们 研究 混合 相依 序列 的 部 分 和 的 几乎 必然 
(a. s. ) 收 敛 性 和 强逼 近 . 60 年 代 以 来 ;不 少 作 者 讨论 了 这 类 序列 
部 分 和 的 a. s. 收敛 性 . 例如 ,Iosifescu 和 Theodorescu(1969) 建 立 
T o 混合 序列 的 0-1 律 ,强大 数 律 和 随机 级 数 的 收 合 性 等 结果 . 
近 10 年 来 ,各 种 混合 序列 的 完全 收敛 性 已 经 被 名 和 启 满 等 人 深入 地 
研究 ,从 而 可 导出 有 关 强 大 数 律 的 深刻 的 结果 , 我 们 将 在 第 八 章 中 
讨论 这 些 内 容 . 

混合 序列 (和 2 的 部 分 和 S= > X, 用 一 个 Wiener 过 


程 强 逼近 已 经 被 Phiipp 和 Stout《1975) 等 研究 过 , 郁 启 满 和 陆 传 
涛 全 面 地 改进 了 这 些 结果 . 混合 序列 的 部 分 和 的 增 量 的 极限 性 质 
是 由 林 正 炎 等 人 得 到 的 . 这 些 深刻 的 定理 将 在 第 九 章 和 第 十 章 中 
分 别 氢 述 和 论证 . 

在 第 十 一 章 中 ,我 们 将 介绍 带 有 集 指标 的 混合 序列 的 强 明 近 
理论 . 
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第 八 章 ”大 数 律 和 完全 收敛 性 


在 本 章 的 前 两 节 中 ,我 们 将 介绍 多 混合 序列 的 Borel-Cantelli 
S| BE, Bi KBE ARK RE. 自从 许 宝 又 和 Robbins(1947) 提 出 完 
全 收敛 性 的 概念 以 来 ,许多 人 研究 过 这 一 课题 . 弱 相 依 序列 的 完全 
收敛 性 也 曾 被 一 些 作者 讨论 过 .在 8. 3-8. 5 节 , 我 们 将 分 别 介绍 多 
混合 序列 .p- 混 合 序 列 和 a- 混合 序列 的 完全 收敛 性 . 最 后 ,在 8. 6 
节 , 我 们 将 讨论 Prohorov 提出 的 三 个 问题 在 zp 混合 情 形 时 的 有 关 
结论 ， 


$8.1 KAE 
Chow 和 Teicher(1978) 对 于 独立 随机 变量 组 列 XSS 
A} BT AR SRE FE RE RE. 往 千 初 将 这 一 结 宁 推 | 到 了 


9 混合 情形 ,证 明了 下 列 定理 . 记 S= > 


定理 8.1.1 BiX,,.1Sj<h ORGAN GEA HME 
BAM. BEER A. 使 得 


(8.1.1) S,- A, 0, n> 
且 对 任意 的 >00 
(8.1.2) P { max | X,,, Ze }—>0, noo 
当 有 号 仅 当 对 任意 的 e>>0 

4, 
(8. 1.3) > P{ |X| Se E} + 0,n — oo 
和 


是 
(8.1.4) Var(> XI(|X,| <1) + 0,n— o, 
imi 
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Het of 


$a 


= HEX, Za 1) + 04). 


7 一 


xe HE 8- 1.1 fey BERR. 
3| 理 8.1.1 KX nll PRO. AB mx(Y) 表 示 随 机 
i Y 的 中 倍数, 堵 么 存在 c.0<c<172 ,对 一切 充 分 大 的 大， 


(8.1.5) Pi max |S, — mS; — Sas +81)) |>el 


tin 


Poe i ` 
Spig max 1 Xj) +I Sail ee} > 
1—2e ， letjgin 4d ki 


git 


Pop S(ky= XX 


证 R k 如 此 大 ,使得 C= 二 gh) 之 172. 令 
“min { 1 ide 5, ez mS, > Daaka T Sk ~~ 1)) = E} ` 
i= 
. nt reer re. + 是 空 集 时 、. 
记 B= iS, -Sua a +S Sm (S;— Spor tS8;(R—-1))} 185 


son. BR PCB 21/2. AAT = j © Hal Xe Xi}, BE 


U 1B, | cr =s Jel ain i; 二: 5k — 1) = €} 


人 tk —- 1) max |X;| + Sss Se}. 
' (yuni J 


’ 


H eii Eng 


(8.1.6) Pjitk— l) max :X,|+5S,,,-. Be! 

: poyali l 

= 2 = j} 

= = SPU ) ~ GRIIPIT = j} 
1=1 

sil ieprere 

=: ， 5 , s = Sz: nh 

= 5 in P į max (5, — mS; 一 Se 
\ ! 
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4- S$,(2 — 1)} ee 
如 用 一 和 FOREN, 可 得 另 -个 不 等 式 : 从 而 得 证 (8.1.5) 
id 
B= {max!5i(n — D| > Beh 


B. 一 | [Sim Di D> e max! Soa — AD] Sle) Gasca, 
“ n Eae 


Kafke > el. F, =La] cE 
SI 8.1.2 HiX onl E — GHA SI. X Sra, 
fole2e one EL M0 个 得 gM) < 之 176. 则 有 
(1 一 SAMDE | maxs? | — 4E? 


(81 PUD-a 
3E; 4 meee | } of sM’ r“ -12e Late De2 


证 IF lenik a 我 们 有 
(8.1.8) ‘Sf 三 max |S, (k —- i)i 
Gages 


=. 2 max 1 区 二 — i)... 
an OLM Gn Qua M . i 有 
(8.1.9) max | „S! Sen max 9 | 十 ri< jki tM, 
(8.1.10) max, 151) 1S 十 Mr 十 max [Suu UiM). 
从 (8. 1.8)-(8.1. Loy Herd. 对 j= L2 


max |S; | las max | max „Sie max S] | 
pe kei i cb Mer ig ' 


:~ max a + Mr max |S; un i M)! 
EA B ELMETI? 


FA ma + Mr-+3:2 hy G =p] 
= te 
因此 对 给 定 的 ， E ie: 我 ive 
(8.1.11) max S |max Sj + Mrt „max [Sila —-D) E 
注意 到 对 j=l 2n 
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max |.S,(7 — £) ile =< (X ir [In + max |S; (n = Olly 
jatin : 7 j++ Ein f 
< (r+ Oly 
WR latite <3 ++), 88.1.1) 78 


(8. 1.12) Ei max x Sils = 一 SIE max Sils, 
yer gin 
M 
< QE maxsil, + D E| max, 15:1 


2 
+ Mr + 4 max|S,{n — £) | i; 
Palen 


M 
< 2E maxSils, +3 >) E max Sip, 


j=M41 Sigi- M 
+ (3Mir? + 12(r + £) P(B). 
记 六 ,= nex, |S) Mjn. 由 引 理 1.2. 10 并 注意 到 PCF Xt i 
是 不 增 的 ,我 们 有 
>> E max ees, 一 5 EY;I n, 


f=M41 PEAS M j=M41 


= > (Er Ir — EY?1s.) 


i=M +1 
一 EYinde, + 2 EO; — Yr, 
j=M+2 


< EY3.,{PCF ya.) + 20(M)} 


+ SD) EO — YD (PCF) + 290M) } 


j=M+2 


S EY {Pl(Fy 4) + 2KM))}. 


此 外 
M 
DLE maxSils < (Mr + €)?PCB) 
< 2 (M’r + 2) PB). 
将 这 些 结 果 代 入 (8.1.12) 得 到 
(8.1.13) E max S?], 


ll 
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<= 3 五 maxS; (P(B) + 20M) 
Is. ite 


+ (5M? + 12¢r + ©)? + 26) PCB). 
另 一 方面 
(8.1.14) E maxsi I a= E maxS} 一 E max S?}I rc 


ll l&n 
>E max.S} — 4e*(] — PCB)). 
将 它 与 (8. 1. 13) 相 结合 即 得 (8. 1. 7). 
引 理 8. 1.3 (X,.n1} 5 8. 1-2 所 设 . 如果 S. a.s. 收敛 
于 一 随机 变量 ,那么 4, E max Si WR. 


证 Dans U USA m—) | >). WR AM) <1/6, h 
S| HE 8. 1. 2， 


s= 6p ME max S?)— 4e 


3E | max St}+ SM?@r? + 12¢e + r)? — 22 


naed m 
利用 反 证 法 . mE E max Si 发 散 , 则 对 任意 的 nl, m 充分 大 
时 
(8.1.15) E max S >E max S?—E maxSi2do>0. 


nuttin} m liinat m 


PCD, ata) 之 


男 一 方面 ,由 S ZTS nym—» oot 
POD = P| mir Steal e} 


Ht 十 m 
<P{ max |S, | > e/2 上 + PilS.(m)| > €/2} + 0. 
与 (8. 1. 15》 了 矛盾 ,从 而 得 证 引 理 . 
引 理 8.1.4 i2 B= i max |X, |26}, T,= DUX: S0) 
i panana i==1 
Gn KM) 二 1/2, 则 有 
~ (1 = 2AM))ET, 
(8.1.16) P(B) = “ET. + M41 
证 id 
To=0,T. Cn) =T.am Tn B, = i |X, e}, 
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y 再 
e zee} :P= UB. j=l sn Fn =. 
i iz j 


pE |max |X, |e. 


我 们 有 
ET Ig Str. IKB o + S ET,1(B,) 


了 一 a 


= SET , + I- j + 1))1CB;) 


i=] 
b> ETT. u, +T j mnM) 
1-M11 


十 了 -Oo 一 1))7( 有 8) 


v= 1 


Mt M 
< D MPB © SPB,) 
t 
一 >) (ET, wl1(B) + MP(B,) + PCB,)) 


=M 11 


To ET, -m PCB) + (M + DPB). 
i=l 
H3 1.2.10, 


5 Er mw E te y ECT; wU R — NF) 
r Mel 


i=M -1 


= ETI Fu.) + $) EIX N_i > OLE) 


ge Mee 


=. j Dar X| =e) AIN Egaga + 2¢(M)) 


ca Pr 十 Pg MY}, 
ET, = ET ICR < 


由 此 即 得 (8. 1.16). 
定理 8. 1. 1 的 证 明 . 
先 让 充分 性 . WARG. 1. 3) 推 出 (8. 1. 2). 为 证 (8. 1.1), 沁 


A a T AE A 


< ET, P(B) + 24 M)) + (M + DPB). 
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由 (8. 1.4).V,—-EV, -全 0. 又 由 (8.1.3) 可 得 
a, 
(8.1.17) PW, 4#S)< Dl IX,| 守 1}) = 0(1), 


也 即 S,— EV, —>0. 因此 (C8.1. DXF A, = EV. FOC AEE. 
再 证 必要 性 . 从 引 理 8. 1. 4 ,我们 有 


(1 一 2AM DEJ IX, | Be 
P{ max Xol | 一 一 = i 

E21(IX,l > Sel} t+ Mi 
因此 由 (8. 1.2) 可 推 得 (8. 1.3). “为 了 证 明 (8. 1.4),4 YES Y, 
Jh a le] or Ah A LAE Be E 

Ter = Ys 

从 C8. 1.17) 和 (8. 1. 1) 可 得 VV, 一 4A, 0. Ae ve +0. 2 Va= 
uy. 由 引 理 ag ee 


(8.1.18) Pi max |Valze}<;25P{(M—1 max |Y; 
eia Yo a: Jes Ra 


十 IF je} =002). 
因此 利用 (8. 1. DAB. 1. 18) 我 们 有 
P| max |Va| = e} 


Thea 


<P{ 3 max me | =e} + > P(A | = e/M} = 002). 


r=k,—M+1 


于 是 ,仿照 引 理 8. 1. 3 的 证 明 , 可 得 Var V; 趋 于 0. 因此 Var ,= 
Var V: /2 RUM 0. 定理 8. 1.1 证 毕 . 
§8.2 强大 数 律 


首先 我 们 证 明 关 于 8 混合 序列 的 Borel-Cantelli 引 理 . 
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定理 8.2.1 设 {X.,r 关 1} 是 一 9 混合 序列 ,{ 丈 .一 c(CX) on 
之 1} 是 --o- 域 序列 - 那么 对 任意 的 AC Z,.P{A i 0. }=0 4A 
仅 当 
(8. 2.1) ST P(A) < ©; 


此 外 ,从 XI PCAD = 00 可 推出 PAi o. }=1. 
证 “对 第 一 部 分 ,我 们 只 需 证 明 :内 PAi 0. }—0 可 推出 
5 PCA) <o. 不 然 的 话 ,假设 SD PC4.) 一 oo. 由 此 ,存在 整数 / 


>0 使 得 5: =PO<— 1. AE 70 和 FS 一 1 使 得 >> P(A) = 


co- 我 们 有 
P{ ÙA, }= Pi AL, 5} 十 P{Ani,; A An iea + ee 


+ P| Aus, N see N Aimi pits N Ay, be 
由 有 混合 性 得 
PLU Agi} PLAN + PiAg nes} PA} — 8) + om 


+ P{Am i Pi Mess 站 N Aes} mb 


> DPA DH PEC U Ano). 
因此 从 >) P14. =o BAT P UAn EREN P 


{Ü Aai} 21-6. 因此 Pi Ai o. 3 21-8, 49 PIAL 0. }=0 F 
fi 
第 一部分 ,假设 > PCA) =c. 从 上 面 的 讨论 可 知 
Pllim sup A} = P{A,.t.0.} #0. 
显然 im sup AE 门 VF. RADE 证 明 N VF, 是 一 个 平凡 
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域 . 不 然 的 话 ,存在 一 集合 BE N VF..0<PUD)<1. h PRE 
性 ,对 任意 的 AE VF. Fi 
(8. 2. 2) {PCAB) — PCA)PCB)| < 9PCA). 
其 中 ?<172. 容易 验证 ,满足 (8- 2. 2) 的 集 类 包含 oR VF, 所 以 
若 取 A=B RA 
P(B) — PCB)’ < 3P(B), 

从 而 推 得 P(B)>172. 另 HERDLA BEN VF. 引出 巴 
i. 这 就 证 明了 PAsi 0. }=1. 

推论 8- ZI WX RAD I oH A FAL ic S. 


= 1X, WR S/erbas ,其 中 5 是 -有限 帝 数 ,那么 FLX, {一 
MH 从 5S./n=b a.s. 我 们 有 
X. S. Su au i 
一 二 一 一 一 TT* 一 0a.s. 
再 a 再 一 i nm 
因此 对 任 竟 的 e> 0. Pi | X./nl 之 e,i,0- |} = 0. 由 定理 8. 2.1, 
E}X,) < DPX, > a} < o, 


CFHAGATMMRERW OMAR A RHA EA 
Marcinkiewicz 强大 数 律 . 
定理 8 2 2 X. > 1) 是 同 分 布 的 5 湿 合 (p RDR 


A. 对 于 某 1 委 rr< 2,EX,) < a= AR ee) < 
oof PAZ) <). BA 


3.2.3) LYA EX) =0@7") as. 
nH 


Ft ae Of PETES. 3. 4( 推 论 8. 4. 2) 直 接 推出 ,因此 
aE 
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推论 8. 2.2 设 {X.,n 之 1)} 是 一 同 分 布 的 9 混合 序列 ,满足 
yp (2")<oo, 那么 S,/n—>b as, 4 HARK ElX ,<co 且 5 一 
EX.. 

注 8. 2. 1 对 于 满足 条 件 > PEt ?9 混合 序列 (未 必 


同 分 布 ) ,如果 存 在 一 个 随机 变量 X 使 得 对 任意 的 xr>0,P{|X,| 
>r) SP |X| >r) AMER <2, EIX <o, RBH (1994) 
证 明定 理 8. 2.2 的 结论 仍然 成 立 . 

注 8. 2.2 Iosifescu 和 Theodorescu (1969) ITH T pia FF Fil 
级 数 的 收敛 性 . 例如 ,他 们 证 明了 :在 某 些 条 件 下 OSS OX, Has. 
APEH HE AE RTE TE SEHT A. ft ATTIE WER TF SK RR 如 果 


a, foo, $ Var X, jaco H, Se (n)<co , 那么 


二 (5。 — ES.)--0 a.s. 
8.2.3 BRS TRA RA 4 (1989) Mt a- 混合 序列 证 明了 一 个 
强大 数 律 :假设 supE|X， 1*<co( 基 个 p> Dh 


ie BI) Hic p<e2, 
a(n) = r 

Owi PÈR 
那么 《S, 一 ES,)/n 二 0(1) as, 


3 8.3 9 混合 序列 的 完全 收敛 性 


TER ATEH R E E Hir ERR Robbins (1947) E H AY. 他 
们 证 本 : mE {Xn n=l } 是 az i t. d. 随机 变量 序列 EX=0, EXi< 
LYP[ IS > en} < 09, 
Baum 和 Katz(1965) 进 一 步 证 明 ; EX, = 0H I r >11, 1&2, E 
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1”<co 当 县 仅 当 
Siap] |S, | > en} < 00, 


句 志 东 和 苏 淳 (1985) 得 到 如 下 结果 ， 

定理 8. 3.1 BX, nl) jE i i. id. 随机 变量 序列 ,>>1， 
0<t<2,h(zr) 当 r 一 cc 时 是 缓 变 的 ,那么 下 列 结 论 等 价 ， 

O E|X, ("AC |X, |<, 


Gi) 对 任意 的 €>0, D RDPI |S, — nb | Ben" } <20, 


Nn 二 1 
Gi) HERREY e>0, Dym hP (sup 151 一 肥 |/4 ee | < 
ae] ý 


oo, HIP b= EX, (ELUNE OKL). 
70 年 代 以 来 ,一些 学 者 研究 了 混合 序列 的 完全 收 伍 性 . 相应 于 
i.i. 4. 序 列 的 最 佳 结 果 是 而 局 满 (1988a) 给 出 的 . 
RIOR B8《x) 是 两 个 正 偶 站 数 , 满 足 条 件 : 
(8. 3.1) Xf r>0 ilr), Bla) /2? (EOS OA 2? / A) REI 
碱 的 . 
邵 启 满 (t988a) 证 明了 王 列 定理 . 记 ela) =e P(r). 
定理 8. 3.2 WiX. nl GRAFH, EX =0H 


(8. 3.2) EBCX, l(BCX,)) < o. 
如 果 满 足下 列 杀 件 之 一 : 
a) ALUE r A BUG y 且 存 在 + 宇 2 使 得 
a | 
(8. 3. 3) 2 T < 
和 
[loge] 13 
(8. 3.4) DP (2) < Fplogd(n) ; 
im] 
b) Ala CB 2) jr A BCDB y H nm cout 
D _ of mend 
2 > EG O| en) 


jer 
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(8. 3. 63 SPZ) < 06; 

c) A(x) BG))/2? 4 HEE n> a> 2 BC ECBO)! x9: 
4 * 
(8.3.7) >) | 


本 二 上 


那么 ,对 任意 e>, 
(8. 3- 8) > Pl me max A(S,) > en} < oo, 


定理 8. 3.3 假设 (是 严格 单调 的 . BX nS BAD A 
的 PHAR A. 如 果 (8. 3.8) 被 满足 ,那么 (8- 3-2) 成 立 且 对 任意 
的 e>o 


(8.3.9) $ -Ke/2DP P {sup acs) > elon, 
a=} nm = 


48.3.1 GIR iG) sees paw 3.8) F ft 
于 (8- 3. 9). 

在 定理 8.3.2 和 8.3-3 中 仿 ln) =a or > 1,8 (a) =n, 
1sst<<2, 我 们 有 

推论 8- 3.1 RX nS EAH pn A. FARR 
是 等 价 的 ; 

(i) EIXi{"<o0,EX.,=0; 


2/2 
n 


a(n) 


|" ‘exp { 31 Netw }< 


《ii) 对 任意 的 e>0, Sl 2P (max iSi > ew") < oo; 
n=- | ea 


GD 对 任意 的 e>0，y yx-zP|sup1S4M > €} < o. 
a=] -a 


MRAR fn) = log n Ao =r ,1 所 tf 之 2, 则 有 
推论 8. 3.2 HX. nS ADAG Pp 混合 序列 且 对 充分 


大 的 no phn 9g (log °°. 那么 下 列 结 论 等 价 : 
Gi) EIX; aes |X, | )<co, EX, ==0; 


Gi) 对 任意 的 e>o, ST 28" P { max |S;| > en} < o. 
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推论 8- 3.3 Ki XSi Bae PRAHA, EX, 一 人 0. 
EX Fca. RR Spa(29) < co, 则 对 任意 的 e>0, 


3} 4 {max |S, en 一 oo. 
a= 7 ica 


8.3.2 FES. 3. LAHAT Ll ee F :定理 8. 3- 1 的 结论 
MFM AAAS p HEA TE tae, RR IR. ME ar) > O-- 
E ARM. BA FANS SH: 

(D" EIX, ("h| X, | <00,EX,=0; 


Gi)! 对 任意 的 >0, Dy h) P {max |S; |en} <0 ; 
n=] roe | 


Citi) 对 任意 的 e0, Dn ADP {max |S. /e Se} <oo. 


其 中 r>l, a2. 
推论 8. 3. 2 也 能 作 类 似 的 加 强 . 


定理 8. 3. 2 的 证 明 . 
F BAHAG. 3.1) af HEM 
(8. 3. 10) aLr) r'? A atx) fay. 
记 
| 
J=; 
我 们 有 
(8.3.11) 5 Pp{maxps,) > en) 
< >) EP Pimax|X,| > a(n) } 
“ é(n) 
十 5 —, Pimax(S,,| > alen) } 
= if, + Í. 
易 知 
(8. 3. 12) LS DG P{|X,| > eln)} 
eel 
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= Silom SPU < Bx) <j+1)} 


jmn 


< 2 DP < BOX < 十 1) 
< 


+] 
EPX ECGBCK,)) < oo. 


现在 来 估计 五 .不 失 一 般 性 可 设 0<<e<<i72. 由 08. 3.10) 
n| EX 14 IR | Sem) [| SnE|X, [iX | > aln)} 


< FS ERX, BCX, 11 |X, | > any} 
< Sap SEA X UBL UX, > ad). 


EF) (C1) > OF lim EAX UKD |X, | > eG) =0, US 
充分 大 时 有 

hd a 受 Lacen). 
因此 


(8. 3. 13) | P|max13. 一 ES > jeter}. 


由 站 理 2. 2. 2 和 引 理 2. 2.10, 对 给 定 的 9g 之 2( 将 在 后 面 指定 ). 存在 
MRM q 的 常数 C=C) HE 


(8.3.14) P{ max |S. — ES,| > yaln) | 


flog ] 
< C, Caen) (Ca exp { 3 Sgir) } 
i=] 


EX3I{|X,. < en)}) e?” 
+ nE|X,|'1{|X,| <atn)}). 
如 果 条 件 a) ME. g=286r+1). 由 《8, 3. 10), (8. 3. 13) 
和 (8. 3. 14) RATA | 


(8. 3. 15) I, PY E 
n=] 


n 


[loge] 


Jexp (3 212") 
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giz 
EXN |X, | <a(n)}) 


+e) HEIX NIIX | < and) 
= id, + L. 
由 (8. 3. 4) 
iloga) |; ; 
” exp { (34/2) 0 2( 27) 
(8. 3. 16) Tc > Do 
a=] 


(EBCX, HCX >)? 


A 

p 

<c > TREE 
nd (nee 1 


a=1 


> Vk: ] 
se < 
<c, nny O 


a=1 


因为 从 BDB y 可 推出 zlCz) /Cz) y , 故 由 (8.3.10) 


得 
svt). Sa. a 
(8. 3.17) 2s aj) 之 a’ (7) 2 da 
ne (ny) = 1 
a’ (92) 之 7 
| ni (ny 1 
a(n) | 
因此 
(8. 3. 18) je DIK, ISAK ISA} 


= 
[AB lx <p < +1) 
Ke Ha X IUL) 
SeEA(KN BX L. 
从 (8.3.15),(8.3.16) 和 (8.3.18) 得 证 I 之 ce, 也 就 是 说 ,定理 
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8. 3. 2 在 条 件 a) 下 成 立 . 


当 条 件 RAN S 9 一 2. 由 类 级 的 讨论 也 有 五 <ce. mee 
件 “) 被 满足 , 令 g=9 因此 从 (C8.3.7) 易 知 [二 00. HEM Sar 
(3Cr)) ray 可 推出 rir) yy , 故 由 (8.3. 10) 得 


Sa EO) al #8 Ga) -i -a2 a OF EOD 

之 Aj) © ata) > is la: 

Ag co. 从 而 1 过 oc. 这 就 完成 了 定理 8. 3. 2 的 证 明 . 
定理 8 3. 3 的 证 明 . 


首先 我 们 证 明了 从 (8.3.8) of HEM (8.3.9). Wd = 
多” A. 我们 有 
dla) < _m!2]) P( sup poo Se} 


(Za 


ke mis E 797 ‘ 
<5 > ‘Ln) ‘2 i) p Pls sup xo >ej 


Rg 


z= Ia é(n) — 2 yz 1m) Pl sup ae e} 


Lec 2 


(8. 3.19) >= 


sae a 


< Sle“, - 2d...) P| max poe) 


s=1 t=} 


< Sie “dP! max (BOS) Ser | 


=: 


a Da 5 1 mae a0 > eo 


Tee fo? 1 


=. >> lp i max f(S;) > S< OO, 


这 就 证 明了 (8.3.9) 

规 在 我 们 来 评 明 《8. 3. 2) 成 立 . 由 (8. 3. 19) ,对 任意 > ORI 
m 
(8. 3. 20) SHOP [max], > ee20 | 一 BA 


业 一 1 


因此 , 当 ke oot 
(8. 3. 21) P {max |X; > a(E2*) }— 0. 
i 
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这 样 , 再 注意 到 当 pott op) 0. BE 4H 产 , 使 对 任意 的 
She. 
Ah) + P {max xX] Bate) < 1/2. 
Fe, mF Laicior7) fees 2) ,我 们 有 
PE max iX,| > ee2) )> 2 P(X, > acer). 


TE 


Nit 
(8. 3. 22) SUPPI {X, > ate?*)} 


=l 
<e Dp max |X, | > > ace2t) }< 
s — it 
EBCX HCX DOSLA) 十 D PUPIL < A(X.) < 24} 


<i) + Di 2U2 PUN, | = a(2?-*)}. 


从 {8- 3.22) 得 EAX (P(X) <2. 因此 (8. 3.2} 成 立 . 定理 
8. 3. 3 证 毕 . 


§ 8.4 pRa FNN EAE 


对 于 户 混 合 序 列 的 完全 和 收复 性 ,并 不 能 完全 达到 gp 混合 情形 
时 的 结论 . 提 是 某 些 理想 的 充分 条 件 已 被 给 出 . 
定义 8.4.1 了 廿 数 i(r)>0(x>0) 称 为 是 所 单调 不 碱 的 ,如 果 
lim sup sup E(t) zr) < oc; 
类 似 地 , 称 它 是 拟 单调 不 增 的 ,如 果 
lim sup sup HA /CT) < cc. 
本 节 中 ,总 设 zx) 是 一 个 正 的 但 的 所 单调 不 辣 的 滑 数 ,83(z) 
是 一 个 正 的 侦 沈 数 , 使 得 对 于 某 个 00, P) 和 二 /BCzr) 都 是 
单调 不 减 的 . 记 Cr) =invACr). 
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邵 和 启 满 (1989c) 证 明了 三 列 定理 . 

定理 8. 4.1 ECDADA r BUD ERO 
en <1 RE BARK X 2S lA AM REF., 
EX,==0,EBCX, i 8CX))  ) ec 满足 


(8. 4.1) ace < co, 
那么 对 任意 的 E> 
(8.4.2) > A pi (max (S) > en} < o. 


定理 8. 4.2 假设 存在 9 六 2 之 2 和 SOE a/d 
== itn) gi? ap 
se z5] a ee 


RBtX 2S lL BOA cH BF. EX, = 0, EBX, 8 
CAD, HI r >g 


(8. 4. 3) 


(8.4. 4) Do ak Og a 
rm 一 | 
那么 (8. 4. 2 成 立 . 
推论 8.4.1 KX Sse CURA SY. EX, =o, 
EIX PREX 9 <oc 其 中 pel, pal>1,a>1/2,A(2) > 0h 
变 范 数 .那么 ,如 果 


(8. 4. 5) erin) < co 
其 中 r 一 2， 大 1SpP<2; ad, 若 p2, WER e>0 
(8. 4. 6) ye hin) P { max |S; > en ) < co, 


=1 


由 此 有 即 可 推 得 下 列 Marcinkiewicz-Zygmund 大 数 律 ， 
推论 8. 4. 2 RIX n2l ADAH p- 混 合 序列 ,EX 二 0， 
E|X,|*’<«<(<gp<2), Bz 
51 (2") < oO, 
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WA 


limS,/2'’? = 0 a.s. 
推论 8. 4. 3 设 {X,,n3z1} 是 同 分 布 的 产 混合 序列 ,EX 一 0， 
E JX [PR OXZ | 站 过 co 之 2) ,其 中 有 Cz) 是 单调 不 减 的 缓 变 消 
数 . 又 设 
yo(2) < oo. 
那么 对 任意 的 e>0， 
5 AER p { max |S; > n) < co, 


如 果 推 论 8. 4. 1 中 的 条 件 EIX PROX [OKR UE 

个 S>0,E{X, |? <co 那 么 条 件 (8.4.5) 醋 以 略 去 . 此 外 ， ee 
和 张 明 俊 (1994) 指 出 : 同 分 布 的 条 件 可 被 放宽 . 
定理 8. 4. 1 和 8. 4. 2 的 证 明 需 要 王 列 引 理 ， 

引 理 8. 4.1 iif onl E CRA FA, E= 0, Eg EDA 

00,0 gi E Pit R A: EARO, EREE 

的 (> 0. supx/g (a) Sct/g C). ETG) = ae .那么 对 任意 


的 9 ,gs 之 2, 存 在 常数 K =K 1g 00+) 4849 
P{max|To@| > 2}< DPI > A} 


+ K {x(n exp) [K Se) | maxi IdE] < B) | 
+ nexp( KYS P2) | log" (27) maxElé IdE] <B 
jæ A 
Dom] 
十 rel n Pexp| K > pt2) )} max |$ IB < | 三 | < ANY 
im] r R 
n ， qai? [logn] . 1 
r! (žl kexp( K $, (2>) maxE|€|"1(B < |&| < A) 
=] i t 


-2 KYY | 区 
+ 27? enp Ck) exp| K 2 (2) ) log [z] 
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. max E&I (B < ff.) < AD}, 
其 中 a <n). > OM AD B> OME FAH: 
dnl A ‘= 
(8. 4.7) tay max Es EDIGU SAS, 


(8. 4. 8) 1a py max Eg (\€ ICEL SB). 


证 ARH Bi CS ARR ASH. i 
s = ENUEI <= B — EEKE: < B); 
fa = I(B < E] < A) — EEI < 16] < AD; 
&, = IE = Ar — EEIE > A); 


= S18, k= 1.253 


tm- 


Sy a 
{8. 4.9) P imaxi T.G) | > r’ 


<PimaxiT,| >F }+ P{maxiTe! >F} 
in ee $i 


4 


>= 
4 
+ P\maxiTs) >F |= + h +h. 
: ge 2 


H8- 4.7) 
(5-4-10 I, Pi 


Mie ICE: > AS 


wee} 


=z 


on 


一 DIE'EUCES SA): 


<P) ME ICES A> 
r= 


£ CA 
a4 gid) 


x 
Z 
Eg(!& DIGE > Ad} 


<P; Ga, Wei >A SZ} 


<>P GE > AD. 
出 引 理 2. 2. 5 和 引 理 4. 1. 2 ,存在 算数 K: =K. lq pt) 使 得 


” 154 - Z 


[ingre i 
(8-4-1D BSK n EIGE expt K, P o(2+)| 


= 


十 mlogs (2m) JETO EKDE 


[ Toge ] 
“expt X, >) P's(2)) |. 
为 了 估计 五 记 
t2r+ yak 
(8.4.12) Y,= $) se i= 0.1. p. 
r= Det 
Zr kik 
Z, == os ees t = 9,1,- s pzs 


Wi = XY, W = $Z. 
pe y= 65 
于 是 
E LZ P| max W. P | max TENE Zh 
SEA EGA ala a E ec Wel rhe, 
T 
+ Pi max max > Eal > 12! 


oe ai? 
= -f, 十 于 + 1 
由 引 理 2. 2. 5 和 (8. 4. peer 


z+ aM 


(8. 4. 14) 7 二 中 至] max Pi a SHB Et < A) 


hat eet F 


EF EE NB zl < A) 


tet lw ; 
< + y 
> ip 2 M EI WB < ii < AD} 
r n s (ETE 
Se eee Pt 2 IE CB < JEJ < A) 


~ Ejê B< | 一 4 并 
24 | 


< KAZ pron EB < [81 < Ae | 


» 335 - 


Clog» ] 


exp{ K 2 0(2/)} 
7 [log*] 
+ klETCB < |} < ANBexp( Ky X722) ) 
[legnj 
< K x {nn IEICE < |é| < A) ||% exp( K, 2P) 


Liogan) 
tne EB < JE] < Adlizexp( Ks 3) e2). 


下 面 来 估计 Jy. 3 Ho TE E TA aal DLIET EA TE CEET fre 
F -1 为 平凡 o- 12 
U; = Y, T ECY, |F i)a; = Xa 


H, = DEW, |F a)i = 日, 主 ， fy. 
J 三 ] 


容易 看 出 
5 <p IG 2 | | A 
daan | lea +P | De Mle Zy 


= :T+ 
因为 iU,, 记 .以 宕 0} 是 挝 差 序 列 , 故 由 拷 差 序列 的 极 大 信和 不 等 式 、 
Marcinkiewicz-Zygmund 不 等 式 和 引 理 2. 2. 5 ,我 们 有 


aod age Mp 92 
(8.4.16) S ioe | EG, |% 


X K, hn + ph’? max EU; |e 
sree 


On res, 1 


< Kirt > ppt KEB < |El < ADI 
Tlogn ] 
exp(K, De) 
gii [logn] | 
+ RIENG < |€| < A lsexpl K, >) (2) } 
1 一 0 ee 
Kr née BE <A) l} exp] Ks >) 0(2)) 


r= 


Fe (4) # EEI < |El < A) 
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: logn, 


exp, K, D e2) 


模仿 引 理 2. 2.2 的 证 明 并 利用 引 理 2.2.5, 存 在 常数 天 :一 天 (po 


{+ 2) ` 使 得 
(8. 4. 17) 有 
ser 
I Kmk RESPIR < |El < A) 
[loga] 
. log’ (2m exp’ Ks >) e2)]. 
i=0 
由 引 理 4.1. 2. 
(8.4.18) E max FH? 3.3K, ke’ (CR log! (2p DEST B< EA) 
TE Py 
， Cioge | - a 
-exp| K, > p(2‘)} i 
因此 我 们 得 到 


(8.4.19) Kr’ ‘np'(k log | 4 JEI ji <4) 


[lopn 


‘expi K, > Yo20 1 . 
(24 n/k ls 28d, p = 0. RE 1 二 0, 也 其 (8&. 4.19}) 成 并 ; 尖 


2 Bł, Hy 08. 4.18) af HEH C8. 4.199.) M08. 4.15), (8.4.16) 和 . 


(8. 4. 19) 得 到 
(8.4.20) Ty Kr or wt? ECB < |&| < Alle 


Fogn . 


exp! K, >) (2')| 


rou 


i fg? a a 
su RIG LCR = 16) SEA 


lk: 
Liogetj v4 
exp| K; >) e29], 
r= 


+ Ksr tap Gdlog'| 2 [IIB < 16,1 < Adit 


MIB < |p << ADE 
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[loga] 
P exp( K; 2e) : 


利用 同样 证 法 ,对 I 我 们 也 有 (C8. 4. 20). 引 理 8. 4. 1 证 毕 . 
定理 8. 4. 1 的 证 明 . 
由 假设 202), PUB) ) fay / Bol Pe) REM BIB 
不 减 的 ,因此 存在 常数 c->0, 使 得 对 任意 的 te > ol, 
(8. 4. 21) ix) < Cl), 
(8. 4. 22) ADIBI x L CBOE) /t, 
(8. 4. 23) xT /PTH TD EC TROB) 
由 (8. 4. 22),(8. 4. 23) 和 pik ,我 们 有 


ate) 5 1 ate) 
(8. 4. 24) Way =e pa 

: SC A, 
(8. 4.25) xtr) = ce ti(t) 


A n= Cogn) 8%, RS] Hs. 4. 1PH A=a(n), Bea(nC,) ,£= 
Lal, je Cr) = ,r=aten). (8. 4.7) 和 (8.4.8) 对 于 充 
分 大 的 x 是 被 满足 的 , 拼 实 上 ,对 于 nn 宇 1/e, 由 (8.4.24) 和 
《8. 4.21) 我 们 有 


MACY EBCX BK IT |X, | 3 a(n)) 
dC alen) 

SE BACK, P(X, TCS, | > e) 
ate? iC a(en ) 

< ESE ma XBR CX | E and). 


注意 到 Jim ELX CRON TC | Xi | San) =O MERA n R 
人 得 

EROU BACK, ECBCX,) TCX, | De e(a)) < alen). 
这 就 证 明 4.7) 是 被 满足 的 . 类 似 地 我 们 能 够 验证 48. 4. 8). 由 
引 理 8. 4.1, 令 gi 二 9: 二 2; 我 们 有 
《8. 4. 26) 5) “2 P{ maxP(S,) => en} 
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一 253 LU p {max |S;| > | > 


n=} 


< Sn) Pt PA 


a=] 


J De [M EXITCIX,| < 


$ a [U EXX] < 


alen) } 


> alr) } 


aln) ) 


Ferà 51 Len) -一 好 (naC Cloglogn EXI CX, | < 


4 (en) 


a ae pi ds + J, -十 > 


由 (8. 4. 21) 
(8. 4. 27) AS Qi 1m) PU 


>, SOP 


j=1 a= 


TADPY < 


J=] 


ACX,) <j +1} 
< A(X) << jth} 


BX Opti 


EBXNIB(X)) 二 co， | 
由 (8. 4. 23). (8.4. 25) r/d (r) R ela) /x OE, RANA 


ln)log ne (nCn) 
(8. 4. 28) JS ‘> & (ennd nC.) 


go 
< ETDD log ee 


n=l n 


log’n, 
225) EAs 9/2 


n=} 


= ee 


awl 


因为 和 pC2")<<oo, 我 人 有 pln) <clog”'n. 因此 


onC, log*n 


EB(XUICB(XI)) 


EBCX HBX D) 


a(n)) 
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GAWI Ley, so P) jog nEXI (|X) < a(n)) 
n=] 
n Nn Ln) on) g 
S 5 elog n ERXARD) 
Ba a | l 
= > nlog“?n ee 


Beis FR TJEK i J. AG 4. 250 r/d) y, 
re Si A fe? 1 


ee 


Sa CF) SF EG) ao (ZF) ple on? 


gy LO ESN joing 
a(n) 


因此 


(8.4.30) Fj 


+ S DEX < BX) EI+1) 


et A) aoe: buen 
0D) DO) ONS ACK) S540) 


Fob wey 


< Be XG << BCX) Sy + 1) 


< ere < cc- 
M8. 4. 27)-(8. 4. 30) 得 证 定理 8. 4. 1. 
定理 8. 4. 2 的 证 明 . 
HH BREE Cr) et BOM BI) ACO Ae) / 2 FE AIR 
减 的 .因此 存在 常数 <>0 使 得 (8.4. 2D RO. ER ee 
> OFR TR 
(8.4.31) Bia) — EU) Piz UGB z)) A BCLC8CDD 


EY 0 x z 
D c= 二 nn 1 ,其 中 £ 
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=z X? B=alnl,) k=ni g(r) = Ptr) 


KBC). 取 直 理 8. 4.1 中 的 z=alen). PACS. 4.7) ACS. 4. 8) 
满足 sch Cr ea ,对 充分 大 的 我们 有 
48Ca (nC) 


CCI) ERX DEB) 


_48Ce( én} 

=e (n C. pi 

gte aar 
n 


EBX, UCCX, )) 


EBX, M8C, )). 


因此 对 充分 人 的 n8. 4.8) 被 满足 . 同样 方式 可 证 (8.4. 7) 也 被 满 
€E. 
RIER. 4.1 中 的 91 二 qo 十 g 十 和 ,qs 二 r, 则 有 


(8. 4. 32) `i C P| maxg (S) > en} 


af 
an 


se DLP iX,| = a (n)} 


S3 I) ，，， FeSi gh 
aep Gl + nexp! NM 1(2') | 


a r=!) 


logo 五 X, PIC X | < a(nC,))| 
7 in) O rj? 
上 c2 at | EX, PRX] 


3> a(nC,)))* + nE|lX VIX | < atm) ) | 

一 ;了 7 + l; + F}. 
类 似 于 定理 8.4.1 的 证 明 中 对 的 估计 ,我 们 有 
(8. 4. 33) Ei c. 

; ogs] l E 
注意 到 edt 及 expi K >) AS jlogrn BBN, 利用 
i=] i 

(8.4.31) 和 条 件 (8. 4.3) RGA 


(8.431) Ly ed) SP nn B 1X, TAX S at)? 
Nn) nti? ati Gi, } 
ScD, an) rn ac, 
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< py nC.) 
pfs ] R 
< cyn PEIN 


o> A 


t= Í 


Ce 
=c > no la < ce 


noe} 


下 面 来 估计 Ls. 从 (8.4. 31) 可 得 


nn) nE X, | De aaC p) 
(8. 4. 35) ENTIS J AIEN A NM 
2 a | e{n) 


acy icn) & (nC,) 


Son CIT aC a(n) 


~ Linn (nC,) 1 

ae 2 An) PenC) nO HAC, ) 
< AS 1 

a C La 


H nE nC, VF 
LeEco, 
由 《8. 4. 35) 和 (8. 4. 31) 我 们 得 


(8.4.36) Ls cD REIX| [TX | < en)) 


ax | 


itn) iin) 
< ‘> “D+ 


Ex IGSA < 了 十 1 


wan) nT awa) 
=e) win) Æ In) iter 


+ 5 ya nl (n) pire? 1 


at St tn) a(n) Wh FOr 
E|X I KISBA j+ 1) 


alee > PDEIX, TUS 
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A(X) <7 4+ 1) 


EBXNAB KR)) < cc， 
从 (8. 4. 32) — (8. 4. 36) 得 证 定理 8. 4. 2. 
为 了 证 明 推 论 8. 4. 1 和 8. 4. 2, 我 们 需要 下 殉 引 理 . 
引 理 8.4.2 设 关 zz) 是 正 的 组 变 果 数 ,那么 对 任意 的 <>0， 


oh (x) FEA BURA BR RR. 
证 由 组 变 函 数 的 性 质 , 我 们 有 
Ala) 二 二 hr) __ 
lim Meath) Ac 2*- 1y = {im a h(2¥+}) =L 
因此 存在 入 使 得 对 mN 成 立 
A(x) z 7 h(x) 
.4. 37) sup ——— ~<2°,2°=<= 一 -一 一 一。 
(8.4.37) SUD Tegrity S22 ttt net BOP) 
REE RA cee”, > M MN 使 得 
(8. 4. 38) ee ey eee pee ere kes 
从 (8.4.37) 和 (8.4.38) 我 们 有 
e pje xt > Ao . DM] +1) 
XR) Pea ATES AC2 ) 


< gE Ager) 
<< a2 aM PA Ce) 
L MND p OHM y—M +D h Cp) 
= 3 - tht). 
这 就 证 明了 rakz) 是 一 个 拟 单调 不 减 函数 ， 
推论 8. 4. 1 的 证 明 . 从 pa 六 1 和 引 理 8.4.2 可 知 nT hC) et 
单调 不 减 的 . WRLH. BZ ACM x? PA ARE BA 
减 的 . 因此 从 定理 8. 4- 1 得 证 推论 8. 4. LOTR po 2, IBA thear) 
和 ?Cr) 都 是 拟 单 调 不 减 的 ,因此 从 定理 8.4.2 得 证 推论 
8.4.1. 如果 一 2, 注 意 到 limm EXT (|X, | <n") = OM ER e> 0 
都 成 立 ,推论 8. 4. 1 可 以 道 过 重复 定理 8. 4. 2 的 证 明 得 到 . 
推论 8. 4. 2 的 证 明 . 显然 rz* 一 Var) 是 增 函 数 . 出 引 理 8.4. 2， 
x? (h(a) FET I AOR. 因此 推论 8. 4. 2 从 定理 8. 4. 1 得 到 . 
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$8.5 < 混合 序列 的 完全 收敛 性 


对 于 “混合 序列 的 完全 收敛 性 ,Hipp(1979) 曾 给 出 过 下 列 结 
R: 

定理 8. 5.0 设 1712<ar12<rSc  l/acp<r, 又 设 (X nm 
22) } BSR FES a 混合 的 随机 变 基 序列 EX = 0,E |X, | <oo. 假设 


. HEA - noe, E eae es ie “a 远 ee 
(8.5.1) EROS | 2 一] fg Net 
那么 对 任意 的 en 

8. 5. 2) S7 nP | max! S,| > en’ |< æ, 


ne] 

Rh. 4 r—co El X, A RW Berbee (1987) iH st ke Fh E 

Hipp shah 仓 是 不 成 立 的 . 
邵 启 满 (1993c) 证 明了 上 下列 定 埋 : 

定理 8. 5.1 1 /2<asel V/e pro. Mik{X,.n 1} 
a dk Cy BY BL EJF y) EX, =0+sup E\X,|"<cc. 假设 对 某 个 fo 
rpi{r—p) 
CB Bs 33 atin) = One Vnlog in), 
那么 (8. 5. 2) ARAL. 

在 pa= 1H} ER. 5. 18) ~ 个 点 接 推论 是 

推论 8. 5. 1 iara, iX. nli eR AR DEL SB = 
列 EX, =0.supE IX, i" 之 ox, RR MSE Por /G-1) 

a(n) = O(log #2), 


那么 对 任意 的 e>0 
> FP {max S| > en |< 90, 


特别 地 我 们 有 
Spn Ü as. 
定理 8. 5. LE WEBS ie EA BP 9S E. 
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引 理 8. 5.1 W(X. nal ERLE BPS ATE ~ nel. EX, 
=0. BAM RA alee 21, <>OR RE 
(8. 5.4) 1k & «/(64aclogr) 
和 和 s 
| k 
(8.5.5) Aetra a GXIS SEA mS 
t=1 i=0 
2/32" alogx) 的 整数 六 成立 着 
(8.5.6) PlimaxlS,| = zjs42 "DEIX I(X,| >) 
ERTE] =m 
+ 4x "+ 32°?ncxr ace). 
证 今 
RC ERT Se); 


fart lk An o 1 
g = \* Y = eve = om = | Jame 
ie fj Xx O,1, Gi: | > | 


J71! 2k 
21 wa ” on 

Yo = .7 一 0:,1.….d; 一 | 一 一 | 
Tera 3 2k , 


5, 7 pane T. = ba are Ti = De are 
2= 1 
容易 看 出 
max |.§,| max |S,i + > /X,17¢|X,] > ©) 
eas Wana 


T 一 1 


+ NEIX OX! >), 
- 2] 


(8. 5.7) Py max |S,| == nZ P| max|5, | z 2/2} 


“1 i TE tie 


+ de VEIXIIOX,| >e). 
=] 
由 《8. 5.4). 
max :S; |$ max 17 -h max |T;2| 十 2ke 
lag ese Of yy Or IRL Gy 


PSL ve 
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< max |T; | + max IT a| + 2/32, 


Ne, fg, Osi do 
因此 我 们 有 
(8.5.8) P{max|S;|>z/2}<P! max |T..| 22/8} 
上 “DEY | 
十 已 | 四 erat oe (22/8) =: Po 


Oi 


首先 估计 工 ,1 的 估计 起 完全 类 似 的 . 记 
G. L = G( 人 2) ， G; =0(X; lS j < (2i + 134). 


te = E EE Ss i 
f= 


《8. 5. 9) <p{ IEY. |G...) | > x/16} 


= 4 


+ P{ max |U,| > xz/16 1 一 fy 十 Ji, 


Uosgi gy 


We EU: Goi 20 EB. Hb aT BE tO, |u | [lke ,注意 到 对 任 
Bet A Sl 


Ele™|G,.1)=1+ Se ee 


{=2 


(fw)! 站 [于 | 


<14 PEG|G) 2 Eo 


< exp (??e?!"* FG? |G_,)) 


< exp (te E ECY, IG, )), 
SAH AY Eat AE — t fexpi tU, - re YEO |G; Fhe 
0 是 一 非 负 上 鞠 . tak oe ERROR AAR ESE RE y > 0， 


(8. 5. 10) P| maxexp| tU, — Fe 80} ia Gj) EPESI 


Srg 


在 上 式 中 取 t=(32alogzx)/xr. 由 (8. 5.10) 和 (8. 5. 4), RITA 
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(8. 5.11) P{ max U; > 1/16} 


as 4; 


< P { max exp; tU; — te eiie SECYS |G- 1) ) 


y=0 


> exp| E 一 gre@lelte SET, IG.) | 
j= | 


2 


< P| DEO G- > aps | 


pen 


十 P| max exp| ws, peli > ECY}, |G,-1)] 
Oe) jut 


: E fe “zr _) 
>em| 匠 rez 
“1 A í ~ 
<P DEY (G) > re 
; | Eo2'tlh 2 | 
| 


4) 2 
-一 D i T —a 
= P| BEY, Cara a] 十 xz- 


和 2. 4, 由 (8. 5.5) 可 得 
FE iziti 
SEYS al Se a} >) DF KAXI SOM: 


/一 0 j=0 i=2jł+1 
< 4| Slaen) 5 IXIQXI Sl 
i=0 1=0 
7 a 
S GD dogr 
因此 


x? 
(8. 5. 12) p | SE ju [Gy | 


f= 


< 2 sow 8(32) alogz SEEM? a lG- — EY?,l. 


Tt 
W &= EY ja lG) ee ,再 次 应 用 引 理 1. 2. 4, 有 
(8.5.13) El; | = EY}, 一 EY}. sent; < 4(kc) alk). 


= 207 。 


将 (8.5.13) 代 入 (8. 5.12). (8. 5.4) 即 得 


Pi sati 2 
, | sa 2 
(8. 5. 14) Pi DEW, Gj) 之 Tava 


SSS 
2 x 


. 


e (32y anc'kalk)logz _- (32y ancal k) 


将 它 与 (8. 5. 11) 相 结合 得 到 


P: max’, > T le 7° + (32V ncr ate). 
| 


类 似 地 又 有 


i Ee 
P i max té T. = — ya 
i DELEA l 6 


Sa" +b (32) ner talk). 
因此 
《8.5.15) 1 sar" + 20323 ner al’). 
类 似 于 (8.5. 13) .可 有 

B\|ECY,.. GO) = EY. ene, (Gi. ) < decal’), 
因此 
(8.5. 16) Ty i. 64nex” alk). 
M8. 5.9).(8.5- 15 AICS. 5. 16) Fl 
(8. 5. 17) Ts 2 十 3(0327)2racr lack). 
类 亿 地 .我 们 也 有 
(8.5. 18) I, 227° -e 3132Y ncr ack). 
(8.5. 7).¢8. 5. 8). (8.5. 17) F108. 5. 18) ,得 证 (8. 5. 6). 

51388. 5.2 ii Xn leah PA, AME Sle 
P i<lvgoo Cl. OME AY A, 

EX, 2205 (Xl Cn log, 
BBA Efe UREA R KSK Or ACi), PEER cS 
K Dr log t! 2n 
(8.5.19) P {max IS, | tr} KniD/ g) T Nen 
lg sd D; 
证 不 失 - 般 性 ,假设 卫 =1. 只 需 证 明 : 存 在 常数 天 ,使 得 对 
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任意 的 ce Kn logt! n 
(8. 5. 20) Pi max |S. eer PS Rng I og? Dr- Slut Pr, 
Biz | FBS. 5. 1 中 的 
C= 2x "og ClO ra =r + 2,k = [rx/(64aclogr) |. 
假设 
(8. 5. 21) Kag tie gg te aein gy ee J; 
不 然 的 话 ,(8. 5. 20) 是 平凡 的 . 如 果 引 理 8. 5. 1 的 条件 被 满足 ,那么 
(8.5. 20) FEM (8. 5.6) 得 出 . 所 以 我 们 只 需 验 证 (8. 5.5). 今后 我 
们 将 用 Ki Zen (XS vor 和 Ce 有 关 的 有 限 正 常数 , 它 在 不 同 的 地 
方 可 取 不 同 的 值 Bt BL = v2 WA h (8. 5. 21) 


(8.5.22) | ` XOX.) S o SNe! eG) 
r= | i= 1 
AI nket? SE rae! */C32alogc) 
EN = 1- MOP DUE) ogi Tit At e) 
(32) dg 32) 2 og = 
次 二 LO a 
TE “alog 


当 >> 2 时 ,由 于 (8. 5. 21) A vie Kn! iog Vo 我们 有 
(8. 5. 23) 9 XAXI soll: De eG) 


n 1+, Nietog -wn 
i=} 
I Kin(log' stati] Eaa = £ eil Bs) $ 1 log k) 
si Kadog” ar + Cré lelogr)) U leg r) 


x? 
ae ， 了 > i 
Ki nr togt! Heig 


“= (C32)ialogr 
Rn rise i 
Ge x 
Sha, @2)*alopz’ 
4. ACS. 5. 22) A (8. 3. 23) 即 知人 8.5.5) 补 满足. 引 理 8. 5. 2 证 
W, 
定理 8. 5.1 的 证 明 . 由 引 理 8.5.2, 对 任意 的 e 盖 0 存在 一 正常 
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数 天 ,使 得 
PÍ max |S,| > en’ | 


Lern 


= Kn! —ortl rip- Diir phir t ripe dir pt) 
ó log? i8 rg— Ir pG brlp—1)/(r— pd), 


= Kn log i Te Pror r-a, 


由 此 ,并 注意 到 (8. 5. 5) 得 证 (8. 5.6). 由 它 直 接 产 生 定理 的 结论 . 
推论 8. 5. 1 中 S/n) acs. ,只 须 证 明 max1S， | /2*— OR) A]. 后 


iaz 
一 断 语 显然 成 立 . 
下 面 的 例子 说 明 , 如 果 用 r/e pE 8>>rp/(r 一 户 ), 定 
理 8. 5. 1 不 成 立 
例 8.5. 1 邻 1 一 pp<r Lp 和 1. 记 


alr- p) a(p—1) 一 ] 
ae r(1—a@) + pa~ a r—p i r—li—a(lr—p)’ 


glx) =z log’ r, r220, 
G0) =0,G(W) = 3 g(t) J),n=1,2,., 


r=) 


FDI = Cg FPO ogg Cr) Jog log g(x) 220. 
又 RY, nl pape Wak 满足 


= fr ] 
PIY, =+ f Cn} = FG ZF E Ye = 0} = 1] — Fm 


对 GG- DAAG EX 六 ,二 了 .序列 {及 .,n 主 1} 有 下 列 性 质 ， 
(B. 5.24) EX,~0, EX, =r; 
《8. 5.25) wa 一 OO Plog? » oglogn)—!), 


.26) SERA © > 0, DPA S,| 2 ent} = oo, 


8.5.2 &rlip 


(8. 


y 


a= {r — 1)/rig(n) = [n texpin)], G = Se). 
lige aera ag 满足 


PUY, = + n'log''n} = Se :PlY. = 0} =1— 


f=] 


1 
nlogn* 
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对 GG DORESC) ,定义 了 ,二 了 了 i. FRI X, ee) A PER : 
EX. = 0, E'X, | = l, 
a(n} = O(log "P Coglogn) 1)， 
对 任意 的 es > 0, D) 二 P11S.| Z en} = ov. 


a=1 


28.5.1 我 们 现在 可 来 讨论 定理 8. 5. 0 的 结论 在 r<oont es 
否 成 立 .假设 1 二 pp 所 rr/2. 于 是 (8. 5.1) 8 > 8p 充分 大 ) 是 满足 
的 .但 例 8. 5. 1 告诉 我 们 混合 速度 至 少 为 nm” PO? 这 就 是 说 定理 
8. 5.0 很 可 能 是 不 成 立 的 . 但 是 , 例 8.5. 1 中 的 {X,,n 之 1} 并 不 是 强 
平稳 的 . 部 启 满 (1993c) 猜 测 ; 存 在 - -个 强 平稳 a 混合 序列 ;满足 
(8. 5. 24),(8.5.26) 且 alu) =OGn "Plog n), 他 又 猜测 定 
理 8.5. 1 中 的 假设 82>rpi(r 一 p) 可 以 用 Pori (r 一 代替 . 


3 8.6 混 台 序列 部 分 和 的 完全 
收 侣 性 的 进一步 讨论 
GXI i id. EPERRA E S= OX, BR H 
OM g(t) 是 定义 在 0,1) 上 的 正 函 数 , 当 z->oo 时 HW too. id gd 
(= | gona 0, 


v(e) PTS, S eH (nd), 


me) = sup{(jS,| — eH(n))' /e}, 


XE) = supin = 1; |S,| > eH (n)}, 
其 中 上 是 -一 竺 意 正 数 . Prohorov 普 提 出 过 三 个 问题 : 
C1) 对 任意 e>0 


(8. 6. 1) Syn) Pt [Se oz €H(n}} < co 
是 否 等 价 于 对 任意 0 


Eg@Qte)) < co? 
(2) 对 任意 eo 
a 211° 


ane Dyr] max |S, S Ho) < co 
a=] Sone) bli 
是 否 等 价 于 对 任意 > 0 
Eb Uinvll (ae) ) ) < co? 
(3) SHER e>0 


(8. 6. 3) SHOP sup iS. | /HItk) > e< o 


Fete Sr PRM 任 a e>0 
Eg (xled) < oo? 


M, ={p: pir) > Our € ilc], FÆ 8,8, > 0, 
Hig ae ee AD a Wd Fe er) g h. 
Sirazgimov fll Crafrov 《1987) 讨 论 了 这 些 问 题 且 在 下 列 条 件 
ae 
€8. 6.4) lim supfi(Cad H (r) <i. C> |; 


一 


(8. 6.5) lim infP{S, sz eH in) OY e> 0 
A 

4E M. c > ott girt, 
HEART Fic: tice Ser. 


(8.6.6) PU. Fee) 1— Digna) PAS Bell (n))<00,Ve>o. 
w=] 

(3.6.7) MPH ye) = Zop P{ maz SrH (n) <00, Y e>0, 
n=] 1 车: 太守 ’ 


(8. 6.8) SPH 8): = OpnP | sup S/H Se) oo ,We>0. 
苏 淳 (1989) 研 究 了 这 些 问 题 ,给 出 了 如 下 结果 . 假设 满足 下 列 
FiF: 
(AD FERR CDO, a0 ERE H paS cpa); 
(B) ED A oleeco), FE e00, ERER cee, 


f ugodu a= ctp); 
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(C) 0<6 SAO) / 8, LOMA HU) /t # co (t+ oo MH H 
(t)/t+ OH H7(2)/t # oo (too); 


D 存在 正 整 数 N Al 中 >>0, 使 对 任意 的 整数 A> 
AT+1 nt 
SOO) S 1 + d) So). 


am] 


那么 (8. 6. LIB. 6. 2S8. 6. DEEL rle) Lo. 

王后 宝 (1993) Xf FR p 混合 序列 讨论 了 Prohorov 的 三 
个 问题 . 记 
(8.6.9) g (1)=sup sup max 


AGS * EST PPB) > eo 

i |PCB{A)—PC(B)|,|PCA|B)—PCA)|}, 

(8.6010). oe zo| > Jel fal ots 
x 2 rae 

My =(¢:f(x) > 0,231, 

ng tn oo .ng tn) >[n/2 loCin/2])}. 
他 证 明了 下 列 定 理 . 

定理 8. 6. 1 设 i{X,,n 宇 1} 是 强 平 稳 混合 序列 ,满足 

(8.6.11) 对 任意 e>0,lim inf P{S,2 —eH(n) }>¢" (1). 


Mi POM; ,HH(n) 满 足 (8. 6.4). 


(8. 6. 12) D on) e(n) < co 
AX geM;s—M, 
7 | S, . S; 
(8. 6.13) Pl sup FD > e} > CP ink Hi =~ }° 
n = 让 2 
其 中 < 是 一 常数 . 那么 对 任意 的 &>-0, (8. 6. (8. 6. 7S 
(8. 6.8)! Siet HE) < oo, 


定理 8. 6. 1 的 证 明 通 过 几 个 引 理 给 出 . 
引 理 8. 6. 1 如 果 对 任意 的 z>0 
(8. 6, 11) lim inf inf PAS, — 8, 2-— xz} > gp (1). 
那么 存在 常数 C>0 使 对 任意 的 y 和 nEN 
" 213° 


《8. 6.14) P | maxs, ze y}<CPIS, > y ~ 2). 
证 he (1) 的 定义 和 (8. 6.1 RNA 


P{S, 2a 一 r} 2 > PiS, > y — rsmaxS, > y) 


|i 
"J 
Ea 

Wi 

i 
b 
Y 
< 
z] 
加 
mw 
in 
A 
tet 


— g (DPS, 之 y maxs; < y. si 
z= CP | maxS; > = yj a = 1,2,” 


引 理 8 ， 6-2 设 (XX.,n 宇 1} 是 蝇 平 稳 序 列 ， 满足 (8. 6. 11), 又 
设 ng(n) 守 Cn 二 1,2,…. 那么 (8. 6. 6 (8. 6.7). 

证 ”只 需 访 明 (8.6.6) 过 (8.6.7). 肥 (8.6.14) 中 的 yee 
(a) ,Xx 二 Ee 及 (nn)/2. 如 能 验证 (8. 6. 11) 就 足够 了 . 首先 我 们 有 
(8. 6.15) PiS, eH (n)} > Gn oo. 
否则 ,应 有 {mn},r 和 >0 使 得 

PS, eH(n)} 2 r > 0. 

不 失 一 般 性 可 设计 3m ,1 二 1.2,…. 于 是 ,由 (8.6.11), 对 任意 
AS 22; Bn, fH 1.2.8 Rr PORN 


P(S. > ÈH) V> P'S, > Hm) ,5 — 5, 2— SHO) | 


> PIS. S&H}! PÍS, — 8, >— SHm) ¢ a)! 


2 PIS, 2 = eH (n) | PIs See SH —n)\— 9 a) 
ary > 0， 
从 nf nde 0 n=1.2,°, YR 
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PH 8/2) > Sym) P(S,. > eH (mm) /2} 


i=l] m= 2A 
arr 


>r 2 > mlm) /m 
i=] m=2nt 


ami 


Bnd} 2 $ =<, 


- | m= fni 


与 (8. 6. OFS. 因此 从 (8. 6. 159108. 6. 11) 得 到 :对 任意 > 0 
lim inf int PIS, — $, >- 2eH(n)) 


= > lim inf jinf Pi S, > — eH (n), 5S, < EH (n)} 


“an 


z> lim inf inf | i PIS, 2 — ef(n)} — PS, = eH (n)}) 


> gl). 
引 理 8. 6. 2 证 毕 . 
引 理 8. 6. 3 ” 设 {X,} 是 随 村 变量 序列 ,过 (xz) 满足 (8. 6.4) H 
mn) > Ln/2 yn/2]) m= 1.25+- ,那么 (8. 6. D= (8. 6. 8)'. 
证 EER nin) AA HOHO S, RUA 
s re) [ELAD pf wy 3s Se} 
n hae 


i 
— CE) j 
Pear ia aoe 
«a NO ny (2) ) 一 上 me aoe 2 |e [a 2) | Si | 
S22 n e O 
<. etri 
DD apo -my2]4([a/2])) 
= n=2 
Ypi S | 
2P) ene HOD | 
í ie a 1 21.-1 ， 
<= lb bS npin) Dji b nga) | 
J=! San É ept 
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一 工 


> = mon) P [sups > eH (2 | 


w 站 +1 -1 


<2) 2) YC) P sups, > eH (2) | 


=1 


ane 


<2 > 3960 P {sups, > > eð H (n) \. 


t=? 


由 上 的 任意 性 和 (8, 6.7), 即 得 引 理 8. 6. 3. 
引 理 8.6.4 在 定理 8.6. 1 的 条 件 下 ,(8. 6. 8)' 二 (8. 6.7). 
证 对 任 给 的 se>0, 记 6 一 maxieyce). 由 (8. 6.13) 我 们 有 


(8. 6. 16) +C™>P {sups / HOE) 
>P| sups, IHO) +P {inf S/H @)<—ee 
SP sup] S/H ORe}. 

由 (8. 6. 4) 和 在 2 ,使 对 任意 的 z 实 1 有 


(8.6.17) 0H(2x2) <= HCx). 
由 此 我 们 有 


(pisi / HO > e}=U- 


ize? "=! è 


U, Sl 2 aH} 


&; 


>g Wis. > $e] UY ise > $n] 


U | |S, a Sz | 之 AH) | 


=] k=? | 


= {$ m Ma cori ee ; 
{sup gegen H(2') 


结合 (8. 6. 16) 就 得 
(8. 6. 18) P\supS,/H (i) > sð) 


iar 


= -1 一 1 a 
arc 
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S, Sy 
B, = | man, Sry > 2m | lcm, LY 
S, — Sy 
B; = | m max S ind = 2e 上、 
Zakat l HQ) i 


容易 验证 :任何 混合 序列 都 服从 0-1 律 . 因为 (B,,i,0. } E Xk 
zn) ‘HB PCB; 750. = 1 或 0. 如 果 PUB,,?,o. )= 二 1 ,那么 


P Ísu max Sre 
z eh ti HCX) 

这 一 不 等 式 ,(8.6.18) 和 At 的 性 质 , 我 们 有 
(8.6.19) St¢" ,H,e,) 


2—1 2—1 


> Ste 2 ngjln) — 2 p> ng Cn) | 


mm 他 一 ] di 


> 2e | 一 P{UB}=1,7 = 1,2. 
ime j 


P 


sup 
iaz 


HO ZS | 


21 一 ! 27 一 1 一 


Sez tap See De ng) 


=2 ear 27 1 a= 2? 
aN 


= lim | go 2 npn) ee 390) = co, 


(a 


ma 一 2 


事实 上 ,对 任 给 RN, 当 NE=Noo naz 2’o A nolan) => 


2M ,所 以 2-> SY Ung(DZMH. (8.6.19) 与 (8. 6. 8) 矛盾. 因此 
PUB, 4,0.) 一 0， 

也 就 是 说 , 当 i oot Pi U By) 0. 这 就 证 明了 当 i 一 oo 时 

P(A) 一 1. 将 这 一 结果 与 (8. 6. 17) 相 结合 ,并 注意 到 平稳 性 及 p 


混合 的 定义 ,对 充分 大 的 了 我 们 有 
| Tim Sa 一 Sz 调 
(sop max 0 2 | P { UB} 


oo 


> P(UBA}= SI PBA) > >) PCB; A) 


im j i=j 
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was 


=> Ži PCB: 一 CC2 !)} 


i=j 


Se 2 {PB ) SRE 


>c}, p max Sı > LH (2) | = cozy, 
| 
从 ng Cn) >Ln/ AWD UE 
-- ， 2 i 
> npin) > 2 nin). 


将 这 -结论 与 (8. 6. 18). (8. 6. 20) R (8. 6. 12) 相 结合 ,对 任意 的 


OR MH 
a> (UL H ed) 


Z tay 


Beye Si npa) — 2 Dy npn) 
= agit n= ? 
: S, | 
. Pi sup max 477) Z€ 全 
| 
: es e 于 y! 
Sel > npn) — 2 ba CD | 
i=? m=! n=? 
S, — Sy | 
P Ee 
jee La | 
pes : f ae. 2? 121 
So}. ale: , Dy ki 一 2 2 ng(n)| PCB; A) 
?一 2 /一 2 n=2° - git? 


i 
x 
| 
1 


t. 
1 
一 


ey bP g| P | max S, 之 THT) en 
'=2 oi i “+i 


> JPOP (maxs, > 5 Hn) — ‘Pympem 
= cM (p, IE, 26/8) 一 cS popin). 
a=} 
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引 理 8. 6. 4 证 毕 . 

定理 8. 6.1 从 引 理 8. 6. 1 一 -8. 6. 4 得 到 . 

注 8. 6. 1 条 件 (3. 6.13) 仅 在 引 理 8. 6.4 证 明 中 被 用 到 . 当 考 
虑 双 侧 尾 概率 级 数 夺 ,条 件 (8. 6. 13) 就 可 被 免除 . 

对 独立 随机 变量 序列 Prohorov 问题 的 进步 讨论 由 苏 济 
(1986) A BB FR (1988) 等 给 出 . 
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关于 混合 随机 变量 序列 的 重 对 数 律 和 强 不 变 原理 在 60 年 代 
已 被 若干 作者 所 讨论 . Philipp 和 Stout 的 专著 (1975) 系 统 地 应 用 
Strasseen 款 嵌 入 方法 于 相依 随机 变量 部 分 和 的 强 通 近 ,对 < 混合 
序列 函数 , 强 平 稳 9 混 合 序列 , 缺 项 三 角 级 数 , 一 类 Gauss 序列 及 
马 氏 链 可 加 放 函 等 建立 了 强 不 变 原理 . 对 强 平稳 9 混合 序列 及 强 
平稳 o RA JEF Berkes 和 Philipp (1979), Dabrowski (1982) 及 
Bradley (1985) 分 别 作 了 讨论 ,获得 了 进一步 的 结果 . 但 这 些 结果 
已 被 陆 传 荣 和 邵 启 满 作 了 本 质 上 的 改进 . 在 邵 启 满 和 陆 传 荣 
(1986) 中 ,他 们 对 2 混合 序列 获得 了 -一 个 更 好 的 通 近 阶 . 这 些 将 在 
$9.1 中 介绍 . 对 强 平稳 yg 混合 随机 变量 序列 {X,,n 之 1} EX,=0, 


EX <o H, 》 9? (n)<coftt, Heyde 和 Scott(1973) 首 先 给 出 了 
n=] 


部 分 和 和 5, FA Wiener 过 程 W IREGI BEA OC (Cn log log z)™*). 
邵 启 满 (1989,1993b) 改 进 这 一 结果 ,对 9p 混 合 和 pp 混合 序列 , 当 2 
Mr 48 A BE ALB GRA OC Clogn) SO Bt. 4 TR E ARAA 
Br. 由 此 可 推 得 重 对 数 律 . 当 24+ OSS OEM. ha Tat 
一 步 的 结果 . 由 此 可 推出 钟 重 对 数 律 . 这 些 将 被 讨论 于 8 9. 2 中. 
邵 启 满 和 陆 传 荣 (1987) 及 邵 启 满 (1989a) 也 研究 了 a 泥 合 序列 的 
ge. 这 些 也 改进 了 前 人 的 结果 ,将 被 讨论 于 $ 9. 3 H. 


$ 9. 1 9 混合 序列 的 强 膛 近 


WX, nal) E p iR Salg RRR, EX, 50.8 8 
= XS) 二 Say(1>0). 在 本 节 中 ,我 们 首先 讨论 在 应 用 
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Strassen 的 黄 嵌 入 方法 时 ,对 9 混合 序列 部 分 和 的 强 通 近 的 速度 
有 多 快 .由 邵 高 满 和 陆 传 菜 (1986) 所 得 到 的 强 通 近 速度 已 接近 对 
Fii d. 情形 理想 的 阶 OC Gloglogn)'* Cogn)” ). 证 明 着 下 述 定 
M. 

定理 9.1.1 (和 邵 启 满 , 陆 传 荣 1986), HEX, mel} GRE 
FER) EX, = 0. 假设 | 

O SH ce 0 GSES Sen, 

(ii) supE |X, |"<0o, 

GD ga) =O t/n). 
那么 可 在 一 较 大 的 概率 空间 上 ,在 其 上 有 一 标准 Wiener 过 程 {W 
CE) ,i 之 0} ,不 改变 {S(2),t 这 0) 的 分 布 重新 定义 过 程 {5(2) ,1 之 0}， 
EHE- 六 0 当 teo 
(9.1.1) St) — We?) = Oo dogo) t) as. 
其 中 of = 07,7. 

从 定理 9. 1.1 我 们 即 可 写 出 下 述 推论 . 

推论 9.1.1 R(X. Sl BER p 混 合 随 机 变量 序列 ,EX， 
二 0. 若 


(9. 1. 2) o2 = EX? 十 2S) EX,X, 


XPM. NA c= 1, BARRE DA Gi) FA 
(9.1.3) S(t} — Wat) = OCF“ Clogt)®4#'9) a.s. 

为 证 明定 理 9.1.1 ,我 们 首先 给 出 一 个 基本 命题 命题 的 证 明 
指明 了 如 何 对 混合 序列 应 用 Strassen BRR ATT ELA RB had UE 
R. 

设 -F= {pN dF n20) E RR o 域 序 列 . 假设 X, 是 
丈 。 可 测 的 ,az 一 1,2，…… R anal 定义 


2 


(9.1.4) Y, = DEX F) 一 EK )} 


k=l 
SNe a e eh 
其 中 
“221 。 


2" 3” 
(9. 1.5) 4, 一 SEG as Un = > EC X44) F n 17 
k=) 


parent 


FWY. FZ anal) eM. 

命题 9. 1. 1 (X.ni) BM SERRA, EX.=0, 
sup& |X, |?) ?<00(0<dS22). 1 F,=0{ Xi, 1S ken BBR o 
序列 . 车 下 述 条 件 被 满足 : 

(a) MTSE cl 0.07 = ES? en, 


ow 


(b> fae |le-c OC). >) Pe i ata oes 


» 1 


(O 这 TD 一 >) WI-EYD. RE Azo 


malas. | on 


(9.1.6) ETa): TP? = OCn(log ny), 
那么 在 在 一 个 概率 空间 ,在 其 上 有 - -标准 Wiener 过 程 {W (2) 1 
O}R GS) S20) op ATH ie PES (| ETHERS se>0， 
yp co 时 有 
(Oy BN WO "oR a 
特别 地 ,对 5 二 2 我 们 有 
(9.1.8) St) -- We?) = Oe! doga, tt as, 

证 D KERTEL HE -— e>O, 
(9.1.9) S 一 STV, = OEP? dog) t2) as, 

= 


事实 上 ,注意 到 
S(t) Ez AY, == Siu 一 Hie 
bey anit 


利用 条 件 (b) 及 Borel-Cantelli 引 理 ,就 得 (9. 1. 9) 成 立 . 
FALE et BRE FEY LY. -< ,) 应 用 Skorohod-Strassen BRR A 
理 fF TE PSS , TEL OL A PE Wiener 过程 ({W GD 20) R 
非 负 停 时 序列 i: 工 ,} ,使 得 
lwi OT ja> DM YY} 


jn fan 


AHA ARG PAG. BT AAA EE. A AE 
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Y, = Wi 217s) — WI >T 


X- -新 的 概率 空间 上 上 . 现 令 
.=o{W|[ >7i CASCn), 


EE 
E, =o|\W 01d 20 i 
容易 看 出 YF, 是 多 .可 测 的 ， 是 对 每 一 n=l 
(9. 1. 10) ECT, |F) = EYE [,_,) = ECT? | Æ 1) a, 5. 
BOK TRE KeS 有 
EjT, PS EY, |22, 


jan 


2) 号 
(9.1.11) SE) — Wie?} — Su) — SOY, + W( SOT.) — Wee), 
ket belt 


为 估计 (9. 1. 11) 右 边 第 二 个 差 ,我 们 需要 估计 和/T, 一 of 写 
(9. 1. 12) Dut — £ = 2 一 ECD [A-1)} 


a EGF, 1) — ¥3} + { Sv? — a2}. 
l | 


bet 
我 们 来 证 
(9, 7: 13) >T, oÈ = tar E (loga, yates 202 一 全 ) a. S. 
Skay- EY |. Gas BRA Ry. > 5) PRBS. h b) 
BR es = O(1). 


Ate ph Bk at EAS ce BEC, Chow 1965) ,我 们 有 
(9.1.14) DR = ORED (Logg REFIT ) a. s. 


het 
类 似 地 有 
(9.1.15) ZT ET, iS 1) ) 一 -OU nerag t ECE) y a.s. 


对 于 (9. J. DA 的 第 二 项 ,由 条 件 tc),Moricz 定理 及 Borel- 
Cantelli 9| FES pk 
(9, 1. 16) b9 (Yi s EY) = Oct P loge} +6420 pets a. Ss. 


上 sz 
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注意 到 {( 妇 , 安 外 是 靳 差 序列 ,由 条 件 (a),(b) 及 Schwarz 不 等 式 有 
(9.1.17) SS EY?— @= El JY) ~ @ 
gE! : 


ket 
= 2E| YX) (u> Dyn) E| u~ Doe)’ 
kee 


kt ax 
= Oia, )， 
因此 由 (9. 1. 16), 9. 1. ed 我 们 有 
(9.1. 18) Siyi - = Oo! (logo,)! Het2U4AVatay a.s. 


RELL 


从 (9. 1.14), (9.1. 15) C9. 1. 18) RAB CO. 1. 13). 
现在 由 《9. 1. 13) 并 按照 Hanson #1 Russo(1983)A5 EM 3. 2. B 
的 证 明 ,可 得 


w( Ti) -- Wa?) = Og ?+ (loge, Ith OTM/AHDY ag, 
eet 


结合 (9. 1. 11) 和 (9. 1. 9) 得 证 命题 9. 1. 1 成 立 . 
定理 9. 1, 1 的 证 明 我 们 来 验证 命题 9.1. 1 KREM 
被 满足 . 由 引 理 1. 2.8 和 引 理 2. 2. 8, 我 们 有 
|e nu la Tt) 
=—E(X,ri ltn |'' sgna,) 


z 1] 
十 Sel > Xs] tt. | tisgnu, } 
r= k= 2-1 


a—l 


=O] fu hitit SIPPIE h een tt) 


i=) 


=OC lu, 302) 
这 就 得 证 
(9. 1.19) Il lara = OCD. 
类 似 地 有 
he aga OCG OM sh 
因此 
(9. 1. 20) Dy Wee re < cc- 


næj 
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所 以 条 件 (b) 被 满足 . 


HRe), A 
(9.1.21) Tm = >) (7 一 En = sup | Ta Ca) |l ;. 
EREA 人 ” 
易 见 对 每 一 正 整 数 min 有 
(9. 1. 22) I TG) les I Tain) 


十 Tre trrzvei(Lnf/2])> I 2 二 25 十 2 
HH i=[2n(log(2n))~°-*],e>0. 注意 到 
(9.1.23) En EaD + Tarraati( 0/2)? 
S 2th + 2E(T 0/2 PT ntina Ln/21)}, 
通过 一 个 初等 的 计算 ,从 (9. 1.4) 和 和 引 理 2.2.8 得 
ET En/2 DT minza Ln/2}) 
~ ET,({n/2])( DY) 
4 


= ET,([n/2]){{ YX) + 239 Xaus, — ux. — Du) 
T (aini — Hy, —" dv) | 


< 297 2) |] TC in/2]) || ， | Dyk | 
k 


2 
4 


+1 T, CCa/2IN {ll eon Heb 十 ol | Dx |, 
+ WFntLn/2}) h tw 有 +H an, NE + SD ell). 


其 中 > But m + (n/2J+i<kSm+ 2[n/2] +I RM. . 


N, =m + 2[n/2] +2, N,=m+([n/2] +2 
利用 引 理 2. 2. 8,(9. 1. 12) ,(9. 1. 19 AEG, GD, EEE 
žr c XR mone] 成 立 
《9. 1. 24) ET .({n/2)) T+ twuz a2 
S ct([n/2])n'? doga) +s. 
由 (9. 1.22), (9.1. 23) 和 (9. 1. 24) 式 得 
(9.1.25) Ta fl. S22r( na/2]) + ent dogan)", 
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-+ r¢! 2nCogn}”?-*]). 
最 后 ,从 (9.1. 25) 并 应 用 归纳 法 有 
T < Cn"? dogmai", 
FL OC, = max (exp (2°"), 2c). 这 就 证 明了 条 件 (c) 对 4 二 4 十 e 成 
六 ,定理 9.1. 1 证 毕 ， 
注 9.1.4 X nel E p REFI] EX. =0, HEM 9.1. 
1 的 条 件 人 被 满足 . 假设 对 某 o<d<2 
sup |X, 21% < co 
FL Gn) PA COSC RE A> 0. AB I MAp ER C1986) he OOF 
述 结果 ， 
1) G0<Kd<2 H Mad =O ) 某 ae>>1 ,那么 对 任 给 的 e>0 
SG) — Wia) = Olat?  tlaga Ferre) a.s, 
HAT A= Zlog" /log8™!,€=1- 26a—1)/Ca(2+6))>0. 
2) Æ 0x2 H pln) =O"), (24+8)/(2014 8) ) <a, 
AB ART FEAF => 0 
Sit) — Wet) = Ofer FEO tHY as, 


$9.2 oi A APS) Arse SIE 


在 本 章 的 引言 中 ,我 们 已 提 到 -个 有 兴趣 的 问题 , 即 当 仅 设 
supX, OOM pin) =O Cogn )“*) 一 1( 或 2 一 DCClogz) )， 
a>>1) 时 ,混合 序列 的 部 分 和 过 程 SO 用 Wiener ct F298 38 at 09K 
度 有 多 快 ? 在 这 一 : 节 中 ,我 们 i 计 论 了 Pp 混 合 序 列 , 给 出 它 的 强 半 近 
的 阶 为 OC Ciloglogn )*?). 由 此 得 出 对 这 --p 混合 序列 重 对 数 律 成 
Ww. 为 了 获得 钟 重 数 律 对 5 混合 序列 成 立 , 我 们 需要 假设 supE 
(X oc 

定理 9.2.1 CARE 1989a.1993b). 设 {X,,n 实 1} 是 强 平稳 
PIRSA, EX, =0,EXi<coo, 假设 | 

Gi) ai= ESi~ros (n>), 
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GO AHE = 0. G1) = OC Clogn) TE), 
那么 可 在 : 较 大 概率 空间 上 ,在 其 上 有 一 Wiener 过 程 ,不 改变 {S 
《0 的 分 布 重新 定义 过 程 1S(0 20}) 使 得 当 tc<e 时 有 
(9.2.1) St) — W(o) = Oa, Cloglogr)'”) a.s. 

定理 9.2.2 REX. m1) Ee ER IRA, EX, 一 0， 
EX! <o, 假设 


(i) -0 (noo), 


Gi 2 2 )<es, 
那么 (9. 2. 1) 也 成 立 .. 

借助 Wiener 过 程 的 重 对 数 律 ,从 上 面 的 定理 即 可 写 出 下 一 扒 
iÈ. 


推论 9.2.1 在 定理 9. 2.1 或 9.2.2 的 条 件 下 ,我 们 有 


(9.2.2) limsup| Sni; al Sloe lo =] as, 

PR ALT ae PE] FES PO AE 

定理 9.2.3 CAB TR 1989a,1993b). {Xn 21} ER ES 
OHS FRR. EX, =0, 83 G>0, EX, |" ooo, 假设 

Gi) geo (noo), 

Ci) PAE ri 1/2.eCn) =OC Cogn)” "). 
邦 么 对 任 -- 0 过 8 之 ri2 一 1:4 有 
(9.2.33 SO) Wio) = OCe,(logt)—*) a.s. 

推论 9.2.2 在 定理 9.2.3 的 条 件 下 ,我 们 有 (9.2. 2) 和 
SloglogN ae 


) iminf | ; 人 一 $ 
(9.2.4) liming | far | max 15, l as. 


注 9.2.1 对 平稳 混合 序列 {X,1n 宇 1: ,EX 一 0,EIXL|*:'° 
<o0 gece H p(n) =OC logan) 9 CE vr > (248) /2U 40% 
FE 9.2.3 和 推论 9. 2.2 的 结果 也 成 立 . 

29.2.2 在 这 些 定理 和 推论 中 平稳 性 的 假设 可 被 间 分 布 条 
FR. 顺便 指出 ,本 节 的 结果 改进 了 Bradley (1985),Dabrowski 
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(1982) 及 Berkes 和 Philipp(1979) 有 关 结 果 . 
在 这 些 定理 前 证 明 中 ,我 们 将 应 用 Bernstein 分 段 法 和 
Strassen BERR ATE. > 
(9. 2.5) X, = XI (X 2 k) — EX, (Xi E $), 
(9. 2.6) X, = X, (X? < k) 一 EX TCX? < A). 


par 
&=1 k=1 
ktn E +n 
Sm)= DR S= DY. 
1 一 天 + ] =k+1 
首先 我 们 将 证 明 
(9.2.7) Sin) =O?) as. 


然后 我 们 定义 整数 的 区 组 A. A RR Hi € hr 
个 , 厂 含 关 个 相继 的 整数 ,日 相 邻 的 区 组 音 无 空隙 ,这 里 
(9.2.8) A, = CardH, = [ak expe’) |], 
i, = Cardi, = [ak7 'exp(h’/2) ] 
H 0<e<1 竺 下面 确 定 . > 
N,: = So Card(H, U I,) ~ expt), 


gtk 
q 4 
is. = > Ra Vj = nae. ee 
JEH, JEL 


Ss =u Elu,| F, 1) H.F, = OCX i S Nai + fy) 
wm: = (kin € H, u J? l~ doga)“. 


显然 有 

(9. 2. 9) S, =Sin) + SCn). 

(9. 2.10) Sin) = 8 + SEG | Fi 
! 一 1 r=1 


证 Do + > Xi 


im Nm, +1 


由 这 两 个 表示 式 ,为 证 定理 9. 2. 1 ,我们 首先 指出 此 时 仅 需 验 
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证 (9. 2.7) 和 下 述 关系 式 成 立 ; 
《9. 2.11) Siu, = O (exp (or/2)) a.s. 


上 一 1 


(9, 2.12) max | > X,| = Ocexp(?/2)) a. S. 
=N, ,}1 


Na < J Ny +1 i 


(9, 2.13) XJ E(u, F = OCexp (n*/2)) as. 
i=1 


(有 


1 一 1 


(9.2.15) DJ (EIF, 一 ES) = Olexp(n)) as, 


(9.2.16) SE — ES? =o(n) a.s. 

定理 9%. 2.1 的 证 明 . 

假设 (9. 2.7) 和 (9. 2. 11)-(9. 2. 16 RI. ie = Eg. 那 
么 
(9.2.17) Stn) -WC = SE, — We) + Wee) 

i=l 
— Wie) + Or”) as, 

应 用 Strassen BER A AEF RRB F, kl), E t t FA 
iT, nl fF 


(W( DT) a 1p {D6 n> 1}. 


重新 定义 
并 
r=] z=1 
类 似 王 (9.1. 10) ,我 们 有 
ET, 2.) = EE |F) = EEF a) 
写 
(9.2.18) DE wW =w DT) w Her) 
r=] iat, 


i&m 


* 


和 
(9. 2. 19) uF, - ET) = YT, — ED, i) 


+ See Fi) — B+ G ~ EE), 


一 上 


由 Chow (1968) BR MEA EAI CO. Zii 级 数 
> E <o as. 
可 推 得 级 数 
> "(E — EE) 
也 概率 为 工地 收敛 . 从 Kronecker 引 理 即 得 
>) — FR) = Olexp(n)) a.s. 


rile 


HEA DT. ET |S .)) = ofexp(@n®)). 因此 结合 (9. 2.15) 
有 
AT — ET.) = O(exp(n)) a.s. 


i=j 


”应 用 Wiener it Fo 38 ft AY Hanson-Russo 定理 (参见 Hanson 和 和 
Russol983 定理 3. 2B A109. 2.18) ,我 们 得 


(9.2.20) YE W) = OCtmloglogn)'7) a.s. 
1 一 1 


类 似 地 ,从 (9.2. 16) 我 们 有 W602) W (2) = OC (nloglogn)'* a, s. 
结合 (9. 2. 20081 (9. 2.17) .就 得 定理 9. 2.1 成 立 . 

现在 为 完成 定理 9. 2. 1 的 证 明 , 还 需 验证 (9. 2.7),(9.2. 11)- 
(9. 2. 16) 成 立 . 它们 将 由 下 还 一 组 引 理 来 完成 . 首先 ,对 任意 随机 
AS ba 2h tt = 4+ S| BB. 由 引 理 9. 2. 1 可 推出 (9. 2.7). 

引 理 9.2.1 iR (Xn) EIR KRAH EA FF EX <o. 那 
么 有 
(9. 2. 21) pl [XTX + EXA: DeP*)} 
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= ofn) a.s. 
证 我们 有 


DE LICKER) 
=. 


Se 
<2, Qui *E|X, I Gr-1<X#<j) 


ll 
一 
, 


<4 X OG— DEIX IGX) 


7 一 1 


<x 3 EX?1(j—-1<K?<j) 
=4EXi< co. 


所 以 > i ŽILA Do ats. ,那么 从 Kronecker 引 理 即 
=l 
得 (9. 2. 21) 成 立 . 
引 理 9. 2.2 Æ E|X|<co, J AI E— 0<0<1,e>0 
Se ly a i iX: bead & al, Gl < e" YY x oo 


k=l 


证 AW EXAMS F 
> i dibs 
ap sn se Pe — et 5 EIX Ee < <|X|<e") 
i=] 


Seve - EIX tte Xle et 


f=1 


一 


<cE |X |<s0, 
引 理 9.2.3 设 {cz 之 1} 是 单调 不 增 的 正 数列 ,那么 对 任 一 
实数 序列 {173,,n 宇 1} 有 


(9. 2. 22) max | Yn |e: 2 max ,|, 
rice 2i f: | ie ee Lue | 


iE ifD = .im 我 们 有 
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?一 CD, a D,_.)/e; =< > 
FE 1/c,=0. 所 以 


| D, a ee 


ge | DD 
Č; 人 ;一 ] | 


q 1 

| Go +) (D, a D324). 

由 些 即 得 

《9. 2. 23) maxe | 7, | < max max |D, — D,,| 
l 


1 ken lige 


= pet 


点 
S 2 max Zem, |. 
引 理 证 毕 . 
引 理 9.2.4 设 {X,,n 宇 1) 是 pp 混合 序列 ,EX.==0.,EX!:<o0. 
Asn An 
设 zz 如 上 . 记 a= 2 usund = >) v 假设 
t=k+1 
> PL2") < oo， 
那么 存在 常数 C 一 CC2(。 HERE EE K>0,n>1 有 
a+r 
(9. 2. 24) Euj Or) <= C| >) Eż. : 
‘ee 
(9. 2. 25) Evi(n) <C( >) Ev). 
1 一 到 十 1 


证 只 对 (9.2.24) 给 出 证 明 . 当 一 1 时 显然 . 当 ne? 时 , 记 
m =n [n/2],n =[n/2]. 那么 由 pC，) 的 定义 有 
(9.2.26) Ei (t) = Euz Cn ) + Ettan Cty) + Eu (ry Ytten, O2) 
< (Eui (m) + Etita, CHDIGI 十 (tw 》)》。 
1 cy = legen, A+ 0G, )) a2). BM oen 是 单调 不 减 的 . 从 
(9.2. 26) 得 对 尾 一 & 宇 0 nl 
点 十 只 
Fuji (nm) < caf b> Eu’ | 。 
pm -+ 1 
现在 ,我 们 来 证 c, 是 有 界 序 列 , 注意 到 
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cm 一 ce (l 十 Pit-1)) 


Sc -texp (eG )) < exp | Seti) 2 
从 去 的 定义 ,对 充分 大 ;有 
pCi) < p(2?"), 
且 进 一 步 由 eC + ) 的 单调 性 有 


m—1 


m—1 
Dy Puig) < Scat) < Dpi) < oo. 


这 就 证 明了 c= 志 <c< 之 co. 从 c, 的 单调 性 即 得 tc.} 是 有 界 的 . 引 理 证 
毕 . 

下 述 引 理 证 明了 (9. 2. 11}) 成 立 . 

引 理 9.2.5 (X02 112% o RAR, EX, =0, EX <. 
那么 
{9. 2. 27) Živ; = O(lexp(n’/3)) a.s. 


证 从 9 一 2 时 的 引 理 2. 2. 5 MAR GDA 
E{ > z Ken max Ev; 


Kcen exp (n*/2), 
由 Borel-Cantelli 引 理 得 (9. 2. 27). 引 理 证 毕 . 
下 述 引 理 给 出 了 (9. 2. 12). 
引 理 9.2.6 假设 定理 9. 2.1 的 条 件 被 满足 且 
(9. 2, 28} 0 二 a 之 e/(8 十 8). 
那么 
(9. 2. 29) „ max SUX = Ocexp(4*/2)) as, 


a FENG) i=N, 


证 由 Borel-Cantelli 引 理 , 仅 需 证 明 对 任 给 e>0 
(9. 2. 30) LPi max ÈRA > exp 12) < 


LIEN, 
令 ee a ; 设 
B = Eh "texp(tk /2) ,mm = [kt “exp (he) ]. 
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对 任 给 s>0 对 充分 大 下 有 
SSM EXE |X, | D> B) < eexp(#/2) 
从 引 理 4. 3. 2 即 得 

P| max | 六 总 | >cexpCey2)] 


C9. 2. 31) 


, exp] EEE e (dp eot 


+ dilog t (2d JE |X EOX SB 
+d, E| XPT Xi |SNe- 1) 


Lexp(—#)di(1 Te (m)log*[di/m]) | 
Sc T utt © g 4- kT la 4-4! 


expt eK /BEL X PAX Ze) | 
+teik Ii ogth}. 
由 引 理 9. 2. 2 和 (9. 2. 28) 得 (9. 2. 30) 成 立 . 
下 述 引 理 给 出 了 (9. 2. 13). 
引 理 9. 2.7 假设 定理 9.2.1 的 条 件 (i) 被 满足 . 那么 我 们 有 
(9. 2. 32) ST Elin i Fe. 1) = Ocexp(n'/2)) a.s. 
k=) 


证 “首先 我 们 证 明 对 任 给 K0 nl 和 实数 列 {fc } 有 


kn 
(9.2.33) EG) Se} $) P/N eI Eu | log*(2n) 


fea FI 
Rta 
H F GG) = pe Eiu; |” J i) Si, WREATH RR. 内 
J 二 上 十 1 
《9. 2. 24) ,存在 常数 OPER ER ASO nl 有 
hin ktn 
(9. 2. 34) El Sem! Se >) eE). 
i 二 二 十 1 i 二 # 一 1 


S c= 二 100clog (372). Xf n NV AIG BE. 4 n=l 时 
EGD = ci, ECE Gy, |i)’ 
一 一 chy TAC TET AEE | 了) 


« 人 3" 


<= ci ar bs | Eta |e) | 
RẸ 
EGI) S P (h) Euk. 
因此 n=1 时 (9.2. 33) 成 立 . 假设 对 任 “小 于 2 的 整数 (9. 2. 33) 成 
立 . 我 们 来 证 (9. 2. 33 Xt n WRX. i m =n— [n/2], m= [a/2]. 
由 定义 
EG (a) = EG; (am) | EGirn Gt) 十 2EG (m Gin, Cr) 


k+» 


= EGi(n,) 十 EG, a (m) + 2EG a) >) cas] 
4mh ea 1 上 
< EGO) 十 BOL, Gn) 
klir 
+ 2 n? | G, m) | 2 > C jit; | 
= 十 | 1 
由 《9.2.34) 利 归纳 假设 ,我 们 有 

k-n 

EGD Scl X) UG /2) Eu | log? (2a ) 
j=k+1 

klz D 

十 2 fee! pcr 十 9 ) 1 Ce 

?一 &Tm] 十 t 
ktn 
e| S* POO/ Re log(2m) 
=f+1 
i DES k+” 
S (elog?n + vedlog(2n)) | >) GC 7/207 Eu} | 

一 业 十 上 
alin 

Sej SD} PUG /2) AE | log? (2n). 
j=#+1 


得 证 (9.2.33) 成 六 


由 (9. 2. 33)， Di oe) <0 518 2.2. 2 即 得 


PL | DE) | eexpeor/2)] 
i.l 


L rce 7 { Sli Ed Slog? (2n) 


i=] 
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ce i 5i oe Hog’ (2n) 


i=l 
< en “log (2n). 
设 m= [k]. 由 Borel-Cantelli 引 理 有 
(9, 2. 35) DAEA 1) = Ofexp(ni/2)) as. 
i=] 
其 次 ,从 引 理 9. 2. 3,31% 2. 2.2, 3| 4. 1.2 和 (9. 2. — 
Pi max D3 f 2E Can | F) |> 


ny EJE Nyy “一 


<P{ max | XIe Eul) |> /2) 
MEFE ort i=", 
Aye] 
Sef > je 7 Eu? Mogt (me 1 二 n) 
j= 十 1 


<= ck ‘(logk)!, 
由 它 可 推出 
(9. 2. 36) max | Sle RE u | Fy >| 0 a. s5, 


这 样 从 (9. 2. 35) A C9. 2. 36) 得 证 (9. 2.327? 成 立 ， 
让 述 引 理 给 出 了 (9. 2.14). 
引 理 9. 2.8 假设 4 满足 (9. 2.23), HEM 9.2.1 的 条 件 (ii) 


被 满足 . 那么 对 Oe /4, 我 们 有 
(9. 2,37) > 
证 从 引 理 2. 2. 5, 引 埋 9.2.2 MRA A 
E|&, | #+ 2. < cE |u, {2+ 
L c{ CR lexp (lk))!!® + kr lexplk’) 
BX, |? tr Rt <= 2exp (k). 
那么 由 0 之 a<e / (8 十 a ) 和 引 理 9. 2. 2, 得 证 (9. 2. 37) RF. 
下 述 引 理 给 出 了 (9. 2.15). 
引 理 9.2.9 BBa MEO. 2. 28) 和 定理 9. 2.1 BRED. 
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那么 


(9.2.38) $ (E(E| Z, ,) — E&) 一 Olexp(n')) a.s. 
4 一 1 


证 我 们 有 
(9.2.39) | D EEIZ,- — BE | 
j=1 
< | EGE | 1) — Eu) | 
证 > (E (u, | F ,1) + EE | 45-1)". 
首先 来 证 
(9. 2. 40) SY CB, | F a) + EE F jD) 
了 7 一 了 
一 o(exptUt)} a.s. 
事实 上 ,由 s(t，) 的 定义 我 们 有 
ELE (u; | ,1)) = EEF )-1)) 
S Plia) bi lle El Fi) fe. 
所 以 


ECE (u; EOD < P Cj- Ew =. cp to lef 


由 此 我 们 有 
ST ECE, |F 1)? ef Se) tn <0, 
i 于 =】 


7 一 1 


由 ones 引 理 即 得 (9. 2. 40) 成 立 . 
其 次 ,我 们 来 证 


(9.2.41) S)(EGE|%, 1) — Ew) = OCexp(n")) a.s. 


j=] 


id w= Clu |<e"). 容易 看 出 


(9. 2. 42) | 5 (E(w |F) 一 Eu?) 


<| D BG | Fs.) — Eu,) 


kd 


° 237 。 


十 SEC fu | Be) [Fd 
i=1 


十 Euli lul > 6?)). 
从 引 理 2.2.5 和 引 理 9.2.2 既得 
5 ECECaL lu, | De”) N F e 


f= pem 


s= Del Eujl(|u;| Be”) 


15) 


ae ye Aidan rly + 


Bese Ua te [guey 5 472 


ef pOIE (XN, [H 20M? < 2e7)} < oo. 
由 Kronecker 5] ABD 
(9.2.43) N EGRI u, Fe’) |.) 


pe] 
+ EI |u, I e”*)) = ofexp(n)) as, 
另 一 -方面 ,如 引 理 9.2.7 109. 2. 33) 式 间 样 证 法 .存在 常数 C 使 


对 任 一 SOW Mic, sedi A 


kbs 


Fl X) Eu, — Eu,|,.)]° 
ft &kl 
me n 
EO S, eGD) Ew) (log(2n)):. 
J 二 +1 


那么 由 引 理 2. 2. 2 和 条 件 (ii) ,我 们 有 
i) Fy) | z> Ee 


j=t 


20" oar aes Oe dogn)? 


=1 


< | Sor Zall 二 pf | (dogn)? 
j=1 
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= cn ete) 《logzz )?, 
由 引 理 9 2. 7 证 明 的 后 半 部 分 的 类 侯 讨 论 即 得 
SEG, 一 Eu, |F j) = Olexp(’)) acs. 


i=l 


结合 (9. 2. 42), (9. 2.43) 得 (9. 2.41). 5/58 9. 2. 9 证 毕 . 
下 述 引 理 给 出 了 (9. 2. 16). 
引 理 9. 2. 10 若 定 理 9. 2. 1 的 条 件 被 满足 ,我 们 有 


(9. 2.44) 2 ES 一 ES? = ota). 
2 Thi 
证 id ae XX 我 们 有 
(9. 2.45) ES:= 可 了 + 3 eae: 


j= Nim +1 


{Sa +E ye T D2] 
+ 2 五 Sol Dot 3 Ap 


I=Nim,)} +1 
由 引 理 9. 2. 4,N; 及 mm。 的 定义 即 得 


(9. 2. 46) El X > ob SO 36) Volpe Ge) 


PEFR hid 


= Of n(logn) = ie 


El yi)? =E( Pu + SG, w)". 
从 引 理 9. 2. 4 和 引 理 2 . 2. 2 即 得 


m 
y 


El Sy, — wy)? 3 u) 


gral 7 一 1 


SoD) eM EXUCX, |? SN) 
i=] 
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= oln). 


另 -~ 方面 
> Es — E| Ziu)’ 


= E| 338)? — E( Dw)’ 


sw 


= E| DDE, ,)) + 2E| S'u) D Elu, F a). 
j=1 


sal J 一 1 


从 (9.2. 33) 即 得 
Ei J E(u; | 4-1) Se Dt Ew?) dogm.) 


< cn(logn)~*9*? Coglogn)?. 
结合 上 面 诸 关 系 式 得 证 (9. 2. 44) 成 立 . 

现在 完成 了 定理 9. 2. 1 的 证 明 . 

定理 9. 2.2 的 证 明 与 定理 9. 2. 1 的 证 明 相同 ,只 需 以 引 理 
2.2. OF S| 2.2.5 和 引 理 4. 3. 2. 定理 9. 2. 3 的 证 明 与 定理 
9.2.1 的 证 明 类 似 . 我 们 只 需 对 {X,| 直 接应 用 Bernstein 分 段 法 ， 
其 细节 从 略 . 


3 9.3 “混合 序列 的 强逼 近 


邵 户 满 和 陆 传 荣 *19867 改 进 了 Philipp 和 Stout (1975) 36°F a 
混合 序列 的 强 喧 近 结 果 , 获 得 了 在 应 用 Strassen BRK A TRA RE 
理想 的 强 通 近 阶 . 

定理 9.3.1 (X01 a RA, EX. = 0, BR g(x) 
使 得 g(x)/x*1" 是 单调 增加 趋 于 oo 的 . 记 

| X ||, = infit> 0,Eg(|X|/ <1}. 
奉 sup | 和 vs<ce 且 下 述 条 件 被 满足 
Ci) = ESen, 
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Gi) WR O<d<2, D) a(n)Finvg 
n=} 
那么 
(9. 3. 1} Sat = =. We) = Ola t?) (loga? "4 CEAD: 3)) a.s. 
E A= (log2) /log((2+6)/ <1. 
证 5 
(9. 3. 2) Ya = SEX F a) EC Xi ch > ,1)} 


六 一 由 


| <Ioo, 


1 
aln) 


=A, 十 lin — -19 
RP u= > EX lF D 让 我 们 来 验证 命题 9. 1. 1 的 诸 条 


k= 


fF. 条 件 (a) 是 被 假设 SAY. 为 验证 条 件 (b). 记 
Uin 一 ECX 1.1% 2 yds 
在 引 理 1.2.3 BS feat Or? RNA 
E |tt | s = a | tts, |) 


<cinyg| z alk) tE | Xai, Il a ee || 275: 


ne) 
所 以 

| tem ll eve Se cinvg (1 /ath) ater, 
M Gi BD 9.1.1 的 条 件 (b) 被 满足 . 


‘a 
Tnn) = > (Yi — EY?),rc, = supE|T,(n) KALILE 
molec m a mt 
我 们 用 归纳 法 来 证 
《9. 3. 3) T, < cn(logn)*. 


Herp A= {log HEM) /log 252 <1,1<Ms<2,0<8K2. $ 0=8/ 


《2 十 G) ,三 二 nn 一 i hml] 从 一 初等 不 等 式 ; 对 1<p2.1S 
CS? 有 


b+ al? <1 十 pz 十 Colzh 
HERNA 
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+ 
s ElT, (Cn) | 党 T MENT mtn, n) | 等 


(9.3.4) E 
+ | 了 tthe Tm) 18 T aia Gre) | 


= Em E Matn, + ESE Mep (m) |? 
min 
忆 DX, + uy, une} 
i=N, 
m+n 
五 | DXi 十 ay — ux,) |}] 
=r, + Myr, + Se7, 


其 中 AN =mtn+i,N,=m 十 加 十 1. 注意 到 


mwin 
(9.3.5) I =E|T,(n) 17 > Xt 一 EX?) 
DON, 


+ ElT, Cn:) FT Cuy, 一 ux)? — Elux, — uy,)*) 


min 


+ ETa it {{ E X;) ew, — un, ) 
J=N, i 
main 
一 DX,: Gay, — uw)) 
oN, 


十 2E|T p O) jj > (Xj N, Xi N= 
LEITEN Peary 
m E TO 
=f + I, Eg Zi + 21,. 
队 引 理 1.2.3( 取 gi =g (2), f(z) = 2%) tt BH Gi) E 


jinv | cs | ae) 


IS (EIT, (mn) |" )3 "Bela th 


Pee AV ORC wad at OO >) Gave ay) ERD? 


= 


— chi Gols 


由 Holder 不 等 式 和 条 件 (b) 有 
TS ENT, 0) | FRC fs, | Bea + uw, | B48) 
<CCE|Tu (my) [F775 
又 由 Holder 不 等 式 和 引 理 1. 2. 3, 我 们 有 


N,- 


1,= E|Ta(m)]3: 5 X, Sty A 
J=N,>l 
NI—1 Wood 2N1 Nil1 
Ed ~ 
Z J un Xj -ZE > X; >) Xv T E > un, X;} 
jN +I j=N, +1 4s J=N,+1 


< (EIT, (m) PaA Dins 
j t 


l CAN b= se 


reer = +k ae. 
= CLE lt n (n) | 
l lan, 十 太一 站 于 3 y 


Ea + ae 


< (EIT. (m) |? 
其 中 £72!) = g(r) invf(r) = Cinvg(2) Or, FO A 


， < $; 3 
EiT (m) | SS + ey > ) 
,li i=] Lj 
© ee en eee Na 1 B EX n, I E E Y, 
z 


Saguh at 5] (EIT nom) Ee 


Ng 
t=] eee 


A 


其 中 f(x Ra 容易 看 出 
Te S > acittinvel zs Te. | (五 | 了 。 Geir "983 
i=] Ipc 
<c(E|To(n,) FER, 
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把 这 些 与 (9. 3. 4),(9.3.5) 相 结合 我 们 有 
Ta < Ta 十 M ctn, + EETA 
从此 命题 9. 1. 1 的 条 件 (c) 被 满足 ,定理 9.3. 1 证 毕 . 
推论 9% 3.1 G(X. nei Be RAR gaS rr 
O<. $ 
G) é= ES ce Æ c>), 
GD JI eC) Too, 
那么 
S. — Wet) = Olaziadloga, FIFA) a.s, 
FAE FF O=2 Blima/n= 0 KRAVE BEE P= 1) ,我 们 有 
S. —- Wn) = O(n (logn)*”) a.s. 
进步 ,在 sup IX <o, S) aln) coo H of =no®, IBA 
S, — W (a) = Or dogn)?4t*), a.s 
邵 启 满 (1989a) 给 出 了 下 述 定 理 和 推论 , 它 改 进 了 Bradley 
《1983) 及 Dehling(1983) 的 结论 且 减 弱 有 关 条 件 . 
”定理 9.3.2 iRiX n=l Æ a RAFI, EX, =0, 344 6> 
O.supE |X| “<>. 假设 


(9. 3. 6) supsupE | S,(2) (2t?/n't*? < co, 
niet kel 
(9. 3. 7) mae = OC Glogn) 一) rr > 1 平 2/6. 
ro 


MAME -0<0<4 aE em “1 .我 们 有 
Sa) — Wea?) = O dog) as. 
Hit 9.3.2 iX, nèl) 是 aa 混合 序列 ， EX, = 0, supE 
|X, |? oo( 某 60). 假 设 a(n) =O") > 14+2/0 H 
limo, fn o > 6. 
那么 1X.} 服 从 重 对 数 律 和 钟 重 对 数 律 ， 
定理 9. 3. 2 和 推论 9. 3. 2 BERR ARR. 
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第 十 章 ”部 分 和 的 增 量 


在 第 九 章 中 ,我 们 研究 了 混合 序列 的 部 分 和 用 一 个 Wiener 过 
程 去 强 通 近 时 的 有 关 结 果 . 但 是 ,借助 于 这 些 定 理 并 不 能 得 到 类 做 
Fiid. FARE RT RS A BH BAS RSW Coorg of 
Révész 1981). 在 这 -一 章 中 ,我们 通过 直接 估计 增 量 大 小 的 途径 ,对 
9 混合 序列 (可 以 是 不 平稳 甚至 是 不 同 分 布 的 ?建立 了 这 类 绪 果 . 
在 对 混 人 台 系 数 赵 于 专 的 速度 的 限制 下 ,获得 了 与 独立 随和 机 变量 情 
形 时 的 理想 结果 相 接近 的 知 于 定理. 所 用 的 方法 也 可 用 于 处 理 其 
它 类 型 的 混合 序列 


$10.1 几 个 引 理 


为 了 研究 有 关 增 量 的 as. 大 小 ,我 们 需要 建立 若干 指数 型 的 
概率 不 等 式 . 为 此 ,首先 给 出 下 面 的 结果 (参见 Stout1974, 引 理 
5. 4, 1 及 其 推论 ). 

引 理 10.1.1 {Z Fn nel EA, EZ, =0. ik Z,=0,U, 
=Z,—Z,.,G221). BIFES, tA ial USC. 固定 4 
>0, 使 得 AC<1. id 

M.=exp(AZ, exp {— (47/2) (1 +aC/2) J EUF i) on 


1,Mo=1 as. ARAiM,..*,.n20}—aAE ER, HR Bey a 
>0, 
PisupM, > essa, 
n0 


没 {zm)} 是 9 混合 随机 变量 序列 ,混合 系数 一 wz) 4 0. 不 失 
— SHE BIT — n, EY, =0. E T,= 2uY att =ET?. 本 节 中 ,我 
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们 总 假设 下 列 条 件 是 被 满足 的 
(a? |¥n|<Sbn<ico,; 


O) FP R0< ee co, 使 得 对 每 -- mR EDA nn 
SEV mp tor tY wi al Seo n 
ik pg ek LIER WE p= pS. g=qs=OC pad gn BOO R= 
k,=([n/(p,+¢,.) ] iE b= maxd;. 
引 理 10. 1. 2 假设 
(10. 1.1) RP = 0(1), Spe) = 0(1). 
= 


ME r= r, 和 充分 小 的 e>0. 它 们 满足 


(104.52) 1 png <2<% 

和 

《10. 1. 3) P ER 
那么 对 充分 大 的 

(10.1.4) PimaxiT:] >x} < 3exp | — ees 
如 果 用 

《10. 1.5) pS ene 


代替 (10. 1. 29,4 
(10.1.6) P :max T| Sa = 3exp | — e(l = =a 
LEST ES] 2 pb 


证 下 曾 总 假设 是 充分 大 的 整数 . 首先 ,我 们 来 证 明 
《10. 1.4). 定义 


(r+ lpt ig (r+) pry? 
E = > 了 ,六 = 了 一 0 1，… 大 一 ]】， 
=i p+) +i peCr—liptyti 
n 
i > l Y; 
i=l Ptqt 1 


ho SF _ = 19,0). =a lY, JRG+D pH igi =, 10 2 
1. E NRE =F E| 7 _,) ,1 二 0,1,*… ,上 一 1. 写 
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Se. 


&— | 
(10.1.8) a, <P{| {2a eva} 


a 
= PÍ | SEGIZ |> ter)= Iua iis 
由 引 理 2. 2. 8 GEER |8: < ph) ,对 任意 的 Ba Ea, 
i BEL ay. i | = 2¢, php Bi) at = 日 ,1 .上 1. 
由 此 推 得 
(10.1.9) |EC&.,_,)| 2 2@p6 as, © = Osl,e,&— 1. 


于 是 利用 条 件 (10. 1. 27 就 有 
《10. 1. 10) FG: 


下 面 我 们 来 估计 六. ALA ris FA + A i= 0, l,- „k-11 BARS 
性 ,利用 引 理 10. 1. 1 并 注意 到 对 充分 大 的 着 | 关 | 委 (1 十 e)pb 
a.s. XI FOTAS Cl -FE) ph) 
C= exp! DXA exp | 一 
FATE TBE. 写 
Got) PLS, SG 22) = P(t. Sexp(ad, — 02) 


r=") 


A i ; l 人 过 2| ay 
] + mae. + €) pba LEZ | 


i, , $1 
i exp{ = Ši L+ 5a + e)pba| SI EC? |¥; 1) | 
我 们 来 咎 计 Dy EF |, 1) ‘ks 


$— i fen | 
pete ae = LEEF -D FEE ii). 


i=l (= 


通过 类 似 于 对 (10. 1. VKH, RIJA LEE |) EE |S 2e 
(pb)? a.s. 因此 ,由 条 件 (b) 和 (10. 1. 1) ,得 到 
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看 一 1 


SEES, _1) 一 a + 001)) 2 EE a. S. 
此 外 ， 不 等 式 (10. 1. 9) 推 出 
S\ EGF q1)? <Agpb'n = 0(n) a.s. 


m= 


于 是 我 们 有 
a—t 
(10, 1.12) SENF. 4) = (1+ 001)) 2ES a.s. 


一作 i0 


再 来 信 计 J)a S 
《10. 1.13) SEE = E( $6)" - >> Eeé, 


O-N 


由 引 理 1. 2.10, IEEE, | <29 (7-1-1) p) pba’ pl", 因此 对 固定 的 i， 
利用 (10. 1.1) 中 的 假设 ， 
> ESE, | < 20'¢” pD Gp) =op) 


i+ 


对 它 美 于 z 求 和 即 得 阶 0Cn). 此 外 再 利用 (10， 1.1) 又 有 
| E&€,.,| = 2¢,pbe’ p”? = Olp), 
求 和 后 FASMO: 因此 
(10. 1.14) SEs = = 五 | Ste}? + O(n). 
进 -- 步 再 写 ~ 
(101.15) E] S16)? = ET? — 2ET,{ S32) + E{ Dn)’. 
由 条 件 (b) 和 (10. 1. 1) 中 的 第 一 个 等 式 ,我 们 能 够 证 明 
El Sa)’ = 0(kg + p). 
事实 上 
E| Sa) < 2E| Sn) + 2E%, 
其 中 E= olp) t 


Elgi) = VER+2 D En, 


1 一 0 i=0 Cit Ek— 1 
= 248 + 


< oth + 207g DA jP jp) = Olka). 


i=l 


因此 从 (10. 1. 15) HE El Sie) =a +00. 将 这 一 结果 与 
ERN LACIO: 1.12) 相 结合 即 得 

(10. 1. 16) SE IF, = a HOD as. 
将 它 代 入 (10,. 1.11) 并 利用 引 理 10. 1. 1, 对 充分 大 的 n 我 们 得 
(10,1.17) P{ 2 > O — er} exp{— A(l — e)z) 


exp [Z| 1 十 去 (1 十 e> pà] a+ pa 


取 A=2/Cl+ed). 由 (10.1. DRIE AKAH L 将 它 
代入 《10. 1.17》 得 到 


(10. 1. 18) pons a — oz} < exp| — GOP} 
用 一 Y, REY 即 有 
| > < exp — A= $e 
将 它 与 (10. 1. 10? 结 合 得 到 
J, < 2exp(—- GI 


对 于 J. FERS 9 一 0Cp,) ARETE 'expf—(1 
—4e)27/(277)}. 至 此 我 们 已 证 明了 
《1] 一 4 | 


ei 
(10.1.19) P(|T,| 22} > T Oe 


AT JAE HE 10. 1. 4) ,我 们 需要 利用 引 理 5. 1, 2. 首先 因为 gy 
0, 所 以 存在 一 个 整数 nn, 使 得 10 .由 条 件 (b) 和 (10.1.3) 可 
得 对 充分 大 的 n, 


max P| IT. —T 


<< max 


| 之 = 21 = al iRise 
40, + EMT, — T; ) x 101+ eon <ł 
ez? er’ 10° 
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因此 引 理 5. 1. 2 中 的 了 可 以 选 为 5 .此 外 ,从 (10. 1. 2) 和 
(10.1.3)4 


ie 
(10.1.20) max | 了 | < < 5" < ot x OCS. 
] Sein 


因此 对 充分 大 的 z 
P{maxlY,;| = ex/(2(1 + O(n, — 1))} = 


1 过 i 所 


应 用 这 些 结果 和 各 引 理 5. 1. 2 我 们 得 


ee - 5 x 
Ae) a ee 
Plmax|T;) > 2} < ZPT > F+ 5p 
EX (1 一 e) n 
{max IY, | OE -j5 |< 3exp {— 2r? 


这 也 就 是 (10. 1. 4). 

现在 来 证 明 (10. 1. 6). 显然 我 们 能 假设 有 某 个 OD 0, 2/ pb > 
6. 如 果 条 件 (10. 1.5) 是 被 满足 的 ,通过 取 (10. 1. 17) 中 的 A=eC 1 
+e) pb) "我 们 有 
(10. 1. 21) Pi 2 > (1 — e)z! |< exp{— |. 


模仿 从 (10. 1. 18) (10. 1. 4) 的 证 明 过 程 并 用 max | ¥,|<6-<2r/ 
(p =0lx) EE 0. 1.20), 010. 1. 21) BP AO. 1.16). 引 理 证 
毕 . 

引 理 10. 1.3 假设 引 理 10.1. 2 中 的 (10.1. 1) 用 下 列 条 件 代 替 
dtir pgb = 0(1), >P GP) = O(1). 


ABZ STEER vo HE ae) ,使 得 对 所 有 充分 大 的 n 和 满足 a 之 a 


(vy) 的 a, 当 

(10. 1. 22) 9, = (a/b) 
H 

(10. 1. 23) phat, = o(n) 
时 成 立 着 


PIT, 2 ar} > exp{ 一 (4 We/2). 
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E tocia 


k- 


(10.1.24) PIT, or) 2 P| DP ES A + der} 


1 


ll 
> 


— P{ X9 <- ôe} = +h, — I, 
1 一 由 
和 
二 一】 
(10.1. 25) I, = P| NY, > + 28a} 
i=6 


&—1 
— PÍ 2 EEF) <— der,}= tin — hy. 


利用 条 件 (10. 1. 22) 并 回 题 (10. 1.9), 对 充分 大 的 rn, 我 们 也 有 
(10. 1. 26) RSi: 


下 面 来 信 计 I. > ¢ AREER. 记 v=3 ve/(1— 
3 Ve ),w=(1428)e/(1—v). 5 


(10.1.27) Ef{exp|al Dr) Teli ig 


a--2 
E exp {wl Ti) /t, | EexpCuY,1/T.) F i2). 
1=0 


条 件 (10.1. 23) 推 出 


(10.1.28) upo/t, — 0. 
因此 
D 2 
Efexp(uY,-/t,) lF r 21+ al L= < ECH |F a2) 


Seep 2e BOF}. 


wijs 
All e 
将 它 代 入 (10. 1.27), WiZ 

E| [expl zl pA fz) exp| 一 = | ks ad 


E11 Fv-2)} || Fr} > exp (al 517) fa 


imn 
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于 是 ,用 归纳 法 得 出 


此 一 1 


E (exp[ul 2 A {ty | 


exp| 一 h- aeh) S ENIS, j1 : 


认为 我 们 也 有 (10. 1. 16) ,所 以 鞋 面 的 不 等 式 可 改写 为 :对 给 定 的 
e>>0, 只 要 ?充分 大 ,成 立 着 
-(1— BA =) 


k—-1 
(10. 1. 29) Elexp[ul Sir) sal) ex {5 了 4 
im 


>71- $1 |. 
接 下 去 的 证 明 类 似 于 Stout (1974) 47 89 se BS. 2. 2 的 证 明 的 相 
应 部 分 ,只 是 某 些 细节 了 略 有 不 同 (注意 ww 和 zx 的 取 法 ). 详细 过 程 不 
在 此 氢 述 了 . 
除了 上 面 的 引 理 10. 1. 2415} 9810.1. 3 之 外 ,下 述 关 于 Borel- 
Cantelli 引 理 的 推广 ( 见 Erdos1959) 也 将 是 需要 的 . 
引 理 10. 1.4 如 果 CC 是 一 列 事件 ,满足 


DPC = œ Hlim inf} SPCC XPC) | es 


一 eu] iw] 


那么 


P{C,,t,0. } = 1. 


§ 10.2 JGS MANA BK 


EX, nel) GRAM MOLE RIE, EX. = 0al. 记 S 


= xd 一 EX 
定理 10.2.1 ( 林 正 炎 1991). 假设 上 面 定义 的 ! 和 满足 下 列 
FIF: 
Gi) lim inf E(X uni H t+ Xmen)? /n> 0; 
GD 存在 tono M> 0, ERE k WERK ltl Kto Ee SM; 
. 252 + 


Git) 存在 2> 1. E HOG). 
又 设 {a.} 是 不 减 的 正 整 数 序列 ,满足 

(a) 存在 ec>>0, 使 得 alogzm<a rn: 其 中 dd 全 (37 十 1)70C 一 17， 
那么 , 若 记 din = EC Xa m e HX aray) 8 一 aov{f2[logCNAe2 > 十 
loglogN P S(n,k) 二 Si 一 S, ,成立 着 


(10. 2. 1) lim sup Bui !|SCN,ay)| = 1 a.s. 
(10. 2. 2) lim sup max 83) |S(n,ay)| = 1 as. 
Neo leinsiN 


(10. 2. 3) lim | sup max x Bak [SCN ,&)| = 1 a.s. 


(10. 2. 4) dina sup max Pw |S(2,2)| = a. s. 


moe Lene NIZA ay 
进一步 ,如 果 条 件 (a) 用 下 列 条 件 代替 
(b) 存在 a> 0, 18 4R an OLan Sn BH 
limlog (n/a,)/loglogn = co, 
那么 
(19. 2. 5) lim max ËN S(a,ay)|=1 a.s 


=o] 


(10. 2. 6) lim max max Pan [Siaz k)| = as. 


Newco Jinn N Leke 

证 从 条 件 人 GD_Giy ,存在 常数 wofil w O<C ee, Seer, <0 使 
得 对 每 一 整数 mS OMAN n 
(10.2.7) wax ECX,., te + Xanga)? < won. 
其 中 右边 的 不 等 式 是 由 于 从 引 理 1. 2.8, << A i<j 

下 全 攻 < 全 
= OG — DEE). 

首先 ,我 们 证 明 (10.2.1) 一 10. 2. 4). 显然 ,只 需 验证 

(16. 2. 8) lim st sup frh SCN an) | 21 acs. 


(10. 2. 9) lim sup max max Pas (Sin d| < a. s. 
N— o 


line N 145 


就 够 了 . 对 B>1/t,, EN 


Y, = X, ([X,| < Blogn) ,¥', = Y, — EYT, = SY}, 


k=] 
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Ry = EY ag) 十 … + Yuta)? Tk) = Tari — Tas 
av 一 Anwi2LlogCYAN) + loglogN ] y. 
VAREGD EA E PIX, ÆY, 6.0.) =0 RX} r, SOME cA B 
全 1 时 
IEY, | & en P. 
因此 当 Nock 
(10.2.10) max max Bux Sín, k) 一 Tink) | — 9 a.s. 


BE 


此 外 ， ane 2, “DAI Y, WE L, MERRIER nA 


(10. 2.11) dnf Ans > 1,N + œ, 
我 们 来 证 明 (10. 2.8) ESF 
(10. 2.12) lim ‘sup ann |TON ay) | > a. S. 


记 A=2/ (32 4 1D. EX pela qe a 其 中 {a} 是 一 个 以 足 
够 慢 的 速度 趋 于 零 的 正 数 序列 . HÆ GD., COM p, 及 gq, HE 
义 , 可 以 看 出 .只 要 o 趋 于 0 是 够 慢 就 有 
Pa, Pa, (logN)}) sz call pi! Cogn) 
Sf canis VID (ogN)’ = O,N —» co, 


借助 于 条 件 Ci) ,我们 又 有 
Ye" GP) < DU m 


< re i cn Lf $5 = 2 aae ofl). 
因此 条 件 (10. 1. D ,进而 条 件 (10. 1.1)' ,是 被 满足 的 . 类 似 地 我 们 
P, = oC Clog (N/ Xn) 十 loglogN)!'’/logN) 
和 pa CogN daw /a,=o()). 因此 我 们 可 以 应 用 引 理 10. 1.3( 选 取 v 
=e>0), RE N 充分 大 就 有 


(10.2.13) PCy) > exp{— (1 + &) (1 一 日 log 


| = 
(N/R) + loglogN } > c| NE | 
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Ep Cy == lendAT CN ay) 221—e}. oy = 1, EN ma =m t+ aye 
由 9 混合 性 ， 我 们 有 


| DS pc GI Zire)’ —1| 
j=l = = 


NAN 


pay Pe, A-PC, +4 ， EPEA a e 0 
(EPC): 


< (i+ 4 > pln 一 my AIRC 
k=? +=] 


利用 条 件 iii) 并 回顾 za 的 定义 ,容易 验证 之 ,g(m 一 办 一 wu ) <00. 
此 外 ,因为 


"kta 


> (nlogn)- "<= (nilogn,)—' 


a=a,tl 


《ri —™) = (nlogn,) ~ "2a, <= crite, }. 


故 有 LU P(Cw) 一 co. 因此 从 引 理 10. 1. 4 即 有 
P(C, sio} = 1. 
由 此 得 证 (10. 2. 12) ,也 就 完成 了 《10. 2. 8) 的 证 明 . 
进一步 我 们 来 证 朵 (510. 2.9). 从 (10. 2. 10) #10. 2. 11) 可 知 ， 
这 时 只 项 证 明 
(10. 2. 14) lim sup Max Max an lTin kh | <1 as. 
RET. S r=r(e)> lik -个 待定 的 正 整数 . 记 R=[ay/riin=R 
[nf/RJ. 由 (10.2.7) 各 (10.2.11) 对 充分 大 的 nn 我 们 有 
(10. 2.15) | 本 下 


277s - 2w, (2r T + 1) 
a wir — 1i) * 


写 
(10. 2. 16> | 
十 | Tinta, a Tal DE IT. 二 T}. 
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考虑 (10. 2. 16) 右 边 的 第 二 项 ,我 们 有 


(10.2.17) P{max maxay|Tots, 一 7 21 + €/3} 
LngN Etay 


< cr pad max Pi ax Maro, — EN = (1+ €/3}a,n}, 


Gy isan iss 
显然 ,| Catan), — n, |S asil HUD. 因为 (logN Jang, 一 0Kawy) 且 
Qn =OLE lT wi ap), Tn pa log N) ,我 们 可 以 应 应 用 引 理 10 1. 2 药 
(10.1.4). 注意 到 (10 2. 15) 并 选取 r 足够 大 ,对 充分 大 的 (40. 
2.17) 的 右边 不 超过 
cr me (1 — €/3)C1 + €/3) ain ECT ten), == hes 


ites 


| = c| | “t og y ate 
N 3 


Sor 
as 


a MERE 
wN =i 通过 ay,,,=min{a,,a,2L@ ]} (>11). EX N pio 显然 
Nja e] a N). 因此 


DP| max ee te ete = Te | 之 1 + < oo, 
= ces Ni ; Rae 
prar z: 

由 它 即 得 

(10. 2. 18) lim sup max max aN, |7e+rb — T | S1 下 二 一 a, s. 


— Ws nN, Ls Za =2N， 


从 条 件 (D-(ii) 和 (10. 2. 11)? 以 及 N; eee 
Go Off 4 


(10. 2.19) lite = ES: 


j> oa N; 
选取 6 充分 接近 于 1 并 注意 到 (10. 2.18) 里 的 两 个 max 中 的 变 程 
随 着 了 的 增加 而 变 大 ,从 (10.2. 18) 我 们 得 


《10. 2. 20) lim | Sup max max a, Pete, —T,|<1+ = acu 


1EAN Ta T 2 


转向 考 虚 (10. 2. penne ne 写 


(40. 2 21) Py max max ay |T +a 一 T ata) | = | 
ENEN ELA, : 6 
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rN 
< — max maxP | max IT; 一 了 e+ | 之 Fay |. 
an + k (ata), Silat HR 


类 似 于 在 (10. 2. 18) 的 证 明 中 提 到 的 ,我们 也 能 够 利用 引 理 10. 1. 2 


中 的 (10. 1. 4). 回顾 (10. 2. 7) 和 (10. 2. 11) ,选取 r—rle) PBK, 
那么 对 一 切 充分 大 的 N,(10. 2. 21) 的 右边 不 超过 


rN f (1 一 6e)e y NlogN 
x Nep] TR Tt Re 
3rN NlogN) -3rN[ aN |” ate 
< exp | 一 crélog -一 一 |< ce | | < clog’ N. 


因此 


. € 
lim sup max max ON, [Te 一 T entay | < m a. sS, 
jo LEEN, EAEan, a 6 


模仿 从 (10. 2. 18) HERI (10. 2. 20) 的 步骤 ,我 们 得 


(10, 2. 22) lim sup max max on |T — Tern | S = 


”~ 
一 c EnaN ay 4 


显然 ,我 们 又 有 


2. S. 


€ 
lim sup max GaN IT, ~T, | S&S — a.s, 
N-wus JiR r 4 


ISE 10. 2. 14) ,进而 (10. 2. 9) ,得 证 . 

最 后 ,我 们 来 证 明 (30. 2.5) 和 (C10. 2. 6), 为 此 目的 ,从 已 经 证 
明 的 (10.2.2) 和 (10.2. 4), 只 需 验 证 下 式 就 够 了 : 
(10. 2. 23) lim inf max PNN |S Orjan) | l as 


由 《10. 2.10019. 2.11), 10. 2.23) 等 价 于 
(10. 2. 24) lim inf max @,y'|T(nay)| 21 as, 


coo laes 
对 充分 大 的 N 我 们 有 
Pi max a |T Cran) <1 一 E} 
lain 
<P{ max an I|T(2jan,an)| 1 — e} 
ELIN ay] T" 
[Nay]? 
< [| Plat wiT(2jan,an)| 
j=1 
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<1- et |Z] gaN). 
由 《10. 2. SABA). Est 


; . ay ,ey [N/a N] "7 NYT 
1 -ww) | 和 


< pex | mi N | Miia a | e| B < cClogN)~? 
7 PI \ ay S | ax | = 7 


最 后 的 不 等 号 是 由 于 条 件 (b). 因此 如 果 N, 如 上 面 定 义 就 得 


《10.2.253 lim inf max a |T (njan) | >) as. 
了 


SBN .<INGN, po’ RIE 


lim inf max aw iT Oran) | 
ah 


XN -P:s s 


<= lim inf max Caw IT Gr,aN;) |) ian N jaN 
j seo wE N, j 


I<: 


— lim sup max max ay|T(n,4)|. 
AN oes Jains: N : 


FA (10. 2.25) 和 (10. 2. 19) ,存在 C SOE EARE AH a. 
s. 221—G' (9—1); m Hy C10. 2. 14) ,存在 G">0 使 得 第 二 项 a. s. 
<.G"(1—-1/8)"*, 4 84 1 即 得 (10.2.24). 定理 证 毕 . 

注 10.2.1 当 条 件 (ii) 中 的 :足够 大 时 ,换言之 ,8 以 很 高 的 
ER Pata, PPL BAO dog a) Hep e 是 任 给 的 正 数 . 对 于 一 
个 独立 序列 ,相应 的 要 求 是 2, / log 00 Gr > 00 ) WARE #21988). 

注 10. 2.2 在 上 上 述 定理 中 ,并 不 要 求 a/n 是 不 增 的 . 但 是 即 
使 对 独立 序列 , 这 一 条 件 也 曾 是 被 假设 的 ( 见 Csorgo fl R év ész 
1981). 事实 上 ,这 一 条 件 是 不 实际 的 ,因为 在 此 条 件 下 或 者 对 所 有 
的 namn. RAR SE PEAY mm .a,=m An. 


$10.3 Shee BAER IE RK 


BX onal PH AREH PIR PP. 
定理 10. 3.1 (ARIE R1989). 假设 1Xz} 满足 定理 10. 2. 了 中 的 
条 件 人 和 (ii 存在 不 减 连续 函数 Cr) ,zt 之 0, 使 得 
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(10.3.1) “对 任意 的 8 > 0, >) PLAHC:X,|) > dn} < om; 


(10.3.2) ”对 任意 的 8 二 1 关于 nn ~- 致 地 有 
lim + Dy ECHOX, D? <M < œ; 


(10. 3. 3) 对 革 个 Y >C. 528(z) 是 不 减 的 
(10. 3.4) i _-H(2/2)/H(2) > 0, 

Gil)! eE (221+-4/r 使 得 @=0n7'). 
又 设 ia.} 是 不 减 的 正 整 数 序 列 ,满足 

(a) 存在 xz 全 0 使 得 eGnvH aM SKa, Sn, EP d=204+1D/U 
— 1). 
那么 定理 10. 2. 1 的 结论 仍然 成 立 . 

证 ”本 定理 的 证 明 与 定理 10. 2. 1 的 证 明 类 似 , 我 们 仅 给 出 差 
别 部 分 ,容易 验证 :条 件 (10. 3.17 可 以 用 下 述 条 件 代 蔡 : 对 某 列 5, 
4 Ofna oo), 


(10. 3. 5) SIPLHCX,1) > dyn) < oo. 

R= l 

E 

定义 了 一 X,TCIX KinvH (n) Y! =Y, — EY, T,= UY e H 
(10. 3. SERV AL 
(10. 3. 6) PIX, eet syle =O. 
ARR ARE. BAR ô, 使 之 对 任意 的 e> OFF HE = 066,). 由 此 并 
AFG RIF EX, =6, 010. 3.2) 和 (10. 3.3) RAAB n RITE 


alé& 


- t 
(10. 3.7) > |EY,! < | CHX; Dnd P 
=a} l jani AIAX, whig 
nė 
sge X (Of HECH(|X,| Tt 
ds FJ 
go nil 
一 不 ¢ 2 
0 
g=ntl 
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r? +5Y+8 


<ih | D EHX, PEE Ts rs 


< ckth, 
因此 《10. 2. 8) 也 等 价 于 (10. 2.12). ig h=1/ U41), pa = [Cn] g = 
Lanp RF a 是 足够 慢 地 趋 于 零 的 正 数 列 . AA R GDA 
《a 
Pen ay inv H (Ôn N) VPV carlas we!) CinvET (SN ) )? 
S cay! Gnv H (xN) /invH(N))?. 


由 条 件 (10. 3.4) 可 推出 inv H sN) /inv HCN) — OC LARIE $8 M hli 
传 荣 1992,(2, 3. 12)), 因此 只 要 a BFSLBERINRA 
Pa, Pa, inv HOONN))? — 0, N — œ, 


此 外 引 理 10. 1. 2 中 的 其 它 条 件 也 是 被 满足 的 . 于 是 我 们 也 有 
(10. 2. 13) ,下 面 的 证 明 与 定理 10. 2. 1 的 类 似 , 不 再 束 述 了 . 

注 10. 3.1 4A GI 中 的 ! 充分 大 也 即 只 趋 于 零 足够 快 
时 ,a, 可 以 是 OC Gav (n°), ERR e AERA EMER. 对 于 一 
个 独立 序列 ,相应 的 要 求 是 a De CinvH Cn) Y /logn CH HK IE #8 
1987). 
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第 十 一 章 ”混合 随机 场 的 踢 通 近 


设 {1X7eEs3 是 实 值 混合 相依 平稳 随机 场 , EX 一 0. 各 种 混 
合 性 的 定义 及 记号 Cel B,C, A, AOS SBA PAA 
定义 部 分 和 过 程 
(11.0.1) S4) = > [RAN CX, AE oe, 

i 
其 中 n= (m, sha) E N 4nA= (OnT: goer Mga) LP (ZI a +Xa) € 
A}. 

集 指 标 过 程 强 通 近 的 中 心 问题 就 是 研究 在 RX, | 上 附设 
ERF , 构 作 一 新 的 概率 空间 ,在 其 上 有 一 独立 同 分 布 中 心 化 
的 Gauss EMLA Y JEN I OBE = EX} + 2DIEX 
+X, ARAL X, JEN IASA 8) CERT AS ES Se PHT 
SLX) EG 
(11.0.2) D,= sup 2 2A N CK) — Y) 

= OCn*?-*) BE OCn*? Cogn) t) (a,e > 0). 
wMO<Pm1.i¢ 
(11.6.3) |e | = mng nas AF R = (matta), 
Ga = [n = (menan > [aft = 1,2, sd}. 
RAL 

Berkes 和 Morrow (1981) É Æ} < 混合 平稳 随机 场 讨论 了 绚 
34 wr. 假设 EX, = 6, xj O>O,E | X, PA ee oes H, aín) = 
On F048 OF FO) 他 们 证 明 对 任 一 nE Gp, 有 某 A> OFF 
(11. 0. 4) DAY) | =OC al?) as. 


sup 

tiaa 15 

Strittmatter(1990) 改 进 了 这 一 结果 ,去 掉 了 “nmE Gg” 的 限制 ,证 明 
着 下 述 结 果 A | 


" 26i- 


- = PRE 0s 一 4 一 20 | 
(11.0.5) N(e),—=Card (x €e))<ce u< ILS 2, 


(11.0.6) ble): =sup{ M i | (aD N mAy) AE 0 ELH), 
nozl/e}<Ce* 1 
(11.0.7) a(n}=O(n™), w> H] /QA8) 
1 
其 中 0 过 所 1. 那么 对 某 7 汪 0 成 立 着 
(11. 0. 8) sup >, [nA N C,;| X, 一 了 了) = OT) as. 
Ae fod 
这 里 满足 Ne <ce (0) 的 集 类 .oz 都 是 较 小 的 集 类 . 苏 
中 根 (1992) 对 Hled<ce Eorl) .nE Gs 的 强 平稳 8 混合 随 


机 场 给 出 强 通 近 结 果 . 我 们 将 在 $11.1 中 介绍 他 的 结果 ， 
Strittmatter 的 结果 将 在 $ 11.2 中 介绍 . 


3 11. 1 混合 随机 场 的 强 通 近 


为 孝 述 简单 计 ,我 们 仅 给 出 4=2 时 的 结 末 . 

定理 11.1.1( 苏 中 根 1992) RIX, JEN ERTE 8p 混合 
AHL. EX, =0, 3E SSO, EX, |? <<. 县" 的 子 集 类 -ee 满 
RAOL 0. 6) RARE Ht BO<r<6/(41+8)) 


{11.1.1) Hece. 

又 设 | 

G12) x) =O) HE gat a, 
那么 

dri o = EX} + 2> EX,X, = O(1). 


mE RA A SR ZEE, RAR X, FON?) HS i BR 
SE SLX, FEN *), alt FE SS A _E A EAS RL HY, 
EN EY, =0, EY; =e ,使 对 任 一 2n€ Gr S OHAN <8 


(11.1.4) sup >, nA Q C,|(X; — YY) = OC|n| dog lal) a. s. 
AE FER 
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HP 2, = 0, (r,g,0)>0. 
首先 ,我 们 来 证 关于 wp 混合 随机 场 的 Bernstein RER. 
引 理 11.1.1 ix, j EAN 是 9 混合 随机 场 ,EX, 一 0， 


IXI ISA as] SÍS 记 5. = max Xle- E D 7(2") < 


co 那么 对 任 一 4E R 有 
(11. 1. 5) P{i SMa NC, xX, |> x} 
了 


<2 exp [HE 一 ar, + ca InAle)， 
其 中 r, >0 mS min n; Harm A12. 
特别 地 , 若 a=1/(22 m A) ,那么 
P(| 2 Ina NGIX S 2} 
c|ajg(m) Ta c|nAjas 
ome O mA, SR eA? | 
证 N=(N,.°°° Na) RR 2m (N,— 1) Sn, KR2mN,.i=1; 
sd. HV = {Cue sug) us = 12 1 dh. 定义 
LaS Ch 1) fC) XX (Ad) dad) WE VISAS, 
H PLOS {Cku 3 mL) An bL@={h@+m—1} Ani 
二 1,-… ,qd. 其 次 , 记 
| ae ae ore Ane = laa 由 HCN: 


By Ss: 18 = > Bee, 


二 上 二 re Vv 
注意 到 当 |x i<1/26t <I cued, 又 对 任何 x. lt+2r<e™. 所 以 
4 2am de<172 时 ,我 们 有 
E exp(2*eA, a) < exp( (2%e)"EA?,}. 
由 引 理 1. 2. 10 和 引 理 6. 2. 34 
(11. 1. 6) E exp(2faB, n) = E exp( 24a 54,4} exp(2 aA, n) 


kN 


< E exp( 2a) A,x) E exp (24aA,,.x) 


kN 


<2 exp| 
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+ 2m) exp (2 aA, y)||E exp( 240 >) 4,4} 


kN 


扫 (1 + 2e!* gm) exp(c(2%a)? | nA N Tula) 
E exp/( 24a > A, + | 


keN 
< (14 2cl129p(zz)1 exp( cl2"a)’ nA N 102), 
RP S|. RR f(x) 的 上 确 界 尾数 . A i R a A g D HE R 
(11. 1. 6) REP 
1 


GRET E exp(aS) < 53 D), Eexp(2‘aB, x) 
- EY 


Siil + 2e pm)) '“lexp( c(2%a)? |mAlaz) .. 
HF IN | (3/2)" fal /m* 及 (11.1.7) 式 对 五 exp( 一 aS) 也 成 立 ， 
从 Markov 不 等 式 得 证 引 理 11, 1. 1. 
定理 11. 1. 1 的 证 明 . 
首先 ,在 定理 11.1. 1 的 条 件 下 ,容易 看 到 (11.1.3) 式 成 立 ,而 
HS 
(11.1.8) Jim El Dy X;) °/|a| =e8<oo. 
RE Gp 
为 证 明 对 任 一 EC816/ (202 +-8)) 81,11. 1.49 RR 
们 将 通过 下 述 诸 引 理 ,运用 截 属 , 拆 项 ,分 块 诸 方法 证 明之 . 
1. 截 尾 ”到 充分 小 (在 下 面 确定 ), 令 
X, = XI rX; < Fr) 
SA) = >) lA NC IX 


J 
引 理 11. 1. 2 RNG 
(11.1.9) sup |S,(A) — S.A) = O11) as. 


(11. 1.10) SEIX; = Kf = Ont +t) as. 


Ja 
证 因为 
PiX, £ Xp = PIXI k J Sel spr, 
由 Borel-Cantelli 引 理 有 P{X,— X40 i. 0. } =0, BRLIREAE-- nE 


= 264 « 


1 Ec 


sup |5,(A) 一 SC4)| < > 7 — X)| Se was. 
A 


JE 7) 


和 
SEIX, — X; OOAD) = O(n Ct), 
SEX, il JEF 


jn] jr 


2. 拆 项 REESE BY n= mm) EG 2024+ O) < PSK 
ab DAUE 
Grkih 2> (log |a|) |a tE, 
的 最 小 正 整 数 , 其 中 + >r 待定 . 
引 理 11. 1. 3 我 们 有 
sup |S,(A) — Sa AC) = Of |n|zo-71P Jas. 
证 WAM AC ow. Hm RCL 0.6), (11.1.1) % 
(11. 1. 11) 有 
ISCA = S,( AC 3) | 
< >So) ANC | A NC AX 


<c|m||AAAC2 °°) | > |n|} = Of a20- ). 


引 理 11.1.4 对 每 一 *EGe 有 
sup |S,( A(27*)} ~ S,( ACZ); 
AC 

证 ”选取 Tt,r 和 充分 小 使 得 


(oO ee. -LI Pat po ; 
MIND FOES $e | 4555) je pete —r>r >r. 


if m=[ln 52E], hF ne Ge, BRA mm Anz i=1,2. 5 
一 方面 我 们 有 
|x, — EX,| S vat | poche a | <= | ve. 
在 引 理 11. 1.1 中 取 An=2 |r [OT%Ct+? ,我 们 得 
(11.1.13) P{IS(AC2 17))— SS,( AC2 TO)) | > |a 727} 


PI] > |n( Al 2-4? )\A(2)) |X, 一 EX) | 


= Of |n|} dog|n])7“) 4s. 


人 A 


> lial | + P{ | >> Int AC2—*)\A(27 D )) 
i 
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CX, E EX;) | > 1 a i c exp( — c29) 


所 以 从 (11. 1.1) 即 得 
2P { sup Sal ACZ} — Sal AC2™*)) ee: la| doga) } 


n€Gy 


< A 


RE Ga i=4 AE. Y 


b 
<c>，> ,expl H(2-’) A Fi{2 GHO) 一 coi =n) < oo， 


ag Gg =å 


由 Borel —Cantelli 引 理 即 得 引 理 11. 1. 4 成 立 . 
R k= {R RC2)) 20, X= (46) ,4(2)) 如 下 ， 
t1) = Lexp( 4(1))“*4,4,.02) = [exp( 2(2))*"*],0<s < 1/2. 
显然 ,对 nE Ge 充分 大 ,由 关系 式 A+ Sen HREH A 仍然 
A tE Gs. 反之 也 成 立 . 
引 理 11.1.5 对 6EGo, 当 | 大 一 co 时 我 们 有 
sup max i5S,{A(2~*)) — S,( A(2™)) | 


AC tent, 3 
=O( Jet" |logitg |) ss, 
证 EREA anh ACLL PNA 
inAAt,A| <clal(e, + e), 

其 中 
(11. 1. 14) E= (trpi (4) — t CE) ) /m d= 1,2. 

Ay my = City |k] $]. 4 h EG it, E mLa) A nC). 
在 引 理 11.1. 1 中 令 A=2Zigg TO, 我们 得 
全 1 

(ACL) “H 十 有 2) -465] } 
< P{j 2 (RACZ *)\GAC2~*)) NN 


CrX EAD ha ltl? (aca + B(2)7%) 
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Pf | D>) AAwa) N Cy | 一 
J 


EX,)| > Talila h +2) R) ) 
<c expi — ¢( kO)? + RCY?) ). 
注意 到 当 t,EeGe 有 
时 
由 此 即 得 
>, P{ sup sup Is. (A(2~“*)) — S, AQ") | 
© Gy AE -二 下 
= pe 
ec >) exp} leat, 3 | tera — te | 


EG, 
exp€— cR? + RCY?) < o0. 
由 Borel— Cantelli 引 理 ,得 证 引 理 11. 1. 5 成 立 . 
设 R= Leet) T a Ohi: 对 任 给 AERUS, 
我 们 定义 
r =U (RR, N AX By} A, =\J {Ri: R C A}. 
BIRA, CACA HH hankan A |A’ NA. | Selal tet 
ar’ P e 由 (11.1.14? 定 义 .类 似 于 引 理 11. 1. 5, 我 们 有 
引 理 11.1.6 XÍ AEG 4 |k| >of} 
sup max [ÈS RATON NAZ a ACX] 


AES ERL] 
=0( |f| Gog |t, |) ° = ut) a, S. 
3. 分 块 ”余下 部 分 证 明 的 关键 是 佑 计 
sup max 之 (4, AC2™ 9), N C, |X, |- 


AE A PSM 1 
B a= i ull), ul2)) SoH, = {pE N] tT) << LA. ig 
L = {uH C G,’ H = UH., 
A = U iv © Herter @ — APUG] Sw S aen @)}- 
对 < 在 一 (AP ANEP) 态 一 1,2， 如 下 ， 
° 267 = 


《11. 1. 16) i? Cn) =8e.p min Um + (1— by, p)#tm ry m—=1-2, 
ve 


Givmiv, =n, 
其 中 Sno = 1, 8F m= pino = 0 mp. > 
L= [0] U (0.4? ], 
l= U HN\A, ,1 = U A. 


(cre cer: ch Be Luck 
我 们 有 
NI Eee 
i 
SIS (AQ). AH NG |X, 
a 
+ IBSA. NTN CNY 
i 
+ | D>] (44279). NENG LY Yn) 
3 
| | (44-9). AAG X,| 
i 
2) AEN LY, 


i 
HRP Y 将 在 后 面 的 第 4 小 段 中 定义 ， 
引 理 11.1.7 对 &EGe; 当 |k1 一 co 时 有 


sup x | ul ( RAC) ANR NA CIX; 


AE Se 


.=O! It, |? Cogli”) a. S. 
it 容易 看 出 
sup max Pail (BAL), NAC, |X; | 


AG EREI] 
Ee 91. 
由 于 ee ae REG. RNA 
ee Fes ett ee le all | ees 
由 Markov 不 等 式 及 引 理 6. 2. 3 即 得 
MC, |X, | |e |? dog |] -*} 
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SDP LDR AL MC AX, | > lal dog te (2-7 11-7} 


bok i 


Sc Re N B E+ Ah | Clog Ite 17 kj 
bck 


Leli tdogla Dk 
由 Borel—Cantelli 5] #28) 79 9] F#11. 1. 7 成 立 . 
引 理 11.1.8 Xİ f E Ga% [k | Goon Ay 
(11.1.18) sup max | D| (Aa) NALNG) 


= Oj |t |2 Cog |f |)7%) a.s. 
证 类 似 于 引 理 11.1.7 的 证 明 , 我 们 有 
sup max | > (AG). NAN C,|X,| 
7 


AE. <8 | 
DREN Is N Gy IA: 
i 


<}; 
i<tk 
BASALDUA). APA ADEA AREA. 
JAC) | =Lexp(u(1)*"*/4) ]{ [expd(u(2) +19") ] 
—[exp((u(2))""4)}) ， 
{|A.(2) | =Lexp(e(2)°*/4) Ji [exp((e(1) +1974) J 
-~Lexp(€(u(i))"4) 4}. 


显然 
| 


a€L 
Mk 


DIAD L ADD 1). 


HEL 
wk 


那么 类 似 于 引 理 11. 1. 7 中 的 (11.1. 17) 式 有 
GLEIS: PD SIRNA 


ee RT /hog aly | 


Me 
Kela PO Cog |e pak]. 


{RCI "4 十 下 (231724)1 一 8 
由 Borel— Cantelli 引 理 即 得 引 理 11. 1. 8 成 立 . 


> |l? dog|e,|)-*} 
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4. {X AY) RE 
为 构造 随机 场 {X,} 和 1{Y,} ,我 们 不 加 证 明 地 写 出 下 述 命 题 . 
记 
hy = Card (HNA) N NI),R = D>) Xh. 


1E H N\A, 
命题 11. 1. 1CBerkes 和 Morrow1981) 在 定理 11.1. 1 的 条 件 
VP FETE OUALE K |e PAAR 
(11. 1. 203 E exp(ixX,) 一 exp| 372] Sch". 
命题 11. 1.2(Berkes 和 Philipp1979) B(X, 4 >1) ERF 
R WILE BF Se) ESE REY o RP, IB X 是 
A, 可 测 的 . RoE AR SES} AAG, RS) PE BK gi(w) uE 


R^, 假设 对 某 非 负 数 Àr Ô, 和 T= 10%, (EXT A |u| ST: 有 
(11.1.21) ElElexp(é u, X D |F} — gu) |<A; 


(11. 1. 22) Gilu: luj > T) Sa. 
HR Z, 45 2% 708 45) A ERAKAR E EER ESEN X k> 
1), EALAR EE ik FAYS) ,其 分 布 为 Cl， 
HW E 
(11. 1. 23) P{|Xi—Y,| Saja, k=l, 2, 
其 中 al 一]， 
(11. 1.24) a= 16d,T; logT.+ 4A? TH +6, ,k= 2,3,., 

命题 11. 1. 3(Berkes 和 Philipp1979) 设 S,(i 二 1,2,3} 是 可 分 
Banach 空间 ,下 是 S5 XS 上 的 分 布 ,G 是 SS， XS 上 的 分 布 ,使 得 下 
的 第 二 边际 分 布 与 G 的 第 一 边际 分 布 相等 . 那么 存在 一 概率 空间 
和 其 上 的 三 个 随机 变量 Z,,:; 二 1,2,3, 使 得 (Z,,2,) 的 联合 分 布 为 
F, (Zo ZDK A G. 

BE (E OORD) 充分 大 ,使 对 任 一 weE L= uE L, uS 
(APA) 0021} FEA pl > On et 
layi C1) — ta (1) — [exp Ca (II /A (har 02) — 240) 
—[Lexp(a(2)"*/4) )?, 
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tara (Z) — ta (2) — Lexp Cu (2)**/4)] (tt (C1) — h C1) 
一 LexpCaC13) 4) D5. 

Sgp E1, 2R] L ERTE iE =a ,Gp(1)). 由 命 
题 11. 1. 1, 存 在 :1,0 过 :过 1, 使 对 任 一 |x SKA E 


(11.1.25) |E exp(lizxRsn) —exp(— poz) |S chp- 


另 一 方面 ,由 于 homt 19+ PRA TEM HE Iz | Agen 
有 
A(x}: =E | E{expl xX gn) |X pcs tt Xpan exp —o*27/2) | 
SE | Esexp( xX yn) | 不 s Xpa-v} —E expGzXan) | l 

十 | expCixX,u)) —exp(— er /2) | 
Schycy Hrg Lexp gy, E4) ] A Lexp ph ED] Se lten) s 
EP =t A (g/g). 

D PLT = | ty | A= ltn ASNO, Pa: |x| > 
Ti/4} ra= 15T7'logTi + 4A T+. 由 命题 11. 1. 2, 不 改变 分 布 ， 
可 在 … 较 大 的 概率 空间 上 重新 定义 序列 {Xn} ,而 在 这 一 概率 空 
间 上 存在 … 和 独立 正 态 序列 {7xo} 使 得 EYpo =r H E 
(11.1. 26) P! | Xen —Y gery} 2a Say. 

此 外 ,由 命题 11.1. 3, 在 一 较 大 的 概率 空间 上 存在 两 个 随机 场 
fay JEN? JAY, sO?) (XS AAR, HY, | SE Y. 
BD AC TE AS ALE BP). EYG =o" ES 


《11.1. 27) FF ths} 2 (Xi ¥;) | ea} Sa). 


EN grey gecer 


显然 有 >a < co. h Borel-Cantelli 5| HEI 


128), SD CK Yp | =OCa Ag as. 
FEA Oyen 
HF = P U H Nba RINK h E Ga, EIR APA) 
U (apis wet 
Pat AJ te (2) ee? (2), BARE ACY 和 某 个 上 >>0 有 


(11.1. 29) | Sola). NEN GX, — Y») | 
i 
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+ 


< | >> X, -Y 


OP cag aeck JEH, 


| 


1/2 
< > i ahei 
Pek 0 i=1.2 


{elja | as. 
对 在 (11.1. 27) 4 LEELA AXA Y ,类 似 于 X 可 定 
MY). BAX AnS AEL 有 


| Zira N Gl; = VD] < |Z rA N CIX, — xn | 
Dano- | a 
1 i 


其 中 
1.1.30) |X lA A GX -Y| 
f 


< [È A N C = Aa N C11 — YD] 

+ [Elad NC ma NC = Y| 
ae pi jn A(2-*) NC, | — AA N GHA, — Y) | 
rA | 211A N\A) NC 1X, — Y| 
+ | 25 aag) NG, — Yp | 
Dik A + De FD 

mE. l l 

GLID [ia 7 Nei — Yp) 


< >i (RA). NENG, — Yp] 
HEN LA). N h N GI, — Yp | 
+: a (HAZ). ABN |X, — Y| 


显然 对 独立 正 态 随 机 场 {YjEN }, 引 理 11.1.2 一 11. 1.8 均 成 
立 , 因 此 从 这 些 引 理 和 (11.1. 29) 一 (11. 1.31) 式 得 证 定理 11. 1. 1 
+ 272 。 


$11.2 a 混合 随机 场 的 强 通 近 


对 a 混合 随机 场 ,Strittmattert1990) 去 掉 了 了 条件“nE€E G”, X} 
较 小 的 集 指标 类 , 即 N Ce) <ce "Ct o> 0), AH T IER. 
定理 11.2.1 ic, JEN BS PRR 值 a 泥 合 随 机场 
EX ;=0. BIX; P= (X3 +--+ +X). 假设 存在 正常 数 Ci,i==1,…， 
4, E 
(11.2.1) 对 某 8>0, 每 一 JEN EIXOS, 
(11.2.2) 对 某 S$>1+2 1a Ad) a)<Cut |, 


ds - 4—28 P 
i ip ate ap xf “< TS NOS 》 


(11. 2. 4) b(e)=supin pl (nA) N nA )”) 
:AE U Arne 1/e) 
Ce OAK. 
那么 级 数 


T= Dart) rf) =Cov(X,,X)); 
a at i ot AT REE fi ce. HE RTT BE PX, 
下 E 下 ”在 一 较 大 的 概率 空间 上 ,而 不 改变 其 分 布 在 这 新 的 概率 
la] hA— i i d. AB OD {E Gauss 序列 {Y KEN ?}.Y, BA th 
REBT Ast Y =Ylu.ssd hsb NED 


(1.2.5) sup || Sea nc, icX,—¥) |] =o as. 
ace ll ote 


引 理 11.2.1 Riz, JEN T) e W ABL, Ex, =, 
EIX MSCH 


Lo 


(I. 2. 6) Cues D> ae i ce: 


rmf 


MAxMt0<a,; S11 JENSRPRAART J E d,*O RNA 
, = 273 = 


E | Sax, 
jel” 
Ħp C= (+153 CC®, 
证 由 < 混合 的 性 质 ( 引 理 1. 2.4) 有 
(EX; Xil < 10a a (fk) FP X lera Xa lle a 
= laldi j k)” ETO CHAT, 
其 中 d(j.k) = max | 天 一 名 | .证 毕 . 

引 理 11. 2.2 Wiz, jEN* 2S Peo RGR, EX, = 
0,|X,;|—M<co HH 1. 2. 6). RISA Di Dee, D, 两 两 
不 相交 ,其 中 D= (m— 2pi, m). 4 El E H pom E2pN k=l, 9 
q. R OKL JENI G 


q 
D =U D; E, = 
#1 


2 
<C Did, 
yew 


>) dp F= >d, 


IED NN JED 


RZ XY HE K > OF 
P{ | >)4,X,|> 27K} 
JED 


eK MFap) + p4@C?M'*a(p) 
+ exp(-~ K*/(8CF)) + exp(— 2-4 K/M p), 
其 中 C 是 引 理 11. 2. 1 中 给 定 的 . 
这 个 引 理 是 Philipp (1984) 定 理 4 的 一 个 推广 ,证 明 的 路 线 相 
仿 , 从 略 . 
定理 11. 2. 1 的 证 明 . 
从 (11. 2. 3) 即 得 存在 正 数 + 和 < 使 
urap ld jsi 
2 a| l Ltr) 


2 t 246 


— 


xt FEN LEX 

X; | |X, | < Ep T] Á 
对 常数 BRED, EM 
(ii: 2:8) y(n) = D K mEN. 


k=l 
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Bi m A n 满足 

(11. 2. 9) plm) <nKplm+1). 

MW r= rner D ENSE 

R, = i (utet) E RE prp <0, SoG, + 13.8 = Lyd}. 
对 ATR ANZ iE 


HX AE 47) [0,1 i 
SAA= >) IA 1) CX 
* 了 


5,(A)= 2 laa N GIX, 


7,(4) 一 2 (nA). Q CIX; 


我 们 不 加 证 明 地 引信 Berkes 和 Morrow (1981) 的 下 述 结 
命题 11.2. 1 HE JEN ERTH a a 
0, EE oo att) = 0 0u, a 


GAUEN: hS UF 0<0<1. 
那么 级 数 
o? = EÑ + 2> EGE, 


i 
绝对 收敛 , 不 失 一 般 性 可 设 ==1. 进一步 ,不 改变 {二 } 的 分 布 ,可 
重新 定义 (EJE ÈT “ 在 一 较 大 的 概率 空间 上 ;在 其 上 有 一 i i d- 
中 心 化 Gauss 随机 场 17j EC ?}, Ep =, exe n€G, 有 


bos 一 ir/k | =O( n|) as. 


E 


(11. 2.10} sup | 
ISMAN 


其 中 常数 A> OL HOR ELH E). 
现在 我 们 取 86=1/(3d 一 了) , 记 C 王 Go， 
L = {rE Naig) ,er pr)) EG. 
由 命题 11.2.1, 我 们 有 一 -iLi.d 中 心 化 Gauss 随 机 场 {Y ,jEN')， 
二 1, 使 得 对 某 个 7,>0， 


* 275 +* 


di.2.41 >> 1 Sic, 区) | = On-n) as. 
(EL jE Ry 
PLYN 

记 


Y= yA IYS JA, 
TCA) = D>,ind N ClY,, 
i 


TA) = >) [ad N CAY; 


i 
UCA) = >) | (nA\@A).) A CAY, 
i 
那么 对 <>0( 待 定 ) 我 们 有 
G142.12) |Z a N CA Y» || = 185,4 — TI 
了 


<= |IS,CA) — S,CA)D |] + 15,04) — S.CACn "))) 
+ IVATO 
TCAD = TAD a TCAD = TA 
+ IUC CA ">>| 
+ >) AX ~ By + YY, ~ Yl 


te feial 


$ [S aaa), N Cl (X; — Y,) | 


= ln + le t la t+ n tile tin ti, +h. 
由 引 理 11. 1. 2 即 得 


(11. 2. 13) Ia VIa V T= O(n t), 

又 由 引 理 11. 1. 3 得 

Cil. 2.34) Tio V In =O), 
lit d 


其 中 y, =r d 248 77% 
为 估计 lM 天 ,我 们 需要 下 述 引 理 . 
引 理 11. 2.3 存在 d| HE] <a, 77> Of ME 


2+6 
nCNA 
Pi{sup( {VC AG") ) | AGE") Ee Gr*)) en!” ben”, 
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.x i 


证 令 p 一 [ec]. 对 给 定 的 4E 序 站 [0,1]?, 以 边 长 为 2 的 
Ri 中 形 如 引 理 11. 2. 2 IG ee (Ce AD\ (nA). ,以 DD i KER 
Fe Ay Se. Rt FON Sip dj;= | GRAN ) 门 Ci 由 (11. 2. OF 
(11. 2.15) F= Did, = |@A)\G@A), | 


Top) 
Snb! (¢OGn+1)—¢On))/n} 
Sen tl bOm+1)—¢Un))* 


Len A BB k1) =en" , 
HP Yahi (B+ 1). 存在 ees Y<y/2H 
Ir. 
pis 二 
C1]. 2. 16) Y d| n 了 


那么 由 引 理 11.2.1.(11.2.15) 和 引 理 由 .2. 2 我 们 有 
PIILA ed ry 
cl a" tee) 十 oo 


i nt 27" nti? ry 4 
十 exp; = a |. 
i ae 
由 于 此 时 M = ante ba ote 
(11.2.17) PsP CA) ment} Sel t+ ee 27 
adt- x, 二 
nt My D p expl 一 en t) 
了 di2 Y- li ray 
十 expl — en EET c} I 
sien he? 1d 


ues _ 2(1 — AIE 2 
存在 9 和 KO 9<Ss—1—d C1 上 Da] 去 二 a <*<a 


A G/se=u. XTC l-2. 17 ‘AURKA, H N n” Lien" =en" 得 
P: sup VRLA) D> ento”; 


. Jessie: 


Len? 
=en l * 
引 理 11. 2. 3 证 毕 . 

引 理 11. 2.4 若 在 (11.2.8) 中 86c&, 那 么 有 
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4 


(11.2.18) Pi 


.一 ee _ 
| > Ay | > nf? a ae cm". 


rQL Yr pin JER, 


其 中 m 5r 间 的 关系 由 (11.2.9) 决 定 , 因此 由 Borel-Cantelli 5/£ 
Cl | | Oe 2 Fe ars. 


re en JER, 
证 rL H dG peav=le dit. LE Re 
-d pe Tgr) = 因此 porin. 所 以 
Card (R, fT) ost) a 一 
此 外 ,我 们 有 
Card tt EL 6 @) <n} < Card H E NW ct <n} Sen, 
Cardir:r € Èi epr) <n = lye yds Sent”, 
由 引 理 11. 2. :和 Chebyshev 不 等 式 得 
i ae (2x |> precis] 


rẹ bey aTe ie JE 


. ， d à 
- s34]: i oe i a | 
Sone max P! > X; |= on? w A 
rÈ L ger vin JER, 
d ila iia 
Senki, n T u i w t BET 
-žni 
== cn Br 
en Ë 


得 证 引 理 11. 2. 4 成立 . 
iy | Ald. 2. SBD TV 7 =O"? 7). 最 后 ,由 于 
Ly ae Yp |+ = px ae 
re Ligh yin SER, rEL Gen JER, 
由 引 理 41. 2. 4411.2. LRT Ty= 00a da. 5. 这 栏 就 完成 
“定理 11. 2. 1 的 证 明 . 
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第 忆 部 分 ”相依 样本 的 统计 量 


60 年 代 以 来 .由 相依 样本 产生 的 各 类 统计 基 的 极限 性 质 已 被 
众多 学 者 研究 . 在 这 一 部 分 我 们 将 介绍 有 关 成 果 . 首先 ,我 们 将 在 
第 十 : : 章 中 介绍 混合 由 依 样本 的 经 验 计 程 的 弱 收 钱 和 强 通 近 . 有 
关 混 合 相依 样本 的 忌 统 计量 、 线 性 模型 中 的 误差 方差 估计 和 密度 
函数 估计 等 统计 基 的 极限 性 质 将 在 第 十 三 章 中 给 出 . 而 在 第 十 四 
章 中 ,我们 将 介绍 其 它 类 型 的 弱 相 依 序 列 ( 如 缺 项 三 角 级 数 Gauss 
F J|, Markov 过 程 的 可 加 泛 函 等 ?的 某 坚 渐 近 性 质 . 
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第 十 二 章 ”经 验 过程 


RIX ,2 之 1 是 随机 变量 序列 ,上 共有 共同 的 分 布 函数 F(x). 
Xit’ X, 的 经 验 分 布 F, DEXA 


F(t) =n DICK: St) — oo <t<oo, 


相应 的 经 验 过 程 8.(o 定 义 为 
(12.0.1) A= Vn (EOF) —co<t<oo, 
QR F Exes. WY] new, =F CX, 0.1 EA 
(12.0.2) a= n ED OK], 
H pRa Ai pL 
(12.0.3) EW =F, ün F=} DIUK OSA. 
AERP IE MEH R Fo US FOX) ,i 一 1,…,n, 可 有 
(12.0.4) <8,Gnv FOAD OSES 1} = {a,(), 
OS tS iin = 1,250. 

于 是 ,对 所 有 关于 w, 成 立 的 定理 关于 8. 也 正确 ,只 要 在 (12. 0. 4) 
中 令 y= FCORI A. 所 以 在 这 … 章 中 我 们 将 只 限于 讨论 均匀 的 经 
验 过 程 a.(，), 

在 独立 情况 ,早已 证 明 过 . 
(12.0.5) a, >B n=, 
其 中 B 是 Brown $F. iee )) H-7] Brown ipSa hg AES h 
Komlos- Major- Tusnády (1975) 49 4. 他 们 证 明 ; 不 改变 {a,( ，) ,nn 
六 上 的 分 布 .可 在 一 较 大 的 概率 空间 上 与 一 列 独立 的 Brown 桥 一 
起 重新 定义 ia(。)} ,使 得 
(12. 0. 6) sup, la, (t) — B.) | =O Jog n) a.s. 
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对 于 一 个 平稳 序列 ,保证 (12.0.5) 或 (12. 0.6) 成 立 的 条 件 也 
曾 被 不 少 学 着 讨论 过 , 本 章 的 目的 即 是 介绍 混合 样本 的 有 关 成 果 . 
在 3 12. 1 中 ,我 们 将 给 出 经 验 过 程 弱 收 和 敛 方面 迄今 为 止 的 最 好 的 
结果 .对 于 a 混合 和 混合 样本 的 经 验 过 程 的 加 权 骅 收敛 性 将 在 
$12. 2 中 讨论 . 经 验 过 程 用 Gauss 过 程 强 允 近 的 菜 些 结果 在 
§ 12.3 中 介绍 . 而 在 $ 12. 4 中 我 们 将 建立 经 验 过 程 连续 模 方 面 的 
若干 定理 . 


$12.1 能 收敛 


设 10,.n 之 1 是 i0,1] 上 均匀 分 布 的 强 平稳 随机 变量 序列 , 记 
(12. 1. ]) RG t)=sAt— st 


~ EURU <5) — sO <2) — £) 


4=2 


eo, <9) = Ud, <= E A 


Y(U.) 是 a 混合 且 满 足 a(n) < co 时 ,由 引 理 1. 2.1,(12.1.1) 
n=1 


H Ey R E ea oP HL Oe A 

‘USM Bla) 0S RKRELRE TSR 
Feit ke — EE AY OE RAF A SB WL. Billingsley (1968), Sen (1971, 
1974) , Yoshihara (1975 , 1978) AI GB J Wa (1986) $34 A It RE 
结果 是 邵 启 满 (1986) 给 出 的 . 

12.1.1 9 混合 样本 经 验 过 程 的 弱 收 敛 性 . 

定理 12.1.1 RiU nl] EHAA R E 9 
混合 的 随机 变量 序列 , 它 的 经 验 过 程 如 (12. 0. 2) 中 定义 . WRA. 
L 1) 中 的 级 数 绝 对 收 仇 ,而且 


(12.1.2) ZF 82) <I oo, 
则 有 
(12.1.3) a>Y , 


HH Y= {Y (2), OLS L ht Gauss HE. EY) =0 H. EYY CE) 
= R st). 
证 ERELL] 
a) = FeRAM? =f 
由 推论 4. 1. 1,0, HEPAT EY). 进一步 ,容易 验证 o 的 有 
限 维 分 布 收敛 十 了 Y 的 相应 的 有 oe 
为 了 证 明 {o} 的 胎 蛇 性 ,只 需 验证 :对 任意 的 e>0.9> OE 
OEL 使 得 对 任何 0ssss 1 一 06, 和 充分 大 的 ?= 
(12.1.4) Pi Sup |a (2) — ols) ide} <6. 
对 O<s<tee lid & = I) —D — I 8) ~ =I 
O-G—s). 我 们 有 
EE —o.|8&j) 1,4 =r—s— @—s) Cts. 
从 引 理 2.2.2 和 2.2.8 AB: FETE Como, 
R3 $ ; t 1 Ste)! 
(12.1.5) Eat) @,(s)| < GE 0 
< 


& p 是 一 个 满足 sm 到 户 的 正 数 . 考虑 随机 变量 as tip) —ast+ 
(is 1)p),i= 1.2.7" 2, 由 Biilingsley(1968) 的 定理 12. 2, 对 任意 
的 ao 有 l 
(12.1.6) P max |as +ip) — als) Saim p, 
HRA KSI KOAK. 
对 ssrin p RNA 
(12.1.7) iat — als) E |a,(st+p)—a(s)|+p Mn, 
由 此 推出 
《12. 1. 8) .Sup i (tt) C5) | 


s+ pm 


<= sup ioa, E) | + Lels ip) — @,(s)|} 


‘fgets + pm 


<3 max |a,(s + ip) — a,(s)| + p vn. 


» 282 » 


WMR e/nsip<ei n ,从 (人 12.1.6) 和 (12.1.8) 可 得 
(12.1.9) | sup jatt) — a,l) Ste) < Emp. 
1 LES pm { 


He o (879 K/S. FEA KA n TE m EGO n ms 
(S/edn H mp=8. 从 (12. 1.8) 和 (12.1.9) 得 到 (12.1.4), 定 理 12. 
1.1 HEH. 

推论 12.1.1 设 iC,,n 空 1} 是 [0,1] 上 均匀 分 布 的 强 平稳 pp 
混合 的 随机 变量 序 列 . 如 果 (12. 1. 1) 中 的 级 数 绝 对 收 煞 出 


Sec »< oo MIA ay. 
注 12.1.1 在 户 维 样本 人 pp 之 2) 情 形 , 定 理 2.1.1 的 结论 志 成 


注 12.1.2 混 台 序列 的 Glivenko-Gantelli 定理 ,了 世 即 经 验 过 
程 的 a. s. WER $ 8.3-- 8.5 中 的 结果 的 直接 推论 . 例如 .从 
推论 8.5.1 我 们 有 

命题 12.1. 1 RIX, nl 是 9 混合 随机 变 基 序列 :具有 共 
交 的 连续 分 布 函数 FC +), 那么 对 任意 的 gb 盖 0,s>>0， 

baie [Fa = Cr) | I en 7t’) << oo, 


也 就 是 说 给 出 了 Glivenko-Cantelli 定理 中 的 收敛 速度 ， 
Pa) — FOr)| = OG I) as. 

当 样 本 是 mixing 或 ae-mixing 时 在 一 定 的 条 件 下 有 类似 的 
结果 ， 

12.1.2 “混合 样 木 经 验 过 程 的 弱 收 和 敛 性 . 

定理 12.1.2 We nS) BLO JED HH OEE a 
混 台 的 随机 变 基 序列 且 设 
C12, Te 10) aln) =O"), Ee ro 2. 
则 有 a=>Y. 

利用 下 面 给 出 的 引 理 ,仿照 定理 12.1.1 的 证 明 即 可 推出 定理 
be hee 

引 理 12.1.1 Kien 1} ROP a RAMI EEFI. 
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&i&l a.s..£,=0.E%=r.E|é,|=—2r 802.1. 10) 被 满足 . 


BeBe = > é. Bi r>? 不 是 整数 月 区 二 2k, 其 中 有 是 整数 ,满足 
7 一 1 之 之 rr 十 1. 那么 我 们 有 


(12.1.11) ES, |” Se > Cnt Sy bina), 


ea fi 
t= 


HA, ]—1<cr6,<r-1 G8, — (k—- 1) /rok=1ee Lr 
证 (12.1. 100A A HE MRT 


(12.1612) DGH tal æ k= Lye [r]. 
Diy EM hon EO te tin RA, = FLY ie, 
Ovi bee aSa Bi max j RA, RE l= Lr ,kk 一 1,…， 
Cr]. i | | 

DE = D) EEE Ereet agi 


注意 刘 对 任 偶数 d, HERRERIA 
(12. 1.13) E|S j = ad? ETR 有 Ae SR Eg ei 


从 引 理 1. 2.5 和 (12.1,12}) 我 们 有 
人 


p =Ñ 


| 


mea tZ: 5 
ai +> Ti EEE Eti i 


~ ， 一 ls) sae nii 
il (2) 
-A ` 4 ee š 
San 
nids at2) 


26 DG + Lhe *: (£4) 0% 


+ 6 > ib De ad ee K erh. 


i= 


其 次 ,用 归纳 法 来 证 明 : 对 k=1,2., 7 J 
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[CE 一 17723 
(12. 1.16) Daal Ke > pirhi t-e, 
s=f 
M 12.1. 14) C12. 1. 15) 即 得 对 =1,2,《12. 1.16) 成 立 . 假设 
(12.1.16) 对 外 一 1,2 二 一 1 之 -rz 成 并 .我 们 来 证 (12.1.16) 对 上 也 
上 成立. 注音 到 
WY 
pA Pa T DD 
ie DNC C PLE 


< ES i + ital AG h L erh, 


Eman cik, | . 
类 似 地 , Loner. 当 Ikl, 
人 
有 
T nik) LEES, i Stet | 


[| = :也 十 7. 
我 们 有 hse. 白 归 纳 假设 和 平稳 性 有 


b= 29-2. Cae dB] 

_ i No i x Pare 

Í. <=. (7 N ne? ou | ( > mri a a 2; } 
2G t=) 
A n tja +190, 44 
oe n 了 Pree atl ttk ruj 
ʻk—1): 2] 

ah. 

一 Lagat 

= J $f 

Sad N nv 
r= 1 


这 样 (12. 1. 169 Xf A=1.2.0, Cr Jaw. 从 (12. 1.13), 12. 1. 16) 
首 注意 到 着 一 1 科 [ 门 ,得 证 引 理 12. 1. 1 成立 . 
5| 理 12.1.2 SX 2<r< 3 满足 引 理 12. 1.1 的 茶 件 ,那么 
C2 Lr ES nr). 
证 从 引 理 1.2.5 和 (12.1.14) 我 们 有 
ney SS 8 Day th) & 5 之 1 人 十 1)*ats,) Ken. 


类 但 地 >，， < cn, 又 由 (12, 1. 16) 我 们 有 


n(3} 一 习 


* 285 * 


Dn Da | 
S eln? Sp nr), 
把 这 些 不 等 式 与 (2.1. 13) 相 结合 得 (12.1, 17). 

现在 定理 12.1.2 可 依 定理 12. 1.1 的 证 明 思 路 证 明之 ,只 需 
用 引 理 12.1.2 代替 引 理 2.2.2 和 引 理 2. 2.8. 

注 12.1.3 在 p 维 (jp 汪 2) 样本 情形 ,利用 3 引 理 12.1. 1, 定 理 
12.1. 2 BY ZG AR tH we BR Oe 
(per 1 4p EBX., 

‘Pip 一 1) 4p 是 奇数 . 

È 12.1.4 具 丰 随机 指标 的 部 分 和 过 程 及 经 验 过 程 的 弱 收 
将 性 也 已 被 一 些 作 者 所 讨论 . 关 十 这 - HRA AS MW Renyi(1958， 
1960) „Billingsley (1968. § 17).Aldous(1978) ll Luk1984) 等 . 在 此 
我 们 不 加 证 明 地 列 出 具有 随机 指标 经 验 过 程 弱 收 敛 的 一 个 结果 . 

Wolo, nel) Bese Fl 12. 1,2 中 的 经 验 过 程序 列 , 又 设 {r,.n 完 
1+ 是 同一 概率 空间 上 的 下 整 值 随机 变量 序列 . 假设 m%=> 了 .其 中 了 
JE Gauss ;过程 所 1 rr 满足 


2 
r, n —— T, 


其 中 上 是 正 随机 变 基 ,那么 我 们 有 


te, >Y, 


$12.2 加 权 弱 收敛 


设 ? 是 (0,1) 上 上 的 一 个 权 因 数 , 它 是 正 的 ,也 就 是 说 对 仁 意 的 
0s6<1/2，inf_ qo >. 定义 加 权 均 匀 经 验 过 程 为 ft)78(t)， 
Oe}. SU nse] 是 独 立 的 .0,1]E 均 匀 分 布 的 随机 变量 序 
FAY. est FEY TAR SSK SE EEA TRADES. 值得 
#2 2 AY LEA M. Csorgo.s. Csorgo, Horváth 和 Mason(1986a), 
Shorack 和 Wellner (1986) LJ & Csorgo#M Horvath (1993) 等, Fiz 
我 们 重 述 M. Csorgo,S. Csorgo. Horvath 和 Mason(1986a) 的 一 个 
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定理 .在 Csbrgo 和 Horvath (1993) 的 第 四 章 中 给 出 了 该 定理 的 一 - 
个 较 简洁 的 证 明 . 

定理 12.2.1 假设 ?在 (0,1)? 上 是 正 且 连续 的 ,在 0 的 个 
邻 域 内 是 不 减 的 ,在 1 的 一 个 邻 域 内 是 不 增 的 , 孝 么 ,对 - 切 2 二 
On MAF 


(12.2. 1) FCg. À): = ae yet — AF I/O — t) dt < oc 
HARRIE nokt 
(12. 2.2) a gl >B O )/g( * ) 


对 于 相依 序列 经 验 过 程 的 加 权 弱 收 义 的 研究 还 并 不 多 . 这 时 ， 
由 于 协 方差 项 的 出 现 , 极 限 过 程 就 可 能 不 青 是 { 吉 权 )Brown 桥 的 
形式 了 (参见 $ 12. 1 中 的 结果 ). 

邵 启 满 和 于 浩 (1995) 在 混合 相依 或 相伴 (asstciated 7 相依 的 假 
设 下 研究 了 强 平稳 序列 经 验 过 程 的 加 权 弱 收敛 性 . 这 里 我 们 将 只 
介绍 混合 情形 时 的 有 关 结 果 . 首先 ,给 出 下 列 基 本 定理. 

定理 12.2.2 设 iU,,n 空 1} 是 50,114 上 均匀 分 布 的 强 平稳 随 
机 变量 序列 . 假设 对 任意 的 OSs tl 和 nl 有 

CADE o 0. p> 2,6, >1,08n<1 和 pp 之 1 一 ri 使 得 
E|a,(t)~ oa ts) |*se,Cle—-s | +722’? |e—s | 1); 

CAD FE o> 0 A O<r, <1 fH Emn (Ct) — 4,08)? E 


cz lt~ s|". 


又 设 

(12,253) a,=>Y , 

其 中 了 是 $$ 12.1 中 定义 的 Gauss 过 程 .那么 
(12. 2. 4) a/ qY /gqg, 


此 处 权 泛 数 g 基 有 下 曾 性 质 ;存在 c>0 Hl A> tH Oe, 
(12.2.5) g(t) Bc -- 4))*dlog 1/60 — 4)))4, 
其 中 
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mini 21 Utes tz) 
《12. 2.6) p= min: Ss ue 


注 12.2.1 通过 常规 程序 (参见 Bilingsley)(1968))， 征 理 
12. 2 和 (22. 18)) 容 易 验 证 :在 条 件 (Al) 下 ,fa ,0s<ts1) 是 胎 
紧 的 .内 此 .为 全 (12. 2. DRO, R AUER : 6a, (2) Ot 1) YE fT 
AAR ESD ATU RE YG) nsses1)} 相 应 的 有 限 维 分 布 而 且 (12. 1. 
1) 中 的 级 数 绝 对 收敛. 

注 12.2.2 M1221 PRA BR q 通常 称 为 
Chibisov-O' Reilly RAR. 若 写 gC) = U — 2) loglog (1/41 — 
ty) ee), MUS to Rt A gC) oo, (A 12. 2.53 
Hs AL BRAK g 可 与 Chibisov-O' Reilly 权 函 数 相 比 较 , 如 果 我 们 适当 
选取 ppiotr Air: 使 得 x 接近 或 等 于 1/2. 事实 上 ,下 面 的 定理 
12.2.3 和 12.2.4 和 将 说 明 : 丰 混合 情形 , 取 p= 二 1/(2 十 e}{( 某 个 > 
90) 是 可 能 的 . 特别 地 ,在 较 强 的 混合 条 件 之 下 ,对 bp 混 合 序 列 可 得 
“一 172 的 最 佳 速度 . 然而 在 大 多 数 情 况 ,wp< 172. 顺便 指出 ,如 果 
AT — MERI ELER B 9, 满足 ja ig? 《tdt<<oo ,那么 我 们 也 有 (12. 2. 1) 
(任意 4 记 0) .也 就 是 党 9g 一定 是 Chibisov O'Reilly 42 oR. 

注 12. 2.3 如 果 在 (12.2.6) 中 j= 《ry 十 ps)/(p 十 pi) 之 min 
(pf porei2) ERA Mae 12. 2.2 的 证 明 , 邓 及 的 限制 可 从 8172 
放宽 到 B>17(p 十 名) 一 (1 一 7 一 r 此 外 ,在 l 
时 我 们 可 用 一 个 简单 的 充分 条 件 | 1a Odeo (RRL. 2. 
5). 

定理 12.2.2 的 -- 个 直接 应 用 是 对 w RZA 5 A 
ME. 例如 .考虑 积分 泛 表 

A(t) 一 |a, (Dds) 一 | 8 Gnv Fis) dQ) ar 1, 
和 对 应 的 Gauss 过 程 
(12.2.7) Au) = frodo ors h 
Ep Q(s)=invF oE X K Sp eR F OS A 12. 
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0. 4)). BR Aaw EE LARA LRA REN HS WM. 
Csorgo.S. Csorgo, Horvath 和 Mason (1986b). 
推论 12.2.1 如果 定理 12.2. 2 的 条 件 被 满足 , 且 
(12.2.8) [GA — "(log EA — HPU) <, 
则 在 DLO. LAR 
A> A. 
12.2.4 ik F FERAL ARE X Hti AR, APF C12. 2. 8) 
稍 强 于 叉 的 la RH HE. 相反 的 结论 虽 未 必 成 立 , 但 从 
五 | 买 |112(logG1 二 Eco 存在 SG>0) 可 推出 (12. 2. 8). 
定理 12. 2.2 使 我 们 能 够 对 平稳 混合 序列 的 经 验 过 程 建立 加 
AL 5S BBL HE. 
定理 12.2.3 IU Sle OIL APR a 
RAEE IGA. HEE O14 V2 Al >o 使 得 
(12.2.9) am) 一 人 (2 f) 
HAIR E gO EUa OTEO o> OO) ARERR g MI. 
着 
ar7g=> 了 /9. 
定理 12.2.4 RIC n21) 0,1] bij 5 st A F fa 5 
混合 随机 变 基 序列 .假设 (12. 1. LA Re, A 


(12.2.10) ip) <eo, 
那么 
oY jq. 


Fog ME MHRA ec > OTE c> 0 使 得 gt) 宇 c (1(1 一 
SD ae 


ay 以 条 件 对 某 个 po?) ? 


(12. 2.11) NIP) < 00 
n=l 
代替 (12. 2.10), BAPE D0, 1]P 
&,/G=>Y iq, 
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HP g 满足 :存在 rc>>0 A FI 1/2.18 Bg) ec(20 r)” Clog] / 
(41 —-2)))*, 

推论 12.2.2 假设 满足 定理 12.2.3 的 条 件 且 

| 
那么 
A> A, 

推论 12.2.3 Un Sl ÆC 1 JEH Na Hh F ia p 

混合 序列 ,如果 (12. 2.10) A ERY eo 
| jr P dEi) < o, 


那么 在 五 [0.1] 中 
AA. 
MEURA 2. 1DE 2.1008 
faa = dog (4G 一 DraaQd < oo, 


那么 在 五 [0,1] 中 也 有 
A, =A. 
为 了 证 明 这 些 定理 ,我们 需要 下 列 引 理 
引 理 12. 2.1 RIE Rl E MIERES, F =j 
让 .那么 对 任意 的 p 宇 2, 存 在 常数 也 一 DD(p) 使 得 


(12.2.12) E) ak < pl í Se 


r=] 


+ DEISI + nt D EIEE F I? 
i=l 


Ha D EIEE) — ER). 


t=] 


证 RSE EG ina) Foil RF 
列 . 由 熟知 的 Burkholder (197D BR FEE D=D(p)<cc ,使 得 


(12. 2. 13) E| X371? EDI Ei DEGHF 1" + DEID|) 
z=] i=l i 1 一 1 
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” n 
: N meje’? NO 
SZD iD AEL + DEJE] 
:- 1 r=] 


+ El DOES) 1) ~ BE) 入] 
+-1 


<2D[[ DREN + DEEI 


v PS ELECE Pa) — BBP). 
2 :方面 ,容易 看 出 
E| DEP <2 £| Soa? + wt SE EG|F-1)|’). 
tt := 一 ] t=] 
由 这 两 个 不 等 式 即 得 (]2. 2.12). 
下 面 我 们 来 建立 一 个 关于 < 混合 序列 的 Rosenthal 型 不 等 式 . 
引 理 12.2.2 i 2 pros 2<custr. (Xml 是 = 混合 
随机 变量 序列 ,EX 二 0 A || X. | <o. 假设 存在 c> 和 人 >0 
(12. 2. 14) aln) en t. 


那么 对 任意 的 E> 0 AEE K=K(e,r, psvs 8,0) <00 使 得 
q2. 2.15) E[S i’ SK: (nC? max || X Ihe 


EN pit ir peer) Yil te! max li X; l £] A 


其 中 c 必 =1 D GH DU? a GUTE, PES, MERE e>0. 如 
果 O>aw(v—2) H ftp- Drio p). WA 
(12. 2.16) E\S, ZK lnt” max k X, || ?+ max || X; || 2); 
1 lenis 

如 果 Gpr! OG- po) MWA 
(12. 2.17) ES,’ Kn” max || X; |? 

证 OA a Ri X. X net EFRR 混合 序列 . 由 
Rio(1993) 的 一 个 结果 ,存在 了 ,= DG ER 
(12. 2. 18) ESS DanC, || X | 3. 

FX ff RR ET n fA BAH KE ER C12. 2.15). 假设 对 每 一 
l=A<in, 
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(12.2.19) EJS |S Kike) P| X |] 2 

+ REPT pid VL: E) || X | Py, 
M FE SE VE AR ERR kan 仍 成 立 , 令 0 过 a 之 1/2 (FE) m= 
Larj 十 1. 对 1crk,: = [n (2m) 十 1 ;定义 


nAt2t— Lim mA lem 
Xx 
E= X Xn= Dd) X, 
j=27 -])m»1 J= (2 —] ?mt . 


易 知 
如 
EIS <2 E| DE|’ + E| Din |) =a +1). 
‘=1 ee] 
记 F =li jd). 95] 2. 2. 1, 存 在 常数 DIOD), E 


k a 
(12.2.20) hS D,{ DUE EI? + | pa 
1=] t= 
+ Rf) EEC, F) [? 
t 
+ ZIN E| EE |F) — ER |”) 
isl 


= :Di SYEIEI + tu + Ia + Fn). 


由 (12. 2. 18). 有 
(12. 2. 21) Ti (Dikmen || X |) 3°" 
< (2Dyne,)?? | X || S Dine dt” | X || 2. 

为 估计 ws 记 

Y; = EE |F) 一 Ee. 
于 是 由 引 埋 1. 2. 4 

EY; = EI. |”? sgn (YY, 
ECY, |? sgn (¥,) (E — E%)) 
> ， ElY,|**-' 


20 Pomel s dere 2 J )m 


因此 

5 
它 与 (12. 2. 
(12. 2. 23) 


类 似 于 《12. 
(12.20 24) 
因此 

(12. 2. 25) 


< 12 > Qn) 


Bito Lm pdin A (21—L 


(E | Y, | g } be ee I XX; i Fr7 2 
= 2.2 P ， 
S 12rzz ap Cn) CE |Y, er XS 


E |Y; | 12 m Gm) || X |p 2. 
14) :起 堆 出 | 
Toss RR 12? mia" Cm) || X ||? 
<a 24! n"m PTO |) X |e 
“a c2dtu't “Ole pet (pe Ofr | X | p 


一 CD4Aeeit iry Cpt Cp—+ Br VY cI +e | X | 上 


is 


fh 


2.22) RTF 
EJE |.% D [K122 ma Gm) || X || 


Zh» Ss El m tim) |i X l f 


3 1 
=. Coat PT p P PY (a) | X | P, 


综合 这 些 不 等 式 旭 得 


类 似 地 


因此 我 们 得 


(12. 2. 26) 


记 


& 


1 < Dy DEIR + Dine) | X |? 
= REEE dst cadre |! X | ?| i 
如 
I, =D, Skiri Pea E | 
pa pier P pte PV +e xX zi. 


4 


+ 
ES S2 D| D EJE + Eln|?) 
] 


+ 2D (nC)? | Ke aCaatg’e—ree 


nn 0 二 


ene (P84), oe 
K =% DDD, 2C24fa t), 
从 (12.2.25) 和 归纳 假设 (12. 2.19) 即 得 
Bl Sal? S SDRE me 
+ Dy (aC)? || X |e + 2C24rar rp et nt || X || ?) 
| 
+ 2°D.(D, + 2C24%a?""") (Cnc, PAX | 2 
+ g? mip rly Cte | Xi‘) 
edd I lie) 
TORSE E ae opener ey ener | ee) 
人 
人 
RCAC OE || OF Ie aa PPO bet ey. 
汝 此 (12. 2.199%} Aan 也 成 立 . 引 理 证 些 . 
定理 12. 2. 2 的 证 明 . 由 Billingsley (1968) 的 定理 4. 2, H Si 
明 : 对 任意 的 e>0 


(12.2.27) lim lim sup? ; Sup |a(¢)/aC) >e} =0, 
(12. 2. 28) lim lim supP{ sup _ |, (t) /g(t) |e} =0, 
(12. 2.29) lim? { sup |[¥C)/q@) | 2e}=0, 

(12. 2.30) limP sup, IY G@)/g(t) |e} =0, 

注意 到 


P{ sup a,(2)/g{t)| 2 e} 
0 和 -< 


| sup ia, (é)/g(t)| See} 
j=l 92™ Tree gu 27! 
= DPI sup |a, t) | = eg(@2-7)}, 
fet a2” lezeze 37} 
(12. 2.27) 可 以 改写 为 
(12. 2. 31) lim lim supP! sup |a,(1)/gCz) |e} 
gr0 mesa Oe 
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一 个、 . : x 
slim sup lim sup >, Bms 
G3) aad z 


j=) 
其 中 BaP: sup jan (2) | 2=eg(@277)}. 
D2 2—1 
记 


€, = eg(62-7).G, = {jien 02t < 8 /2}, 
H, = (jimh > e,/2}. 
不 难 验证 :对 任意 的 SSSK 
(12. 2. 32) ba, (¢) ~ a (s) |< la, (sth) —a,(s)]+n¥7A. 
因此 由 (42),(12. 2. 5) #112. 2. 6). et EG, RITA 
(12.2.33) Ba < Pile, (02| + 262-4) > e) 
< P{ |a, 827+ )] > /2} 
< esT? (02i) 
< ce~* (log (2//0))~**. 
由 此 即 可 推出 
《12.2. 34) limsup limsup > B; = 0. 


aa 1€6, 
在 per, / 2 情形 ,(12. 2. 34) 对 B= 0 也 成 立 . 
= 


(12. 2. 35) Ai=4,=— 了 二 


i & E a2) 
A niet 4 m” i 


当 jc 五 .时 ,再 次 应 用 (12. 2. 32) 我 们 得 
(12. 2.36) B,<P{ max |æ GA) |2e;/2} 


ististg2 IHA 


+P: max sup | ont & GA) | ze,/2} 


Cx lee shi; a r Aces (r4 Dd 


<= Pi max a, iA) | =E;/2} 


Iig Itl, A 
+Pi max læa Ci+1)A)—a, GA) | + An Se/2} 
ogiera T t a 
<=P{ max @, (id) | e,/2} 
Lerig The A 


+Pi max læt (2+ 1)A) an GA) Se/4} 
pis 
<=3P{ max l|a,(iA)|e,/d}. 
à 


Iig i 2) 
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从 茶 件 (41) 可知: 对 任意 的 Oi<cece2- 和 /4， 
Eja kâ) 一 at) 有 GCC 一 人 4) + ne? Oo DAD") 
oo DAY + Pe? — 1M). 
因此 .由 Moricz 定理 6 引 理 4.1.2), CAR Sc, Mp, 有 关 的 常数 c 
使 得 
(12. 2.37) E max .a,(iA)j* 


nes se 27 a 


ODA) NAF 
P (92-142 / A) A log? (82-?+?/A)) 
SCAM (C927 Hn 422929 
Av og* (827777 /A)). 
因为 (C41) 中 的 py 六 1 一 ri 所 以 对 一 切 esi (ax) = dogr) / 
go ese, 这 样 , 从 (12.2.5),(12.2.6),(12.2.35),(12.2.37) 
和 关系 0277 m eB, R CH, MALS 
P: max ta,(iA)| 5> €,/8} 


oaiene2 77% ra 
Sre PUI Nn A log* (6277'7/A)) 
sce; (C02 741 en OD nm 
log’ (82 ae ) 
Lee T O2 e + Ee G2? 
© LOB? l n tE, )) 
SU Se eE 0062 1) 
ce Tiagi 78)) °F, 
这 个 不 等 式 与 (12. 2. 36) 一 起 就 证 明了 
(12. 2. 38) limsup limsup > By =0. 


B iE i, 
当 <p, /p 时, (12.2.38) 对 于 PB>1/(p 十 pz) 是 成 立 的 ,至 此 ,由 
(12. 2.31).(12.2.34) 和 (12. 2.38), (12. 2.27) 的 证 明 就 完成 了 . 
类 似 地 我 们 能 够 证 明 (12. 2. 28). 
由 (12.2. 3), 对 任意 的 0<<s,t 全 1 我 们 有 
a) 一 YE) — Ys). 
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于 是 由 (42) 和 Billingsjey(1968) 的 定理 5. 3. 
(12.2.39)  EC¥(e) -¥(s))*<lim infE (a, ()—a,(s) )? 
S<e2|f—si™. 

由 此 并 注意 到 {7 Ct) Occ e1) 是 Gauss 过 程 这 一 事实 ,对 所 有 的 
OS HL RIA 

EY) —Yts))' << cE’(¥@) — YQ) Sclt—s.%, 
直接 应 用 Billingsley (1968) AY E12. 2, 我 们 立即 得 到 (12. 2. 29) 
和 (12. 2. 30). 定理 12. 2. 2 证 毕 . 

推论 12. 2. 1 的 证 明 . 首先 我 们 来 验证 : {C2) ,wn 宇 1} 和 At) 在 
[0,11 土 都 是 有 定义 的 , 由 Schwarz KÆR, (A2), (12. 2.6) 和 
(12.2.8) ATOSS 


BAG) = | | Ea) modQdoaQdco) 
ip 12 
< [| Eca edge] 


1 +2 
gI pial | <t(1 = t))2 dQ) | LD, 
ma MRS SHE PA FER: e0) = ae); 
Ela Vete; AEI / 225085]. Elan O Keo e. 类似 地 ,利用 
(12.2. 39) 和 (.42) 我 们 有 
Ba) =| | FFCGoycodaQdoQco) 
a ^) k z f _ | 2 
sa | EU) dQ) 
ee mae = dQ) | aes 
这 就 证 明了 全) OSS lin lel MAG) ,0 所 之 1) 都 是 平方 可 
积 的 . AEST BAY Oo ORR INA 
1 
sup JADI sop 1, )/4" W| 9 ORW, 
和 
l 
Sup ADAU) |< sup ， (a jq“ Ce) | | > HdQ), 
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其 中 9 (1) = (1 — 29)" og /Ce (1 —2)))*, 因此 (12.2.27)， 
(12. 2. 28) #112. 2.8) 堆 出 对 任意 的 > 0 


(12. 2.40) lim limsup P í sup, 14 (ft) Se} 
—- nee 
=lim limsup Pi sup 140) 
— f; 1— 
AA =e} = =0, 


类 似 地 ,从 (12.2. 29).(12. 2. 30) F012. 2. 8) 推 出 :对 任意 的 se>>0 
(12.2.41) lim Pi sup |AG) |e} 
一 lim P; sup [AC1)— Ae) |e} =0. 
A. )- #1 

因此 推论 12. 2. 1 从 定理 12. 2. 20 Billingsley (1968) 4) E 4. 2 得 
到 ]. 

定理 12. 2. 3 的 证 明 . 令 9 和。 如 (12. 2.9) 中 定义 . 因为 Olt 
w 2 ,我 们 可 起 引 理 12. 2. 2 中 的 + 二 oo,v 和 pp 使 得 


(2.2.42) BORO cot 1<p<o~ite. 


因此 ,由 (12. 2.16) #1 (12.2. 18), Om g< (p—1—8)/6, EE 
K<, ER OSs ,zt 过 1 
E| > IU. <2) -IU S!) = E |’ 


Kin?” t—s [ae + nl wey 

和 
E| UW, So 1, <9) U s)) |? S Kale rl. 
i=] 
E MHE h 
E |a) — ats) he < K (|t — s| + n ay 
而 | 
Ela) — a(s)? Kl — s|*, 

因此 条 件 (41) 和 C42) 对 于 p= p/v> 1, p= p— 2-917, = 0M 
r,=2/v RE. ER AO< p< p 1—80 MA2 2.42) 容 易 看 出 


Pi HT E fl p-2—-97 
ae = 
(12. 2.43) min Dp’ pF pa’ 2 | >min| 4 5 p= 2 | 
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a Bee a 


由 定理 12. 1. 2, (12. 2. 3) 成 立 . 从 定理 12. 2. 2 得 证 定理 12. 2. 3. 
定理 12. 2. 4 的 证 明 . 从 推论 12. 1. 1 可 知 (12. 2.3) 成 立 . AP 
启 满 (1995) 的 定理 1. 1, 对 p 刁 2 我 们 有 


E| DUG. SED- 1a) a s] 


-pnr : 
<= cl në’ exp] c> PC2') | ECW, S2) 
jm fi 


— {Us)— (tC— Sr 
Elona] 


+n exp{ A> p*(2 EITU, <2) 


-一 TCD S s) — @—s)|*) 
“lonr: 


=< cl nfl? exp| c> AZI) A A 
r=0 


onn] 


+ 7 exp{ oS ry) | — s| | . 
显然 ,在 条 件 (12. 2.10) 之 下 ,对 peo R0<d<min e p— 
1)/(2C2+e8)),.(p--2)/2) ,我 们 有 
E| JAIU <1) — WU <8) a 8) |? 


[lona] 


Kelne- s| +H exp( c > p7/*(2")) It — si) 
Lete s? n?e — 81), 
| icgn J 
这 里 用 到 了 exp(e > ex (2') ) 为 的 缓 变 函 数 这 一 事实 . 于 是 ,对 


于 p>2 
Ele) 一 a(s)l@ :et s| +n 220 |¢ — s)), 
对 于 p=2 
E\a.2) — a,(s)|? felt s]. 
六 此 欠 件 (41) 和 (42) 对 于 op, = p/2, p= p— 2—26>0Mf ry =r, = 
i 是 被 满足 的 . 从 而 由 《12. 2. 6) 
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(12.2.44) p=(1+p—2- 28) /( p+ p—2-20) > 1/ (2+). 
另 --- 方 面 , 在 茶 件 (12. 2. 11) 下 ,对 p 宇 ?有 


E| Sep =e E D 
i=] 


etn lt-- 5 #7 najt — s|). 
因而 
Eja,) = oto) Oo sn 2 os|). 
Br LA SRE CAL ANC AQ SEF op. = p/2.p.= poA nr. = LER 


ALA. 显然 eo 1/2. EM 12. 2. 4 证 毕 . 
$12.3 强 通 近 


这 一 节 中 我 们 将 介绍 有 : 关 由 相依 样本 产生 的 经 验 这 程 的 强 道 
it it. 着 重 介绍 phiipp (1982) 关 丁 a 混合 样 本 的 两 个 结 
Strittmattet(1990) 曾 对 绝对 正则 样本 研究 过 这 类 问题 RE RS IE o 
PEREAT. 

为 了 讨论 相依 样本 产生 的 经 验 过 程 的 强逼 近 , 我 们 首先 给 出 
-个 取 值 于 Banach 空间 的 随机 元 序列 的 强 通 近 结 果 . 设 {rj,7 汪 
] } 是 一 个 定义 在 概率 空间 .2, D P) ERF Em AE CA, 

-< ) 的 强 平稳 a 混合 随机 :让 序 列 , 又 设 (5 .路 上) 是- * Banach 空间 ， 
六 是 一 个 AS BMA. PR), Hale) FSET OS a 
强 平 稳 a en ee 

定理 12. 3.1 {X jc: 是 一 个 如 上 定义 的 5 值 强 于 稳 a 
混合 的 随机 元 序列 . 存在 目 随 机 变量 EE < oo (POLI 1). 
W Ella lisé 又 设 存 在 p>> 0. fH 


《12. 3. 1) a(n) Sen PVD eee) 

ELTA m>, ER YEOR A SS RA FINER 
PVE supl| A „ilez, 

(12. 3.3) SEA o>). dim AS scm. 


又 设 存 在 O> OER RT RE mil, A on, Gn) Kc expCm)") FI AH 
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KR a Cn doe 使 得 对 任 一 = 之 mm 成 立 着 
(12.3.4) Pt fe TSX, — AX) | > end |< me, 


其 中 oa 是 P rey SMN BE. 此 外 ,对 每 一 ma] 映射 Ne oh 是 从 (4， 
HF) Bi LaS CH A mS 生成 节 线 性 空间 ) 的 一 个 可 测 消 数 , 而 且 
(12.3.5) EAn X 0 ELAn X i ce, 
ST ÆU AS 牛 成 的 线性 空间 的 完备 化 ,因此 它 是 一 可 分 的 Ba- 
nach 空间 .那么 ,存在 一 个 定义 在 (A P] AB iad dé. WT {É 
Gauss 随机 变量 序列 17;,j 宇 1) ,8Y 二 0, 而 且 对 任意 的 ,1ET'(T 
上 的 有 界线 性 汉 函 空间 },Y, 的 协 方 差 结 构 如 上 : 
(12. 3. 6) Es (YY, ) = limE's( Nak pltCA wails 

+ lim a Elst A mX DECA n X5)} 


#22 


-mY ESCA aX DA aX) 
SER IRTEE BR iA. Ob FEMI E V. 和正 
常数 a HERRN IAES OL BP RIE A : 
(12.3.7) || >) K YO | <¥,=OGn?{ dogn)—-* 


+ logn ig(allogn)! ™)}) as. 
这 个 定理 的 证 明 不 在 这 里 给 出 T. 
定理 12. 3.2 BEC fe -P MRR ,满足 


(12. 3. 8) NICSE cd Kt r>1/6. 
Klene liE PR aa 4` 值 随机 元 序列 ,满足 
(12.5.9) atn}Scn* +. 


记 eO an ECO PWC) CE. 那么 存在 定义 在 同 -概率 六 


Ein, pi 上 ,指标 为 CE H ii d. Gauss 过 程序 列 !Y,, pS 
1; ,满足 EY (CC)=0， 


(12. 3. 10) EY (OY, = Eg. (Cg (D) + D Eg Og, D) 


ne? 


+ S Egg D) C DEE 


awed 
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使 得 对 某 个 可 测 的 VW, 种 42>0, 以 概率 1 成 立 
(12.3.11) sup] 2 CeEC) 一 PCC) 一 了 (C))| <V, = O(n"? 


JEn 


(logn) 一 

o 3.2. AT RIER TE. 

设 (是 强 平 稳 e 混合 的 实 随 机 变量 序列 ,E6 = 0, A ISIE 
kamant a erat PORE (E, E dali aoe 


Í HYSKA H, 和 和 五 .1 BPPN 又 定义 H, i ioe 
数组 成 (因此 CardH,<2p), 要求 这 些 区 组 的 顺序 是 H, hste 
H, -i Ha. ELAT HE KHE Z E A R. 记 


ya cae ay 
Ji :一 Sik; = > È.. 


IEH, t&l, 
容易 看 出 
中 一 Ei + 2 > EGE, < 
ART FEA n 
[20 p17 
(12. 3. 12) Eyi. ey 
Lut p, j =q. 


i L maly ny sR 
y= Y, = a Raq, 

Hote, =Ecy, | Aa) BRYZA (Sj<q) BRERA BS 
理 1. 2. ] ， 
《12.3. 13) l&r se Kp. 

引 理 12. 3.1 $ Azo. 我 们 有 

P| Y EYZ ) S 4An| K eA phe, 
Big 

证 ”由 Holder 不 等 式 有 
(12. 3.14) EY? |“; JSEW*iS%,-. 
利用 引 理 1.2.1 可 得 

WE Cy?) 57,2.) — Evil], < Ally l.@ Cp) SA 4p "7. 

LAH h Minkowski 不 等 式 和 Chebyshev 不 等 式 , 我 们 有 
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PS CE — EY) > An} 
<16n" AE (gph me) <A“ tp. 
M12. 3.12040 12. 3.14),3[ 理 中 的 概率 不 超过 
PISES,- > SEY 十 ho) 二 ch 


证 毕 . i 
引 理 12. 3.2 XHEK ROO, 


zf 


> 5Ra'* | < clexp(— R?/A) 十 2p’). 


证 SMEH, RI, HOS n MPR BY 
Sy. kM, 
vl% KA 


Uy k> M; 
k 
SEY Z. 1) ,SEM, 
s$ 二 4 j 
sirs Ek >M. 
显 然 U, — U; = Y; < 4p = C. 如 R R< An!”?/p, 就 记 A=R/ 
GAN?) K =20An. 因此 ACS. 又 记 
s 1 yf tesa 
T= exp| a, — aa t+ sic | si}. 
由 Stout (1974) #94] HAS. 4. 1 和 推论 5.4. 1, AME. 3. 1, 我 
们 有 
PisupU, => 5Rn'?} 
k0 
Eg 


! l | 


S rlsupT, > exp| ’K — 5| i+ lie 
kG 2 2 
所、 c fexp( -- REJA) + Ap? ay, 
M RAM? / pi A= 1/ Cp), K =20Rpn"”. 则 有 2aC 一 1 用 如 刚 
T HAA 
P i supU, > 5Rn'?} 
zu 
- i -- 20Rpm + 3An' EOP 
人 + Aq? pie 
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= cA 7E p? A 
这 就 完成 了 引 理 12, 3. 2 的 证 明 . 
引 理 12. 3. 3 成 立 着 


Pi\ Do “> Rn") < clexp(— R*/A) 
pod PA eR), 
证 HH Chebyshev 4-20 fl Minkowshi 不 等 式 , 从 (12. 3. 13) 
得 
PS Se Ral eS chan gpl rt eR I np A, 


f= 


将 它 与 引 理 12. 3.2 相 结合 并 渡 意 到 
D2 <i 297- baa 


即 得 引 理 的 结 认 
如 果 用 z, 代替 vols <q, Hid z,=0,MA5] B12. 3. 3 仍然 
成 立 . 玉 基 我 们 得 到 1 .ri:1; 的 部 分 和 的 概率 的 指数 界 ，: 


(12. 3. 15) PS 
bof 


ah c€exp (-- RA) + mee A? 4+ R). 
引 理 12. 3. 4 ”如 果 定 埋 12. 3. 2 的 假设 被 满足 ,那么 对 任意 给 
论 的 s>0 存 人 0<0ee 和 辆 过 coxp( 一 10de)) 使 得 对 一 切 


> 14Rn! > | 


Po isup bt) = 4(D) IC, DE F, 
P,(CAD) << ò) > e) Sc exp(— 1/(8e)). 
其 中 


Wn UPa PnP B sm > E BN 


j=l 


P, (B) = Pix, € B), BE X. 
证 令 rr 足 够 大 使 得 
《12. 3.16) -a 
2 CRO. 125 n= NCO, OP ,d= (1) e 
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32. 令 No E, P ÉE 义 中 的 集合 为 Ans s Aimi- 因此 ,对 每 一 
ce MR R=0.1 0 TE C= rTM KA =slhoc ER Ara 
“eC Any A Pi Anas) Ae: de. 10 

Bois Bi(e) = Arao NAs lsin? 

D,= Dl) = AA, tea yy Ana. 
则 有 P.CBO<d, 和 Pa Di) Lir <8. 

记 no t= m lE) =e / (25562). XIR — non FETEME— AY ASF) 
使 得 
《12. 3.17) 1/2<.8dyn'? esl. 
于 是 对 n>n k=hl(n), e= i M EEr =r) s=sthic) Kil] 
有 
(12. 3.18) vn (Ay) — €/8<v, (Ay) On nc) 
sy, (Aa) HEB. 

由 此 即 得 
2 [va Arece 一 上 (asoy)| 


$- l 


一 a A 
s > j | Vya Ano ) — Yy ÇA, T9) | 


去 > eln CBD T+ lv (D1). 
A> B, 是 满足 PCB) <6, 的 集 B= ANA... B= A NAR 
类 . BAM EEB OR DOE, D, 中 的 集合 的 个 数 
Card( 4) = 2mG mii + 1). 
KH Pio CB) od}, EP BE Z. if é= IC ERB) 
-- PCB), 
因为 
EEE << hié d, caa — 1))' << PHB, 

故 有 

of = Ret + 2 DE¢,6, < ePICB). 


nm? 


HERM EER 0 Seo”. 从 (12. 3. 15) 即 得 
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ți va) 
196° 


P{ |v, CB)! > d?! <el exp 


一 1 十 ?)| ; 


取 “= 17(8r 一 16) 并 利用 (12. 3. 8) 我 们 有 
pia Pilni > 2 SER BE A) 
sic exp ((— er (88? 196 + 32° + 134) dr” 
+a TTO ATU), 
由 此 并 取 足够 大 ,再 利用 (12. 3.16) 和 (12. 3. 17] ,对 nen (8 


k 
ae s l i j \ 
> Pi = e| exp| 一 1 ap gg AEE 
= g \ € } f 
sc exp (- ]/(8e)). 


记忆, 一 POP,>er8) Eh 
V, = sup{ly.4,) -wv CA la Ar C Ab, 
P(A, \A, ) se ds yk = Les sm}. 


N12. 3.15) A112. 3.17). ren At 
Q, = 6," exp; -- | 十 nt gt 


<= c exp (-- 1/(€8e)). 
再 次 利用 (12.3. 16) 勾 有 
四 一 P{sup(iv,(A,) = & CA) 1 PCA gj AAG) < 3d,) 全 8 4， 


PA 


C- FR 
| 


El en T exp, -- Tað! s -4 nd 1 
exp (— 1/(8e))., 
引 理 证 毕 . 

定理 12. 3. 2 的 证 明 . 

令 S 是 志 . 上 的 碎 有 有 界 实 值 水 数组 成 的 空间 ,对 FE S, 记 
IFi=sup| fiO i HAR ee AiE Aaa). RE h: 
A>S. 令 miy Ee 二 m0 和 no 根 据 引 理 12. 3. 4 确定 ,于 是 
cm 而 moe exp (m4). & Astes Aad =N ERE 
的 一 些 集合 ,使 得 对 任意 的 CES FE ARE PLA AO<6 Ar 
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是 最 小 的 . EP NOOS Sem. WR Ae) =r EC)— pC) 
H pCA,. AC) <8. FR (i KK Anhar) = 二 JCrE A.) 一 p(Ar) 定 义 
Am: 5S 一 S. 则 有 dim A,Seicm. 从 引 理 12. 3.4 (R D= A, ) Fy Ml 
(12.3. DII F gom) sm" OR p= 1 67) RI. 至 此 , 通 
过 选取 8(1 一 04 委 8<1) 充 分 接近 于 1, 从 定理 12. 3. 1 即 得 证 定理 
12. 3.2. 

从 这 个 定理 我 们 立即 可 以 得 到 下 列 定 理 ， 

定理 12. 3.3 设 :X,,n 福 1} 是 强 平稳 ax 混合 的 了 维 随机 向 其 
序列 ,具有 共同 的 分 布 遂 数 F(x), 且 
(12. 3. 20) a(n} =0 (na t), 
对 sE R G gOS AXE) F). 那么 下 面 定义 的 协 方 着 函数 

Piss) = Egg: l) + DEC) gks') 


+ gag lr ss © RS, 
绝对 收 倒 ;而且 存在 一 个 定义 在 同一 概率 空间 | 2, DP) 上 指标 
为 sE R’ 的 世代 .Gauss 过 程序 列 {tY) ,7 六 1) ,满足 
EY (s) = OEY WY G) = DT(s,s) ,s,s E R, 
， 条 时 存在 一 个 常数 A=ACd) 0 以 概率 1 成 立 


sup UG < Y| = On? (dogn) ~*), 


ERT jel 


证 it Pe FASEB Ps) lid. EFG), 

s=(spe se ROB i PUR. BE rel eM 
s =v, (92 Sid 0 SF 27 
S € ERR CH i-os). s ER ARABS. 对 任意 的 CE ， 
存在 着 形 为 (一 co ,Gy 的 两 个 区 间 A, 和 A, 使 得 
ACCC A BEAAM pD Sd 

具有 上 述 形 式 的 区 间 的 个 数 不 超 过 2 个 ,也 就 是 说 Nd2 一 , 安 ， 
MA2. Aiki r= 避 有 旦 < 一 (人 22) 时 ,(12. 3.8) 是 被 满足 的 . 这 
样 , 从 《12. 3. 20) 即 知 (12.3. 10) RV. 

注 12. 3.1 Philipp 和 Pinzur(1980) 给 出 过 -一 个 多 元 经 验 过 程 
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用 -个 Kiefer 过 程 a.s. UNA. RIX, nell Bop RL 
强 平稳 cH OHA Po. RA a F HRES] /4 
alm) = Oir tr), 

定义 { 必 小 的 经 验 过 程 
R(s,t) = HIE - PGs) 4 0,8 © R. 


i, Mis SHEL gis gis’ yoo D Ele (ents DH gs )}, 
n=? 


sos CRY SEH go SIAS F). BA. BSR OA. 
在 一 个 较 太 的 概率 宇 间 上 可 以 重新 定义 经 验 这 程 {RC(s,t) s ER t 
20 ,而 在 这 个 新 的 概率 空间 .上 存在 一 个 Kiefer 过 程 {K(s,1),s 全 
RR ,1 实 0) ,其 协 方 益 郑 数 为 (CAz)PGs7)， 又 存在 一 个 常数 1 一 
Atg.) .使 得 

(12.3521) Sup sup |REs d — K Cst) i =O T ClogT)~*) a.s. 

“4 gai RX 3810.1] Fa By R. (12. 3. 21) BB F Yoshi- 
hara《1979) 的 结果 ,但 是 现在 对 于 混 台 速度 的 要 求 是 放宽 了 . 
由 关于 Kiefer 过 程 的 Strassen 型 重 对 数 律 (参见 Csorge 和 
Revesz198] .定理 1.15.1) 和 (12. 3. 21 BV ap EH EF OS RG, 
of J 2¢ log loge .O<[s8l1) 89 Strassen 型 重 对 数 律 . 


$12.4 经 验 过 程 的 连续 模 


WiX.nelike -个 具有 相同 分 布 Er) 的 随机 变量 序列 ， 
1 人 tecn 二 1.2 是 它 的 经 验 过 程序 列 , 经 验 过 程 
的 连续 模 定义 为 

W, Cdn) = SUP, tl 


n 
re 


Stute(1982) 对 i.i.d. 情形 证 明了 下 列 定理 . 
定理 12. 4. 1 假设 
Ci) Oa, la H na, foo, 
Gi) na, /logu—+co , 
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Gii) loga, '/loglogn—0. 
那么 
(12. 4.1) lim (a,logax 172, (a, J=1 as. 

定义 12.4.1 设 0 二 4 所 1,ACR. BH g(r) 被 称 为 是 满足 A 
上 的 一 致 局 部 入 阶 Lipschtz CA-ullL) 条 件 , 如 果 存 在 62>0,M 过 sw 使 
得 
《12. 4. 2) sup |g(x+2)— g(x) iM |z|’, lze]<e. 

周 筋 (1994) 讨 论 了 样本 是 9 混合 或 2 混合 时 的 经 验 过 程 的 连 
续 模 ,证 明了 于 列 定理 . 

定理 12. 4.2 设 {X,,n 之 1} 是 强 平稳 9p 混 合 的 随机 变量 序列 ， 


具有 共同 的 分 布 函 数 F(z). 假设 FOWE 条 件 且 De” 
(2) 过 oo. 如 果 存 在 -- 个 正 整数 序列 {m.} 使 得 
<m, <n 296m) <A Bm, <e, 


其 中 4 和 C 是 两 个 常数 ,那么 
(12. 4.3) w,(a,) =O Ca,logn)'*) a.s. 

定理 12. 4. 3 1X. 1) OP fa «混合 的 随机 变量 序列 ， 
具有 共同 的 分 布 消 数 F(r). 假设 Flr) 满 足 1-ullL HHA aln) = 
OC") ,其 中 0 二 op 和 1. 又 设 必 一 DO 一 co). 那 么 对 任意 的 0<8<1 
(12. 4, 4) w, (a, ) =la T log?n) a. S. 

注 12.4.1 WR FOWE ACCR) EM Xull 条 件 , 那 么 
(12. 4. 3) 和 (12. 4.4) 将 分 别 被 改写 为 
{12. 4,5) WL, an ANS SUP ea |8 t) — B,Cs) | 

=0( (ai loga) a. s. 

和 
(12. 4.6) ty, a,» A) =OlalFlog’n) a.s. 

注 12.4.2 周 勇 (1994) 由 于 直接 应 用 Collomb (1984) #53] 


理 ,所 以 要 求 条 件 > )p(m) <o. 但 是 Collomb 的 引 理 可 以 被 改进 
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(见面 的 引 理 12. 4. 1) ,因此 只 需要 Dp ONAE T. 


首先 给 出 十 面 的 Bernstein 型 不 等 式 . 
5| 理 12. 4. 1 WX, n> PRA SI. EX, 0. K, | Sd, 


EXi<D F. DPF) <r, ABATE C=, Cl *)) >of {$ 


Ft 


<exp 3 Jen ey. ae + ca Dn | 4 


’ 


其 中 a 是 实数 ,m 是 正 整 数 , 满 足 msn H oamd<1/4. 

这 个 引 理 的 证 明 可 以 沿 着 Collomb 的 证 明 路 线 进行 ,只 是 此 
中 需要 用 到 引 理 2. 2. 240 Collomb 的 证 明 中 利用 的 引 理 1.2.10 
(参见 引 理 11. 1.1). 

引 理 12. 4. 2(Doukhan „Leon 和 Portal 1984). 42 {X,.n221)} Œ 
a 混合 序列 .EX,= 二 0,|X, 1H amece". ido=sup| X, jl, HY 
=2/(1 0) 001. ABA FETE oo Al ce RAG a DAP HE) ,使 得 


rt 
r ae 可 eee = 2 ; ‘ 
Pt | > Eg | > £ ? = cg ‘exp { =~ Cone? Crt gl?) } + 
; im | 


其 中 
Č $ na < l.» 
=i ; con! tot”? 若 nie >1. 
定理 12. 4. 2 的 证 明 . 


如 辣 在 这 -- 章 开头 兽 既 提 公 过 的 那样 ,我 们 只 考虑 均匀 经 验 
过 程 .而 由 1-x 忆 条 件 ,只 需 证 明 
{12. 4. 7) Aup UR ant) -~a@Cs)|=OC(a,log n)'*) a.s. 
就 够 了 ,其 中 a, (+) BELO, 1 1 LINAS) RE eB om SE. 不 失 
一 般 性 可 设 (12.4. 2) 中 的 M=. 

HKHH te= 0,4, =4/ Kaj} =1, K, = La logn], 
分 割 成 K, 个 子 区 间 . 记 
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V.) = |a ct) — acs) | 


对 于 任意 的 1,s EL0,1j], 如 果 它 们 满足 ， t—s|<a, AAA FIA 
种 情况 : 
O 如 果 上 和 : 落 入 同 -个 子 区 间 , 也 就 是 说 ,存在 OSS 
天 ,一 1 ,使 得 rsE Bsta] FE 
|a, CE) — as) <= |) — a(t) | — a5) | 
= 2 max VG), 


Gi) 如 果 z s BABIN FRB RARE j Mr. 1<j+1 
SrL K, ,使 得 5E t, stjer tE ltte l A s t| Sa EA 
LSe. 于 是 

(a(t) 一 @(s) | 
Slat) — alt) | + la, — alt) | 
+ |od — @(s)| 3 max Voth) 


因此 不 论 如 何 都 有 
(12. 4. 8) sup ia C1) —a,(s)|<23 max V, Ct,). 
l> slza, IZEK, 


对 于 任意 固定 的 ISIK MHA 
Rip =t; bra! bn = ~—bas—by H latt sba — 1s bas 
A} Hl EX El Lz; -- anst 4-2, ], HF b,=B (na, /logn)'? |. WR B 待定 . 
E by no)? alt) nC) .对 于 任 给 的 sE [tasty tan) TEE 
To — br Shy TEA SEL Mey] ABR EO UAE ， 
我 们 有 
(12.4.9) n’ DASE ie om A 


:之 max, max | (E, (73 -= + (Bs) — s) | 
< eee. TIE, a en — (E, R) 一 Prt? | » 


= t2, Ff, 
qon E 


i Ete, = — (Ey;..41)— 1;.41)|} 


<= max EARS Pret t PEIR P; | 
Dr 


R 


<= max ({¢,}+a,/d,. 
由 


di 


(12.4. 10) ¢, = isto See = GS] 
j=] 


1 | Ae 
显然 |2; <2/n,EZ,=0B EZ?<a,/n',  e=B(alogn/n)'? A a= 
(B na, 'loga)'”. Hanae 对 充分 太 的 B RMA 


yn a 4, 2 = 2| 987 172 we, 
由 引 理 12. 4. 1 得 
(12.4. 12) PLL; 

=i 


S c exp{— ae + cafn) 
< a exp{— Blog a(d — ¢/B*?)}, 
Hr c,=exp(3/e¢ A). E BRAKE 
Pi max at oer > B(a,logn/n)™?} 


0 jEK, 
<cK bn < en, 
由 Borel-Gantelli 引 理 得 证 


(12. 4.12) mex max ld, IS BCalogn/n)'? a.s. 
SIE - a 


将 它 与 (12.4. 8) 和 (12. 4.9) 相 结 合 产 生 (12.4. 7). 这 就 完成 了 定 
理 12. 4.2 欧 证 明 ， 

定理 12. 4. 3 的 证 明 . 

可 沿 着 定理 12. 4. 2 的 证 明 路 线 进行 ,只 是 在 应 用 引 理 12. 4. 1 
的 地 方 代 之 以 引 理 12. 4. 2. 这 里 仅 概述 不 同 之 点 ， 

记 0 之 9 过 1 ,7 二 2/(] 一 各 . BM E|z; |"<2n 0, ,i 一 1,…* 因 
此 ot:=sup{|2Z;r:i=1, oa} 2! na Hn ae a 
1. 取 引 埋 12. 4. 2 中 的 c= e, = Bin "al ogn), T] 

Pig, 2 en} = cexp( — cBln al og'an) /nn 4a) 

< cy exp {~ coB logn}. 


因此 对 于 充分 大 的 五 我 们 有 
P{ max max fr >2) Sc,?. 
Oe fA, —b ers 
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第 十 三 章 ”由 混合 样本 产生 的 
某 些 统计 量 的 收敛 性 


在 数理 统计 学 中 ,大 样本 理论 是 一 个 十 分 重要 的 课题 . 通常 总 
假设 样本 是 独立 的 ,但 是 在 某 些 实际 问题 中 ,观察 值 常 常 是 相依 
的 . 在 这 一 部 分 中 ,我 们 将 对 几 类 重要 的 统计 量 ,如 UU- 统 计量 、 线 
性 模型 中 的 误差 方差 估计 .密度 函数 估计 等 在 混合 样本 下 研究 它 
们 的 某 些 大 样本 性 质 . 


$13.1 了 统计 量 


设 (Xeza 之 1 是 强 平稳 序列 ,它们 的 公共 分 布 是 天 (。) ,又 设 
A:R°"+RE—PTART EH m THRE Pee BRM. UV-B BEN 
为 


U, = =| A p ACK, otto X n m. 


it AY A 称 为 U. we 数 . 这 类 统计 量 最 早 是 由 Hoeffding 
(1948) 作 为 样本 均值 的 推广 而 引入 的 . 不 少 令 人 感 兴趣 的 统计 量 
属于 这 种 类 型 或 表 成 它们 的 渐 近 形式 . 
注 13.1.1 与 U- 统 计量 紧密 相关 的 另 一 类 称 为 von-Mises 
的 统计 量 (von-Mises 1947) 的 定义 为 
V, mD SC Xon. 


tal 


这 两 类 统计 量 有 十 分 相似 的 极限 性 质 . 所 以 我 们 只 限于 讨论 U- 统 
HE. 
核 h RACRT AH F) 是 退化 的 ， 如 果 对 任意 的 wa, KiSSin 
和 所 有 的 jE! Ls° “+ sam} ’ 
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EA (ay dr Ks Aare tt? Qn) = 03 
这 时 相应 的 已- 统计 量 就 称 为 是 退化 的 . 
首先 我 们 介绍 一 个 在 研究 UU- 统 计量 的 渐 近 理论 中 十 分 有 用 
的 工具 :Hoeffding HEH AIK. tc 


(13.4.1) @= [~ HE rtm) | | dF Ca), 
5 = +=] 


A íT, some a) = f faca ytt Ta) il dF (x;) + 


rordl 
r=], m 一 | 
和 
A, (2; RETEA ae = hr oe =n Or 一 1，………72 1. 
U, 的 投影 定义 为 
U, -一 — A CX,) 十 如 


UU 本身 也 本 表示 为 --- 个 U- 统 计量 
人 3 | 


= tH. 

其 中 

Hrs Em) = Ae ety) — Ay fay) — oe — hye, — 0 
是 … 个 退化 核 .我们 称 R, JEU. 的 剩余 部 分 . 

首先 我 们 需要 对 8 混合 性 的 定义 作 如 下 修改 : 称 序列 :XX, nn 汪 
1}) 为 ?* 混合 或 双向 2 混合 的 ,如 果 序 列 本 身 和 它们 的 反 向 序列 都 
E p HAH. EEN nk} 

g* (n): =sup sup maxi |P(A|By 


— P(A)|,|PCB|A) — P(B) |} — 0. 
显然 ,从 p 混合 性 可 推出 Yy 混 合 性 . 
在 这 一 节 里 ,我 们 将 对 gp' 混合 序列 建立 弱 的 和 强 的 收 钱 性 . 
Denker 和 Keller(1983) 曾 经 给 出 过 它 的 中 心 极限 定理 及 相应 的 收 
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MEE ZR POD ARR BELA RY Wiener 过 程 强 通 近 等 结果 . 将 
它们 与 第 五 和 第 九 章 中 关于 9 混合 序列 的 包 收 敏和 强 通 近 结果 相 
结 台 ,我 们 能 够 减弱 原来 文章 中 关于 和 矩 及 p C+ ) 的 假设 . 


13.1.1 RÈ R. 的 界 


RiX nel EM F CREA. Riz 
(13. 1.3) EST sup ECACX, eX DY oo. 


tye nity 


首先 我 们 叙述 Denker 和 Keller (1983) K WAI. 引 理 13.1.1 
是 引 理 1.2. 8 当 p= 二 gq 二 2 时 的 条 件 化 形式 . 令 YAS, MB 
都 是 7 Wf oR RRP OER NRE SHEN 
在 a TYEE 
dP QA |B) = sup | PCA|B) ~ Q(A|B) l; 

Mic 

d(P as |) = we SUR [LPCA|B) — PCA) |. 

SB 13.1.1 RA WS, PRT CVS, MA NyZ A 
i AY) PAK. VU POQ 和 Q: 是 三 个 概率 测度 ,它们 在 -wx 上 相等 ， 
那么 
| 本 CPP) — E, Eo (flr e Eo (fri ]| R442 72) 
> max{d!?( PB, A V Be) dP ,Q,:B, |), 
dP Q Bay Y} 
+ {ESD Be, G74) » max{ E, 3y”, 
Ey (fay? y: 
引 理 13.1.2 ASHE CVS EHD RR. PS DA Q 
EE -y 上 相等 的 概率 测度 ,如 果 
limd(P, ,Q:4 |.) =0, 
bh Ay 
Eal f| S lim inf Ep |f|. 
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引 理 13.1.3 对 给 定 的 e>0, 存 在 < 一 c.>>0, 使 得 
ER? & cent's (am). 
证 h3. 1. 2), Ai RA RHHAMS T. 我 
PIREA : RA BIRLA ,那么 
(13. 1.4) g EU L ener Hg, 


对 于 a= (as san) B= Chs sbn) E N" iE 
(13.1.5) W (a,6) = DAX e Xa 5 
其 中 求 和 是 对 所 有 满足 Sth E At 1 SIA j<m, Hh 4，…， 
tm 进行 的 . 记 I= 1. DEA” FETS 
”jv. = aW Unt). 
为 估计 EWA, aD, 252 SE 2.1.2 的 证 明 的 启发 ,我 们 将 wa, 
n1) 分 解 为 若干 个 在 较 小 的 指标 集 上 的 和 , OX)... 
(Xl 是 (Kahe AI m TLA. gE {l,m}” i 

W (a,big) = D AR + XI), 
其 中 的 求 和 范围 与 (13. 1. 5) 中 的 相同 . > 

I, = ((a.b) © NRA i, 

b= at n— la; = a, la — al Sn}, 


(43. 1. 6) 


定义 
tin) = supl E(W (a bq) Cab) E Tg E 人 9 

考虑 固定 的 非 负 整数 1、p、n, 它 们 满足 关系 n= kit p. Jt lab) E 

I, Fl gE {1,…,m}", 由 Holder 不 等 式 和 三 角 不 等 式 ,我 们 有 

(13.1.7) |ECW(a,b;g): — E(W (a,b — pl;9))’| 
(rn) + KTU )mpn™!s, 

这 里 我 们 已 经 利用 了 假设 ,对 一 切 gE ilem)", 

(13.1.8) sup ECX Xe) at, 


而 它 可 以 通过 重复 地 应 用 引 理 13.1. 2 去 证 明 . 
至 此 ,我 们 可 有 将 W(a,b— plig) 分 解 为 
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W (a,b — pl;g): = 之 W(a+ lu,a+ Iu + 1) — 139) 


wiv Dyer S Fii 
Wat wa + ily + DD — 139). 
每 个 ru): =Wlatinnatiivt+D—-L:g@hmTtKEA/ 的 时 间 
坐标 块 决定 (一 块 可 能 算 几 次 ). 对 固定 的 (wyy) 用 Bl1，… ,Bm 表示 
这 2m HHR inf B, Sinf Ba i51," ,2m 一 1). 在 这 样 的 约定 
之 下 不 难看 出 
(13.1.9) Card{u,v} ;sup B, + 7 = inf B, 
H inf Byn — È S sup B,,,-,} Sc," E, 
Bitte, 是 … 个 与 mx 有 关 的 组 合 数 ,对 于 所 有 不 属于 (13. 1.9) 中 确 
定 的 集合 的 (wu,y) ,我 们 能 够 以 如 下 方式 应 用 引 理 13.1.1: BB 
sup B,+i<inf Bz H B YORK mR BRR 
的 三 种 情形 可 以 同样 方式 处 理 . ) 
取 A= u), f.=T 0), =X, EB) B, BEA o RA 
A = a(X,,t © B, U 1 U Ban). 
四 为 上 六 是 退化 的 ,由 (13.1.8) 我 们 得 
ETDI) 去 (4 十 2 J 2)¢° Drd). 
为 了 应 用 引 理 13.1.1, 我 们 必须 引入 原来 的 过 程 的 一 组 独立 复 
制 , 而 县 对 于 上 面 提 到 的 四 种 情形 中 的 两 种 ,我 们 必须 挑 出 块 B;， 
(代替 B). 所 以 我 们 需要 双向 混合 性 . 将 最 后 的 那个 估计 和 与 
(13.1.7) 和 (13.1.9) 相 结合 得 到 
W (a,b;g) Kenk irh) 十 (4 十 2 v2 dG" Ch) ro) 
+ (rin)? 十 rr mpn" ts. 
Xa. DEL, AGE {lee om)” 取 上 确 界 就 有 
(13.1.10) rm ek" TU (cst (d+2 v 2 Rp" (DY 
+ (xO)? +R)? pn” 's. 
Wk PAA HEB HAH J 2 E14. ME m= min is Ro" 
(12<1) .对 上 人 mm 和 bs, 从 (13.1.10) 推 得 


12 
t(n)" — yrs) < a 


12 


ri)" a El? mkn" ts] c 


内 此 
《13. 1].11》 ea" <ie EE] ate mkn”~'s, 

é . 
i n GE AR Envdystt* sé, i gi 78 =ni- = kit pi HEP 0p <k i= 


or) AL nh kn. PRY C13. 1.11) 于 每 一 对 (1;_1,4) 我 们 有 


rg oe Tete. yt 十 Almas, 


其 中 4 一 | 5 +e) mk. 应 用 归纳 法 并 注意 到 nir 和 Lan, 
即 得 


rl 
ray PZ porge g] Yt 十 Apt SS 4 

:=0 
x meet ] er S | 
= Ht oF li gm | bef T 2As 
F m- 1420 (hn) 2 十 24)5， 
YE c= (km TPHA Y On!) 上 式 可 写成 
(15.1.12) rin) S csn tr mt, 


于 是 从 (13. 1. 6) 得 到 (13. 1.4). 

引 理 13.1.4 假设 满足 条 件 (13.1. 3) ,那么 对 任意 的 se>0 
Al cy > 0 成 立 着 

R, = Ola A) as, 
E. 
Pi max n [Ral 2 ew} = OLN teke). 

证 B03. 1.2) BAUS eS RAB EK a R U- Shit RE 

BK JIR RIS T. iE 
ZQ = WO (P4901) — WO pd) pg € Ë. 


mB n H n= Dar ET 的 2 进 制 展 式 ， 


Wilna) = Z{0,n) = 5zi Sao dag’). 
k= i=] 
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对 rzEiri 一 1 和) 一 1].… ,2 考虑 集合 
Ey = {|Z — 12,2) | ahs 
其 中 a RFF RE HE RK. 我 们 来 证 明 
Ga re Ve b= 2m-- 3/24. 
由 Chebyshev 不 等 式 PCED =O i 2° VP"). FEM 
Pi max |Z(0,n)| > n’”? Cogn) } 


2° tL et 3° 


= Sra + O74), 


并 取 a, , = 2° PPG Dr EAH Borel-Cantelli 引 理 即 得 R, 的 
as. 界 . 
APT UEP AR SHO RAN 是 给 定 的 正 整数 ,满足 关系 
2 VSIN <2", 对 rR AE wx 一 2 oy, RANA 
P{ max tials (Z(O,n) | cn} 


1 Sot N 


<P{U U (1Z¢0,m)| > when} ) 


n= I 


2 


R 
<>) DPE; N) = O(N"? "e (logN Xch 一 


pal ea fe 
我 们 还 需 证 明 (3. l. 13). WÈ q> p, MA3. 1. 12) 可 得 
EZ (pg) YS (CEZ(0,p)?)"? + EZO, p + 9)??? 
= Op + g) +1) = Olip + g *?). 
如 果 pgp”. RA 
E(Z(p + g))? = Olp + gq)?" ***) = OC(g(p + qg)’. 
下 面 考虑 gy 之 p'“ 的 情形 . if L(G. DCN" :或 者 恰好 有 m] 
个 坐标 5 二 a 十 x 一 1], 有 一 个 坐标 a;=5; 或 者 对 一 切 i,7, laia 
zen}, jE 
T(n) = sup{ EW (a.b;q))?:(a,b) E Iug © {lm}™), 
KAF (13. 1. 12? 可 以 证 明 :存在 c' >, 
tin) 之 en 2m — Shee 
因此 我 们 得 到 
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了 一 
E(Z(p + p= E| DZ +k D) 
k= 


q—1 
所 | (EZ + &,1))4))" 
4=0 
= Olg? (p + qg)” = O(g(p + gt). 
这 就 完成 了 引 理 13. 1. 4 的 证 明 . 


13.1.2 U, 的 弱 不 变 原理 . 


记 w=El DaX) 和 
4 一 1 
nt 
W.C) = ma L — 8) Kil. 


定理 13. 1.1 KARR. 假设 满足 条 件 (13.1. 3) H o 
一 so, 又 假设 对 任意 的 > 0. 


lim E, (XE Ch, XY) | > sm) = 0. 


g? 
那么 当 nokt WW. 
证 ic 
Wie) = = Ue, — 0.0 St S11. 


mog, 


由 推论 5. 1.4,W,>W. 队 定理 2.1.2 可 知 , 对 任意 的 e>, 4 n 
okt aijn o, ARAE 13.1.4 中 的 极 大 不 等 式 得 到 


nt 
P | SUP ina. [Rene | 之 e] 


<P { sup m | Ring | 六 emnt | 
QEK 


= O(n" 122), 
从 (13.1,.2) 即 得 待 证 的 结果 . 
13.1.4 Denker-Keller(19837 和 张 奕 (1989) 研 究 了 六 混 
合 样本 的 U Sit Bi Berry-Essen 不 等 式 . 张 奕 的 结果 是 ， 
设 {X,,n 之 1} 是 强 平稳 p 混合 序列 ,U, BY AG) AER 
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数 的 U 统计 量 , ic 
c= Ehi (X) — F + 2 (Eh (Xa, (CXL) = E}. 


假设 存在 常数 c>0 和 8>0 使 得 
p'a) < ce ™ 
如 果 sup EAX XD oH P> RAHE e>, 


sup =1/2+e 


pi iak < 了 | TESES 
> 一 多 (zx cn 
= i | VVarl/, S 


13.1.3 U, FA Wiener 过 程 强 通 近 


定理 13. 1.2 设 产 是 非 退 化 核 . 假设 对 某 个 > 
(13.1.14) sup EjACX, ss X) | < co， 
H 

i) 存在 ci>0,0 cn, 

ii) FE cp > 0 M a> 0,9" MSK cen t, 
那么 ,可 以 在 一 个 定义 有 Wiener 过 程 WC(，) 的 较 大 的 概率 空间 
十 重新 定义 {X.,nr 袜 1} 而 不 改变 其 分 布 , 使 得 对 任意 的 eo 

a Us — 80) — We?) = Olg} tt 


(log g) IE OIG ED Ya, s, 
其 中 A=2Uog3) /logr™) .r=1—2¢€a—1)/a(24+ 6). 
证 由 引 理 13.1.2, ARES. 1.14) BE E lA CX l? 
<loo, 因此 由 注 9. 1.1 即 知 可 在 一 定义 有 Wiener 过 程 的 新 的 概率 
23 la] EEP EL AX.) ne} ,使 得 


SA (XD — Wat) = OLY 8+ (logg, )! t +O+tD G+?) as, 
事实 上 ， 我 们 还 不 难看 出 ,在 这 个 新 的 概率 空间 上 可 以 重新 定义 
{了 X,} 本 身 .例如 ,可 以 通过 考虑 R? {ELF OL FES A SES. 由 
引 理 13. 1. 4 aR, =0(7" "a. s. 定理 得 证 . 
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13.1.4 U, 的 强大 数 律 . 


EROSIO yg* 温 合 的 样本 证 明了 一 个 强大 数 律 . RSS 
mi 一 2 的 情形 . 为 了 证 明 这 个 结果 .我 们 需要 下 列 引 理 , 它 的 证 明 被 
包含 本 Babbelk1989) 的 定理 3 的 证 明 中 . 

3l 13.4.5 没 产 是 退化 核 . 假设 满足 条 件 (13. 1.3) 量 存在 
dO 使 得 


(13, 1.15} oink = On)., 
ABA 
Ei maxl!; = cn s. 
Veet 全 
定理 13.1.3 E Ye RECS. 1.1) 
(13.1.16) supE |ACX,.X,)| < 
那么 


El + acs. nm oo, 
其 中 8 二 [Jace wn, dF Cx, pd Fla). 

证 xX RET i 

yall © et tod = Alr er FACT A o a E 


gÈ [lame sr dE fdr) 


|t 
Ai’ Cr) = JA Cw dFOy), 


ff E rE) = kary er) 一 ÀO Ca) = A(z) + oH 


Tih) a in i ‘ 
Ol 0 


LESTE genet 
FTR __ ZA 3 Lk 
ss ROCKY 


i aj” H(X,,X,). 


1 < D a 
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最 后 一 个 是 带 有 退化 核 WOW U-Stit E. 容易 看 出 
(ray 一 ce 十 Aw 一 ge, 
由 此 我 们 可 写 
(13.1.17) 


limsup U, £| 


oat ne: att! 


+ a a eee 
显然 ;条件 (13. 1. 16) 可 推出 
(13.1.18) 8 — Be — 0,k — om, 
应 用 引 理 13.1.5 和 条 件 (13. 1.16) RES 
P| 


<Slimsup max {|UD — 26 | 


4 >00 我 们 有 


PPT. aa 


max Ae | el 
< ce- Sa sup EA? (X XDI AX XD < 2” 
È | ai 
ce 2 sup 9127 -aN E ERIX XD 
we? +=] 


er 


< AX sR.) | £2 


二 ce sup >) EK (X, X IZY 


ar 


< AtX aX) <2) 5 Q-2 
rai 
ce * supE'h?(X,.X,) | < 
mite 
由 此 即 得 
(13.1.19) limsup _ max ae?) a.s. 
mo more: 十 ] 

此 外 

N , 

Ip ir? rl 
OPI UU, UY} 
一 | a=? 
=e 
= = 


ayaa! KX! > 245) } 


< Be ig 1 supP{ [ACK st) ee 27} 


k=) 


<4 sup J) 2" D PIZ” < [ACK KX) | <2} 


ee R=] j=t 


< c sup ERX XO IO? K [ACK X)| < BY) 


<= c sup |hCX, +X.) | < 二 Go, 
az? 


因此 又 有 
《13. 1.20) limsup max |U, —UP| =0 as. 


o a e | 


下 面 来 估计 (13. 1.17) 右 边 的 第 一 项 . 记 
AY Cr) = APCD CAL (x) | S27) 


5 
(13.1.21) [G’—29 |< 


2 ; 
= 2 (A(X, — ERP CX,)) 


HIEST APAD- APX) | +218” — BAO CK) |. 
mot 


HERES -ERP |. 我 们 有 
(13: 1-22) [IO 一 ERY X)| = | BAP CK CAP CK) | 
=> 2) | + 0, k — co, 
类 似 于 (13. 1. 20), 我 们 有 
DU Kos BMX) # DAK) }< 00, 


k=l = r 一 1 


由 它 推 得 
《13. 1.23) limsup max | darcy - APD |= 0 a.s, 


2 nyt 


进一步 ,由 于 {CXR -- BAY CX, 1) ER EB 2 混合 序 
列 ,混合 系数 E Cn) 一 Or +19), 因 此 利用 引 理 2. 2. 10 得 到 


SPI Sane a | Dh? OD, 一 EA (XD | 2 e} 
i-l 


2 
Ko 2 EASY (X,))? 
k=] 
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志和) Lo 
ai 
由 此 得 到 
(13. 1. 24) limsup n max A (AIP CX) 
一 . Eh OX, ))》 一 0 acs, 
将 (13.1. 22) 一 (13. 1. 249-513. 1. 21) 相 结合 就 得 


(13.1.25) limsup ee 77) _ 9919 als. 


Rew I flat 


3. 1. 17)—- C13. 1. 20) 4013. 1. 23) -一 起 即 可 椎 得 定理 13.1. 3 的 


C 
HC. 
$13.2 线性 模型 中 的 误差 方差 估计 


考虑 线性 回归 模型 
Y; = a8 + est = 1,2,.…， 
其 中 {x,} 是 已 知 的 p ERIE (Y) ERFA]. p 是 未 知 的 
户 维 向 量 ,{2} 是 随机 误 盖 序列 , 它 是 强 平稳 的 且 
21) Fe, =0.0: —Ee>0.y1 =—Eei<om, 
基于 残 差 平方 和 ，,G 的 估计 是 
Fin} i Se = | Sais} | a 


Hp r, i it Ep XS iNo e Xa) R H x 充分 大 时 稳定 
十 rp(e FE n BY HREM 和 ,决定 的 正 交 矩阵 . 记 


-> 


r=yv-—oe't-?2 DEG — Pe). 
j=? 
如 果 0<r< > ,正义 CO 的 随机 汪汪 ZCO F: 
Z, 0) =0, Z, 0 D = Cir, ofa) Vn 一 1 


在 | 一 ,二 | 中 Z.(，) 是 线性 的 . 


n 


又 由 
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24) = (LeJ—rig) (o*( Le) — 0") 
EXCO 0°) #4 A HL ZC + +. 林 正 炎 (1984) 和 陆 传 荣 (1986) 
分 别 研究 了 Z.(*。) 的 弱 不 变 原理 和 2Z(，) 的 强 通 近 , 我 们 将 集中 
注意 力 于 yg 混 合 的 误差 序列 1e;} .类 似 的 方法 可 以 应 用 于 其 它 类 将 
的 混合 误差 序列 . 


13.2.1 PERE. 


对 任意 的 g>0.e x 
《13. 2. 2) alg)=infia: sup  supetl,<a}. 


显然 当 e+ oft alg) 4 0, H p= ela). 表示 a=a(g) 的 道 函 数 , 它 是 
不 减 的 . 设 4 二 dt({t) 是 方程 a/g lay =r 的 解 . 记 g(5)= 一 24(2'*/65)， 
Fy 24 boot gb) Y 0. 设 1,( 个 co) 是 满足 关系 坟 g nl) = 
0(1) 的 最 大 整数 . 容易 看 出 这 样 的 是 存在 的 , 林 正 炎 (1984) 让 
RA ; 

定理 13.2.1 设 随机 误差 序列 {e} 是 强 平 稳 gp 混合 的 ,满足 
(13.2.1). 假设 混合 系数 pln) 满 足 条 件 

G) $) 8? in) oo. 
则 有 r<. 如 果 附 带 假设 >o H 

Giant, ‘g(t.) = 0(1), 
那么 | 

Z,>W. 

为 了 证 明 上 述 弱 不 变 原理 ,我 们 需要 用 个 引 理 . 

引 理 13.2.1 设 {am ,i 二 1,…yn) 是 组 内 独立 的 随机 变量 组 
列 ; 而 量 各 组 间 也 是 相互 独立 的 ,满足 
(13.2.3) EIQ" (FQ Kaq) ,i=1, nn, 


其 中 a(g) 由 (13.2.2) 定 义 . MAMIE X = Dae” (a, WES ai 
i=] =] 


<1) 的 随机 变 基 族 多 一致 地 有 
(13. 2. 4) b'P( |X| 2b) =0( ¢(b)) boo. 
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Os: =f, Ft =F, DEE SO 的 特征 项 数 积 分 布 函 
RF 是 I; 的 Š 阶 导 数 . 首先 我 们 来 证 明 ; 对 二 一 致 地 
aM. 


(13.2.5) fia) 一 5 ao co) -HOG ,t—>0. 
ræ 
为 此 , 写 
(a) 4 > 
(13. 2. 6) po fi 0a = 一 一 机 (l—e™ )xtdF (x), 


nen en etree Peele 
|1—e | < | 26x | <alg)/q". 
因此 从 513. 2. F13. 2. 3) HELE RT flee an 


4 
EG) — DA =) eë [faan — e | xtd Fx) 


k= 
十 | 区 2x'dF; Cr) 1 < t'alg)/8. 


注意 到 ag i KAY grok} alg) 4 0,(13.2.5) 的 一 致 性 得 
证 , (13.2.5) 可 以 改写 为 


(13. 2. 7) logf'i(t) = 5 bt? + g(t) i=l, tns 
此 处 , 当 a i=l]; yn 一致 地 有 gi(1) /二 O(a 
(9g)). 令 和 下 分 别 是 天 = 5 aS” H) EF UE A A 5D Fh R R. 从 
(13.2.7) 可 得 
logf (1) = Se 一 wl 2 jai) t + Dates), 

其 中 E í 

Sigilat) < calq) > (at)? S ed (tt. 
Hade ) 的 定义 , 当 tO 时 oe 因此 

R= 2 FOr OHA O) 


{è 
ap On odor). 


k=0 
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“PAE OW Car E2 ee AE 
Od Gy) == F POO) — | fide) -- af C20) +f OO) 
-4 peas oie 


as | dF) 
aii (pee) ee |. dF (x) 

vi | fr ; 
af 7 a = bal |. xd F(x) 


er >| td Pr) z2 SOP C2 => $). 
Vig iib 
HE tk REISS. 2.4). 
注 13.2.1 类 似 地 :如果 代 替 条 件 (13. 2. 3) 我 们 假设 仓 在 吾 
数 妆 >0 和 006 区 0 一: 时 
max E ea |" FTC | ai? | >g)-0, 
那么 对 引 理 13. 2.1 T LAZO -A 
PiX iib = 0 E) bem, 
引 理 13. 2. 2 APE 13. 2. 1 的 条 件 (t) 和 (0) 之 下 ,对 任意 的 


e>0,% FÉ H X = Si ues! ua 过 11 的 随机 变量 一 致 地 有 


=] 
nd? < ist ‘ef =0C1). 
2a 11), 207+ EM, 
M OSA So S | 
证 JE Ae 2 ern, 二 2 dress j= 0, 
fea t! 上 tpe t] 


she La A = Do ae 对 任意 的 9 之 0, 我 们 来 估计 EE 


tas e i 
Ge Ssn Y ty). AMH RATA j=:0 的 情形 
k= 1 


-pt ag ei en E a ~ wi 172 : fs 
Aig B=: 16, cea? Nadi a}. RITA 
t= i 


t 
"a 


(13.2.8) E&I, = Salkell; 十 Dj ada Kee? Ty 


k=l prog 
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二 i l -7 a 
z N aia, Eepe de + > dd ene tied x 


pod PE 


. =, ; 
qe OY pAb de Ege ed ip. 
fr 


RECS. 2 8) 右 方 的 前 机 个 各 都 不 超过 
S Sati max Feil y. 
i = 1 IR, 


i M=r max x Eells. 对 第 一个 和 .有 


| | a5 a, |< Me" | oe ta 
fry ê 1 4 一 1 is 1 


类 似 地 第 四 个 和 的 绝对 值 有 有 上 界 Mi.[ Slee) 对 于 第 开 个 和 , 它 
的 绝对 值 有 上 上 界 ME Sa i 因此 我 们 得 到 


(13.2. 9) EST SS Me! Sa a 


B=] 
ik hei. AK ESL 有 于 办 Sua! Saij” 出 些 即 得 PCB) soy 
g. MONS. 2. 2 我 们 有 azseke). 将 RAGS. 2.9) PE Ae 
(13. 2. 10) are Nya “EET, Sa(q). 


T é lh, RIH 几乎 相同 的 结论 ( 仅 允 总 ,可 能 相差 一 
THRO. IE gelen h AD GY Be BBE, 与 名 有 


FA le] ay 43 4. 3. 2. 103. 
rs DO 
| PER S 3 2 ore i : 7 
l5 a eee) j= Osler eka 
12i Tir, | 
满足 引 理 13. 2. 1 中 给 出 的 条 件 . 取 | D g) An n tele > 0 
f=237t,- 1 


任意 给 定 ) 分 别 作 aa L3. 2.1 中 的 a 和 5, 得 到 
t, nP | va Se, | Sern 214 ej =Ol g(r" ey 
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从 的 选取 ,我 们 有 

(13.2.11)  nP{| Se, 

进 - - 步 ,由 引 理 1.2.9 
|E exp i!" Xe) — Bexp # me i) | 


Sne) Og Gn) =o(1). 


<h tl pa) EF pe). 


由 引 理 13. 2. 1 ASE GID n Qe; 与 no 208 有 相同 的 极限 
分 布 . 因此 从 (13.2.11) 


1 
nte) =00). 


Xt 7, 我 们 有 相同 的 关系 式 . 结合 这 两 个 结果 即 得 引 理 的 结论 ， 
定理 13. 2. 1 的 证 明 . 
TARR muH pE RER T EXU, OMV, OOW 
F :U,(0)=0.V,(0) =0, 


U, (i/n) = 24 — 


nT, 


V,G/n) = Sal e) yf fut i = 1],°*'57 


U, fl v, T i Jase, 
我 们 有 
Z,=U,—V,,. 
由 定理 5.1.1, 
UW n=, 
因此 为 了 证 明定 理 , 只 需 验证 :对 任意 的 eo 
(13. 2.12) P| sup |V, >e} >00, n>. 


因为 = 去 p AAS 2. 12) BAFER R Stale? <1 的 


a 330 =" 


{ay}, 


P| max | Saf e| (nr) tel ?0,mr>oo. 
iia! (4 


由 引 理 13.2.2 我 们 有 


P| max | Ya! °e, | > (nr) eve) 


<n max P { | Sie! D> (ar) "tet | +0 nooo, 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
注 13.2.2 当 {e} 是 强 平稳 m 相依 序列 时 ,可 取 t 为 一 常 
数 ,因此 条 件 kiD 被 满足 ; 当 {e} 是 一 个 有 界 序列 时 ,我 们 可 取 alg) 
三 0;,# 为 Ln* ,因此 条 件 {ii) 也 是 被 满足 的 . 


注 13.2.3 林 正 炎 (1984) 也 对 < 混合 的 {e) 研 究 了 弱 不 变 原 
FẸ. 


13.2.2 BJT 


利用 关 寺 g 混 人 台 序 列 的 强 通 近 结 果 ( 参 见 定理 9.1.1), 陆 传 
(1986 ?证 明了 下 列 定理 . 

定理 13.2.2 设 随 机 误差 序列 {e} 是 强 平 稳 ?混合 的 ,满足 
C13. 2. 1) 假 没 存 在 <01, Ele, [Pt ?<oo Bh 
(13. 2. 13) An) =aCnl tE OMB) ,no0, 
Bp ocg, >. 那么 

z(t) -—W)=ol#* (logt) a.s. 
为 了 证 明 这 个 定理 ,需要 下 述 引 理 ， 
引 理 13.2.3 ”在 定理 13. 2.2 的 条 件 下 ， 
X=o(7'"*)a.s. 


EHX = Sael Sial =] E 
kl hel 
证 ic 
da= [n9], hy =En/ 2d], 
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2o lad 2i- Dd 
D > | 
Ti. gis ean == i= s.. FP 
+ csd di ai th t-t i n Das aml. 
2 
MA 
Er = ġa Urf- 
bathed >] 
FRM F13. 2.99), 
dy 
8 Fan py O, z 
E|&,, "= BEES Jaca] ) 
k=] 
NO : 
Pal i 8 ` 263 an a T ; i 5 
Se zu lalt 天 | 名 于 ”一 2 | 人 
ky =i 


E |e |’ le, ees] 
À -4 ô 
十 bata + a | ay, es | | as, |°E lez, mia | les, he 
Ak iE | 


= a—eyeot x ， 
| 
é: 1 


OE J= OsL Ai 是 相互 独立 的 随机 变量 ,所 ;与 所 有 相同 的 
分 布 . 记 


(Re ĝl? 


124 | Lda, 
ie. 
aH aer j 1 —1F2 
jad, 737) at} Ẹ, 
k= jd +] 
“lid, 
' fy : 
a.—| > al. 
A 2jd y] 


ABZ, 
oe Sn irae 


应用 注 13.2.1 FX = 5 dÈ", Bl b = ed, (WO pis Te ag 


= 
ta 
Oe ae ee Bane VTE Esa epii, 
a 
Ih i 10 3 : 
= Pld; ETE i 4; = ed, EAn | 
j=0 


二 二 oldin!) — oe EOS), 
由 8 混合 性 
Pe +& <2} 一 Pe, + 8, <a} | 
< JIES- ul =u) — Pie, < z — u) (dP, < 1} 
< gd,). 
因此 


h, fa 
(13.2.15) |P{f &<r}—PI oer)| 
j=0 j=0 
<Oh, ld, )) = 0n"). 
结合 (13. 2.14) #1 (13. 2. 15) 得 到 
ha 
PIDE 
j=l 


由 Borel-Cantelli 引 理 ， 


a, 
~ 
| = £, 
j=0 


Sen!’ \ =0(n 1). 


=p(n"*) a.s. 


ZAE 
a,—i 
| a =o(n"*) a.s. 
引 理 证 毕 ， 
定理 13. 2. 2 的 证 明 . 
写 
[eI . +Ù] fe _ 
ZQ)= >) (et — o) + ro” — = Slat e,] 
k=} i=] J 一 1 
r[#] [x] is 
= + X(t) + rae — Dj ( Diale;)”. 
i in] 了 7 一 1 
从 引 理 13. 2. 3 我 们 有 
[e] 
(13.2.16) (D afe; =o") as. too, 


j=l 
由 定理 9. 1.1, 存 在 Wiener 过 程 {W (2) 20) ,使 对 任意 的 se>0 
(13.2.17) XO~—WG=OG (ogt) tt') a.s. too, 
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结合 (13. 2. 16) 和 人 13. 2. 17? 即 得 定理 之 结论 . 
$13.3 密度 估计 


BRiX en> ERAH R 值 的 随机 变量 序列 ,具有 相同 的 
密度 函数 fo). 常见 的 密度 信 计 有 两 类 ,其 一 称 为 核 估 计 , 它 定义 
作 


(13.3. 1) fr) = (nh OKI 


EP KC ORAM R.A, KIEN, 当 ”一 co 时 ,jy 0 5- 
称 为 最 近邻 估计 , 它 定义 作 
(13.3: 2) Fila =hei in| Sra a)i, 
HE Ay Shots ERENER aO r BCX, e XD RE 
MEAN X, ZAR. Si OR r APD. 为 半径 的 超 球 ， 
| S€x.a) | =Lislr,a)), Rp L F Re 中 的 Lebesgue 测度 . 

AP PARR Xe PRR. RE BM NIG SFA BT Sl 


13.3.1 ftit 


许多 作者 ,例如 林 正 炎 (1983)、Masry 和 Gyorfi(1987).46 8 
Hi (1990), ER (1991), Peligrad (1992) , MER RA BE AB HE C1993) 
SARS OFELIA FF EE es BY HK iT. 

K(X, nS ERA HE HRUE AK ffx, 
ta) RY 值 的 2 混合 序列 .考虑 由 《13. 3. 1) 定 义 的 核 估 计 A). 
Peligrad{1992) 证 明了 下 列 结 

定理 13. 3. 1 BE DHE Re 的 紧 致 子 集 ,f 在 DD 的 一 个 e 邻 
域 上 连续 ,假设 天 满足 下 列 条 件 : 

D KC + J&R’ LAS SHE Re. 

2) 对 任意 re RR’. KK, <0, 

D 4 x oobt || x IKR Cx)-+0, 
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[= *) 


5) KC + 352 R 上 的 7 了 阶 Lipschitz 条 件 . 
那么 
(13. 3. 3) sup |f) — fix) | =OC, +d) logn/(nht)!?) a.s. 
iloga] 
其 中 d, —exp(2 2, ge). 如 果 附 加 条 件 


we 


Dg! 
(13. 3. 4) 249? (2")<00, 


n=] 


则 对 A, =OC Clog*n/n)’“'?), 
(13. 3.5) sup | f(a) — fbr) | =O log?n/n SF) a.s. 

注 13. 3.1 MRA 3) 被 减弱 为 
3)' 24 r—>ocHf |x || “KCr)—0 
BARE 4) 被 删除 ,而 条 件 (13. 3. 4) 被 代 之 以 

img <3 
和 
nhi / Cd ,log’n) > n>, 
则 有 
sup | f(z) — fix}j—>0 a.s. n>, 

注 13.3.2 在 独立 情形 , 核 估计 与 总 体 密 度 偏 差 的 上 确 界 的 
收敛 速度 是 O(doglogn )'? /n! > (Kuelbs1976). (13. 3.5) 改 
HADER Y OC Clog? /n ta), 

注 13. 3-3 部 启 满 (1990) 进 一 步 改 进 这 个 速度 到 OC Clogn/ 
net? y (HL ft BER Re ATE BAF Kd =OG CFO), 

定理 13. 3. 1 的 证 明 . 

显然 ,由 引 理 2.2.2, 在 条 件 (13.3.4) 之 下 ,车 在 (13.3.3) 中 
取 h,=O( Clog’n/n) 4 *?)) BRAG C13. 3.5). 因 此 只 需 证 明 (13. 3. 3) 
就 够 了 . 写 
(13. 3. 6) sup frd Fr) | 


° 335 = 


<sup fia) Ef.cr)} tsupl Ef, C= FT 
ae ERE 
首先 估计 A. WA D RB ATAT AR a) PE 
AES gene: E e 


oy lsat 


R=. lhilog*n) 
WER Bot. Bio BEE Di Bin) T WIRED FOCAL (n 
(Aflog*n) °°). AA ARMY: DE AO. 因此 
C1 lin} =U), 
ire DE x 


ST) ==4, 7" Dei Ki x. 
; 2i | 


J 
i 


Fa 
ae = sup Cahn?) Sarkar ke 
由 条 件 5). RE CO. A A rE Bi, 我 们 有 
(13. 3.8! Sire Sit) |S CuK ay 7SC Caloga)" t. 
iih SH FA! 2. 9. 2. FETE Gon. fe fH 
(13. 3.93 ESN Cr) s2.Gnd,. 
此 外 .从 茶 件 2) 


hersi 


一 EK| 一 一 | (Gnd)? 


r| OX, 
Ki 


ETIK end, We) 4 Ca 
令 ACOE IFEA M13. 3. RMA 
C13. 3.10) Pisup!S,00) 222A Qilog?n)'"*} 
IED 


a A P op [SOO = S0) | Anlog’n).?) 


vP lS] z Alog n)” >) 
SLC) max PÒ Sa): 22 (nlog rn) }. 
Terai fine 
估计 413. 3. 10085 FAA AS. ERE Ocg E p= 
1 Al A> fË &---Y] nie p 
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A prt max PES.) Silt) i Gadd” SPAS. 


tH A 4| ff 2.2 .7 中 的 (2.2 , 18) 和 (2. 2. 19) ,我 们 有 
(13.3.11) Pimax ls, (ta | /(Grd,)'? 2a +2A+ 2PC, } 
Lil pene 
ae | max |S (4) i /CGnd,)'*2zr}, 
= Iroa 
id B, = 24+ 2PC, M, = max |S8,C)!/CGnd,)'?. 显然 ,对 任意 的 
1 pna 


-> 


a, 


Eexp aM J: 


a expla) PUM, >a2)dx. 
作 变 换 2 一 x | BFS. 3. 11) 我 们 得 


Hexp (a, A.) ,EXD a8, yt 1 1 7 


A> a= (2H,) iiogt7 1 一 1), 即 有 
Eexplo M SLET- -1y 1) ) = : gta). 

志 a=infa, = (4.4) Hogar 一 ]), 则 当 人 - 致 地 有 

C13. 3.12) Plallogr ‘snd, )7'? |S, Ca) | 23d /(2Y) 4-43 
oe j AAE REA 
Ooa S i 

Ww A= 3d 2Y HNG log — 1)? = (3d /27 HOG fa. 从 

(13.3.7).(413. 3. 10) (13. 3. 12) RTE 


Eexpi{o Ma HBa). 


(13.30.13) si Pi sup |S.) | 2A Cndlog*n)! ? }<ee, 


Psp ke H ae soca 


ST A. HAHA Bochner-Parzen 定理 (参见 Parzen1 562). 
TEE I ARLE A 
AOA) FOROS, 
定理 证 毕 . 


13.3.2 最 近邻 估计 
柴 根 象 (1984) 研 究 了 混合 序列 的 密度 函数 的 最 近邻 估计 的 强 
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相合 性 ,利用 改进 的 Bernstein PEA GIA 12. 4.1), 他 网 定理 在 
较 弱 的 混合 条 件 下 也 成 立 ， 
定理 13. 3- 2 假设 满足 条 件 (13. 3.4) 13. 3.2) 中 的 到 满 


足 

(13. 3.14) en 
RIH ki n 一 oc 可 推出 

(13. 3. 15) PGS ite) eee Di 


Bat >} exp(—ck?/n) on FERRY c>O) FEM 
a=} 


(13. 9.16) Fiz) flr a.s. ya.s. £E RCL). 
证 CV BR Pe PRR y 和 Au Al XD 

布 和 X, er” Xx 的 经 验 分 布 . 对 任意 给 定 的 e>0,i¢ 

ba r) = (f(r) +0) Van/hy BC) = (f(r) — eV anf ks 

S.€216) =S lbn Cr) 8, 62056 = Sr,b, (rx)). 
则 有 
(13. 3. 17) Pi | Fata) fix), >e} 

<P {f(a fr > eh + P fia) f(x) < —e} 


ae Á 


| È 
+P aSpa) — WSC )) — WS >| 


CNR f=, BAMBI PRSS HAA HALO WEED. 由 
熟知 的 Lebesgue 密度 定理 , 当 nont 

HOS, (2 ,6))/|S,0r.6)|>f Cr) as ER CL), 

#08, 58'))/|S,Cr fr) as cE RCL). 
FAT ASR CTE DH D Mi E= DD. 则 对 任意 的 x+E 
五 和 充分 大 的 ?= 


KSDS SE) /(f(2)~—e). 
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i alr) =e/ (2 f(r) +82) Mf a (x) =e/(2(f (2) —€)). 对 尾 意 的 x 
EE, 


A 
Pi |F a) — f(r)| > e 
< P| [4.08,(2,5)) — #0S,02,6))| > Brala) 


+ PALASE b) — pS, Cx,0))| > Bal (2d) 


= $ To + ree 
& ESIXE S, (0100) — 20S, (2.8)) f= Lyn. 那么 ,利用 引 理 
12.4.1 就 有 


Lr<<2exp| 一 C 人 | 
和 


2 
Iz =. Zexp | = = a (zx) | . 


FE, k,/ V n 一 ce 时 得 证 (13. 3.15); 当 》) exp( 一 cki/n)< 之 oc 
r=1 


《对 任意 的 c2>0) 时 得 证 (13. 3.16). 

注 13.3.4 通过 更 精细 的 分 析 , 如 果 满 足 条 件 (13,. 3. 4) 和 
(13. 3. 14》, 而且 f(z) >00 日 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 那 么 可 证 明 
下 列 a.s. 相合 性 的 速度 ， 

(ai—f{x=o(r7) as. 
FOP rn? 0<8<1/(24d+1)). 


下 面 对 Q=1 的 情形 我 们 来 讨论 一 致 强 相 人 台 性 ,这 时 f(x) 一 
kni (2na, (ad) ,TE R. 首先 给 出 两 个 引 理 . 令 下 是 XX 的 分 布 ,F, 是 
Xi ,及 ,的 经 验 分 布 , 定 义 1X,,n 实 1} 的 经 验 过 程 : 

REs st)= [FC)—F()) sE Ry te, 

引 理 13. 3. 1(Berkes 和 Philipp1977) 假设 
《13. 3. 18》 Am =O )， 某 个 SE(0,174). 
那么 存在 Kiefer 过 程 K(s,2 (878 MET Alo 
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sup sup IRs 2) -K CFs s).2) | = OCT Gog) “a. s. 
5 | 理 13. 3. 2(Csorgo#l Revesz1981) 对 Kiefer LFE K (sy2), 
limsup sup, Kiss) “CG loglog i :=1/vV2 as. 

定理 13. 3.3 | {E212 613.3. 1 SALA 满足 
(13. 3.19% kf ks? Ciloglogn ) "0, 
又 假设 fC OER bab -S UEH, ABA 

sup Game = fa} )-20 as. 

证 出 引 型 13. 3.1. EE BY > 0 存在 常数 a> 0 (EE 
(13. 3. 20) PAsi. ERE. 
其 中 4, 一 {sup Rien) 天 PC Eam * Cogn) 7+. Bia 
引 理 13. 3. 2 ,对 任意 的 ec 存在 常数 o> OEE 
CEI 02 iad ys VEE 


其 中 B= { sup Kismi leh (nlogloga)!? i. id 
et 


PE EO ee, oe en: es 
Ban m Ta Flay ey? 2 8) 


FH 
Seared d =i dr rt dr)), 
人 
TERM FO13. 3.17). 
(13, 3.22) P; U: sup Ja x- f Cr}! >e} } 
<P: U J 1 一 AS Cr sda) 
= f ASP 


+P! U U 7 {ye 6.5.4 Deets) ) — pts, Cay’) 


At pS) ; 

= t damd ,.. 
h y -FUER TE.M : = sup < e0, ME 26 OTE x 
和 充分 大 的 
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KS. rd DE] fwts| /(fla)+e), 


k, 
= — WS, (29d) > * aia” a 2CM+e) PF 
县 当 f(r) e BY, 


MS ad IE fa) —F /(f(ry—e), 


kaa Bp € k, ; E _ 
uS,(x,d'.)) — Te n 2CM—e) èt Gue 


2 Br 
因此 


nl Pi U (sup | #,(5,€2,4,)) = HS, Cr,d,)) | = Pat} 


| 
<= 2P| U {sup | Fy Cc) 一 Fix)i > ae 


Rox sn) 一 KF (xr),n) 


n 


a 2P| U [sup] 5S 


astm 


|[KCFCr) | ~ Phr 
F t aP Y ee mi 
= 25 oy af Od ae 
HRAS. JIDAI 


Vn pi (logn)' oo sno, 
因此 从 (13. 3.20) 可 得 ; 当 mm oof 


Ran) — RUF Cr) yn) >> 2" Pa (logn)” | | 
m2 (logn)- -À 4 


JPS Py U {sup 


a 


< P{ UA} o. 


KD HA 3. 3. 219 MF 24 mo coh 
Jaspi UB. } 


于 是 当 mo oot J 0. 此 外 

ImSPt U {sup | fn OS, Cdn) ) — CS, (x, dd ,)) PZA 
通过 对 J 相同 的 处 理 方 式 , 也 有 Jn > 0 Cr > co). 这 样 ,从 
(13. 3. 22) ,对 任意 的 >0 都 有 
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P{U {sup |f.(z)— S (£) |>e} }—>0,m=oo. 

这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

注 13.3.5 如 果 j 了 具有 有 界 的 二 阶 导数 ,那么 对 于 所 三 
[nj] 和 和 任意 的 Ci oo RIL 

sup 六 (x) —f(x) | =O"? Coglogn)'“e, a. s. 

= 13.3.6 俞 军 (1993) 给 出 了 另 一 类 密度 函数 的 最 近邻 估 
计 . W Rost Xm FFE ABM, oo XVH AKTA St m= m, 是 
一 个 正 整 数 , 定 义 

2712。 
2X com p Koo) 
far) = 


rE [X em, Hj) A cme +54 D)» 
J= 0, i,t nm 2 
Q LLX oe,» BM LEX im-m — 1) 


在 某 些 附加 条 件 下 . A E1993) iid. 样本 证 明了 f(x) 依 概率 
和 a.s. 收敛 于 fo) , 命 军 (1995) 对 2 混合 和 ae 混合 样本 给 出 了 f 
(z) 强 一 致 收 钱 于 A(x) 的 速度 . 
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第 十 四 章 ”其 他 相依 随机 变量 的 强 允 近 


Philipp 和 Stout(1975) 已 给 出 了 各 种 弱 相 依 随机 变量 积 的 a. 
s. 不 变 原理 ,如 对 于 缺 项 三 角 级 数 ,P 混 合 和 ax 混合 序列 ,一 类 
Gauss 序列 及 马 氏 链 的 可 加 泛 函 等 .2 混合 及 混合 序列 的 部 分 和 
YUE ERLE THR. 在 本 章 中 ,我 们 将 研究 其 他 各 种 相 
仿 随 机 变量 的 部 分 和 的 强 遥 近 , 包 括 加 权 缺 项 三 角 级 数 , 一 类 
Gauss 序列 及 马 氏 过 程 的 可 如 论 函 .所 有 这 些 都 本 质 且 全 面 地 改 
进 了 Philipp 和 Steut(1975) 中 的 结果 . 


$14.1 加 权 缺 项 三 角 级 数 
IE EAT fn, ASL APA A, go AW OO<r< oie: 


(14.1.1) moin 1+ gik. 
X r=0 EE TTA. i (ay Re EES MBS. 令 


aD A= tD, Beat Sat, 
k=] $m] 

假设 A. cc AFTER 6.8, OSL, p 使 得 

(14.1.3) a, = OCA), 

(14.1.4) Ay = O(A,)» 

(14.1.5) kË = OC Aj). 


FEATS, ((0,1),-4,P) PBS A A AL, 
Sk LAM BAR. Pee 上 Lebesgue WE. 我 们 考察 三 
角 级 数 


(14.1.6) StAt,w) = Pacos2mmw w € [0,1). 
&=1 
对 220.4 
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(14.1.7) Sew) = S(A2,w), 4 AP tA A, 
其 中 A,=0. 

S (ft) 用 Wiener 过 程 W (2) $ $858 vt A 46 SR Gaposhkin 
(1966) 所 讨论 . 随后 ,在 r= 0 情形 ,Philipp 和 Stout (1975) FER fF 
(14.1. 3) FX aR = fH SR BERR TULF RARE RE BU 
阶 为 1/2 一 4, 其 中 4<6/32. EEMMERI . Hh EREE BW 5/ 
12+A,Aa>O 且 指 出 常数 5/12 可 被 173 所 代替 . 孙志刚 (1984) 证 明 

一 事实 . 邵 启 满 (1987) 全 面 地 改进 所 有 这 些 结果 ,他 研究 了 加 
权 缺 项 三 角 级 数 的 一 般 情形 ,指出 了 孙志刚 所 获得 阶 不 是 最 佳 的 . 
进一步 ,在 某 些 特殊 情形 AR RB. 

定理 14.1.1 假设 条 件 (14.1. 3?- 一 (14. 1. 5) 被 满足 是 88 二 
r. 那么 在 其 上 有 一 Wiener 过 程 {W (2#),t 守 0} 的 较 大 概率 空间 上 可 
不 改变 分 布地 重新 定义 过 程 {5(2),t 实 0} 使 得 
(14.1.8) S(t) — Wit) = Ol 2° ta “+ Pplog’s) a. S., 


定理 14.1.2 在 定理 14. 1. 1 的 条 件 下 且 设 |as| 是 不 增 的 , 那 
么 我 们 有 
(14.1.99 SAD) — W (Ai) 
= O( A’? BV AZP jlog? A,) a.s. 
从 上 述 - 般 性 定理 ,对 无 权重 项 的 缺 项 三 人 
如 下 通 近 结果 ，. 
推论 14.1.1 E a= MARINA 
SG) — Wit) = O| ti logt) a.s. 
在 r=0 情形,(14. 1.10) Philipp 和 Stout (1975) P EM 3.1 
的 一 个 实质 性 改进 ,除非 不 用 Skorohod A, 1/4 的 阶 是 最 佳 
可 能 . 
推论 14.1.2 假设 定理 14. 1.2 的 条 件 和 条 件 (14. 1. 5) 对 某 
8>0 被 满足 且 By 二 O01), iai 40. 那么 当 r=0 时 
S(t) — WG) = Oclog*s) a.s. 
定理 的 证 明 需 要 下 列 引 理 . 
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引 理 14.1.1 ea oe 是 随机 变量 . 记 
= D4 M,= max ha; | . 


假设 存在 正 数列 { (Cu) FE OSS jn 有 
E |S; mae SFS = Cay 


LA 
那么 对 每 一 kn 
z- | WA) filog2k): 
EME oe) | log? | 
其 证 明和 参见 Stout (1974) A EE 2. 4.1. 
引 理 14.1.2 ”对 每 一 请 数 ve So RNA 


r 


A AY 
a 4 = of fy), 
(14. 1. 10) | 
yZ ofe) 
(14. 1. 11) a a a 


证 由 (14.1.4? 可 知 存 在 常数 Coo ERNE kjel 有 
to = o| (EH) A] 
a+) | j F] 


HH ni p/n] Hoik, 我 们 有 


(14. 1. 12) ti li+ a asl 


+ 


_ gi (k 十 了 )》 k!) 
= o| expl 20 一 了) | 


其 中 我 们 应 用 了 热 知 的 公式 


eae ; eet Be 
之 = +O .o<r< sz], 
这 里 xz 是 -个 常数 . 因此 
AS A qj gk" \ \ 
24 x, n; =a; Se | Dre — A tex se} 
i Av p 
O| Ki 


这 样 (14. 1.10) 被 证 明 . (14. i. 116E BR AB PL A. 
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5 引 理 14.1.3 iW) 220} de Wiener A (4) BRL 
量 序 列 . 假设 存在 实数 列 人 加 ) ba = OCn) ,使 得 
(1412-73) t, —n=OG,) as., 
那么 有 
《14. 1.14) W(t.) — Wia) = OC} log!?n) a.s. 

证 (14-1 IDA MARR CoO 使 得 

it, --n| & Cb, as, 
因此 
|W) — Wn) | S _sup Sup |W a +s) —We) las. 


EH Gree CO 


借助 熟知 的 定理 (参见 anes 和 Russo 1983 定理 3. 28) ,我 们 有 
sup sup toig +s) —W)| 


pisin 一 b, Ore 


+ ¢ » 4 142 
ape! + loglog(n + Co,) | Ja. s., 


从 上 述 关 系 式 即 得 (14. 1.14). 

现在 我 们 定义 一 个 o 域 的 增 序 列 !. 沁 站 如 下 :对 每 一 整数 记 
Pp 二 2/B 二 4, 设 7 是 使 下 式 成 立 的 最 大 整数 i 
(14. 1.15) 2 << Afr. 
MH, EEN TFH RB aT AE RY o 

Uk = [v2 k, (o $127), Ov < k. 

& (w) = acos2amw, X,(w) =E | F,). H14- 1.15) BP 4B XF 
每 一 ,7 之 1] 有 
4.1.16) Elfa; FD — Olan; A Atnj/n,;)). 

引 理 14.1.4 RNA 
(14. 1. 17) >i X,| = OQ). 

证 从 (14, 1. 15) 我 们 有 

人 — X,| = OCA) = OCA’). 

因此 从 (4. 1.5) 即 得 (14.1.17). 

引 理 14. 1. 5 RNA 
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= ol i | log 


(14. 1. 18) >} EX? — AR = O(1). 


EFEN 
证 注意 到 
EË 一 ai/2 = absin2an,/2xn; 


Ņ EE — AP = Of J t/n) = OC). 
和 


jN IEN 
ee EE) = Of > a4;*) =O), 
从 上 述 方程 得 (14.1.18) 成 立 ， 
现在 我 们 可 表 X; X 
(14. 1. 19) X, = Y; + u, — tjs 
Epir, 7 ERY YE. 
《14. 1. 20) = DEX- Ds fee. 


5| 14.4.6 对 所 有 ie anda 1, RTA 
(14.1.21) Ñ) [EXX 4%) | = O(n” AP log? An) , 


Pee te 
其 中 常数 C Fy 和? 无关. 
证 AX. 的 定义 ,我 们 有 
E(X,X,|.%,) = EXIF). 


2 7 一 ] 
EEX |) = DTU,, jbus 


vse i) 


3>", K az Tjian 2 2" 
Lh = >; pi | cos2rmadt| COs2nn,tat 
a0" wo 一 下 
sin2an;2-" ‘sin2an,27%7’ 
(27) nm, 


M > [ecszrtm ~ m)( 02-7 十 T z| 2 
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— Cos2 区 (nx + 2) 02% + [2 + z] 2" | ; 

利用 等 式 
27008 (av +) = mene 
其 中 4 和 上 5 是 使 sinta/2) 关 0 的 任何 实数 ,我 们 得 


2- tisin2nn2 "siNn2An2 1 


cos(6 + aln — 1)/2), 


42,0; (27) NNa 
sin2x Ou — rn)2 "7! = Ta +) ge 
| singer ne ECM — mo + 3)2 
sin2x (rn 十 2,)277" Diese 
sin2a(n, + m2 7" -icos2x(m n| v to 2 |2 | 


因此 对 所 有 isk st 
b, = Olan? O + un) /m)) 
FART ikim bene thay 
b = Ofaa (1. A 2%/(m — n,)). 
Xb BE ijin RG) = maxik: (mtn S27") ACn—1). 由 
(14.1. 2.9914. 1.1504 k D —7 =O log A), AK 


(ia 622) 2i ECX,X,|.¥,) 
RS et 
ies : 
[ 5! 3 tae ie ty +% 
n-1 和 | 
+ SD laa {1a}. 


从 引 理 14.1.2 RCA. 1. 15) C14. 1. 22) 的 右边 第 一 部 分 被 界 于 
AS C25 + 1) w= ol A272 5 (Zr) + ni) r 


ey. ae aoe AF | 

= Of A? Pnt) 
3 RETR Cp) = max (i: Zn Y} A (mn —1), OBZ AA 1.120 
(14. 1. 15) 4% iC) -i=OC/logA,). 又 从 引 理 14. 1.2, (14. 1. 220 
右边 第 二 部 分 被 界 于 
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k ati) 


2, ET D e 


1 is ksh, PiU) ae 
n—1 
ot ra ; r 
一 o| [log’A, + > 到 一 
i> itz> trl 


2? GUD” gee) 


NDH: 


AT H 


= O|n n?log? A, + 
= Oj n? A? log’? A). 
引 理 14.1.6 证 毕 . 


引 理 14.1.7 我 们 有 
(14. 1. 23) u, = O( fA} *logA;). 


证 利用 (14. 1.16),《14. 1.20) 和 引 理 14.1. 2 ,我 们 有 


co 
= XE! Erl ;1) 
k= 


= O( SARI A Afn,/m.,9) 
2=0 


= O| 7 A} logA;). 
引 理 14.1.8 WH Ann) ,我 们 有 
(14.1.24) D El Xp |F) = Of An? log? A,); 


kisim 


(14.1.25) $) Ei Xanh Fa) = O( A PwlogA,). 


| 


证 由 {14.1.20)， 成 立 着 
EiuuilF)= A TE pari lF) 


ran 


= Of SAC A Atn;/njtati)) + 


j=^ù 


因此 
ECX ju, 1 |F ,) 


r=i1l 


=O( ILA A/a) ARAL’). 


1 一 此 十 】 fue 


= 349 + 


取 pe reer C. 待定 ,我 们 有 
eae A Af Ninina A Se 3 S 


"一 此 十 1 ;y= 二 0 7 一 严 一 È, j= 


t -ky m —< 
T Ae T ——- A ent] 
t~e+E j=0 “oat 1 一 4 一 如 十 1 j= +) Mita 


a—k 


-ol 1 Afni’ ， Be iid 
=0| >) SM Alt + Bal 


f=ht1 atl 
tad 


to nipi — 


i=n- hk, t] Resta 


= Sr 六 PUES hy) a 7 gq ! 2 al—a 
ol nt Af exp| = + kz A} 
Pyr rt i Get A 
A krexpl 201 — r) | 


= Of An” logt A.) . 
其 中 后 一 等 式 当 取 C 充分 大 时 成 立 . 这 就 证 明了 (14. 1. 24). 
(14. 1. 25) 的 证 明 是 类 似 的 ， 
引 理 14. 1.9 我 们 有 


(14. 1. 26) > EY? — At =O(nA:- og’A.). 
证 HY, | RRS, Mir 


DEY =F SYT 
j=l j=! 
= E| IX) 十 2Bx DX; + Bubs. 
jal ped 
因此 由 引 理 14. 1. 5 一 14. 1.8 即 得 (14. 1. 26) 成 立 . 
51 14.1.10 ”假设 62 >r, RNA 


(14.1.27) ÑY? — A = Of Ai ’n'logtA,) a.s. 
证 注意 到 由 (14.1.5》 和 A>r FA SOA. 应 用 引 理 


14. 1. 1,Borel-Cantelli 引 理 和 子 序 列 方 法 ,为 证 (14.1. 27) 成 立 , 只 
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需 证 明 对 任意 的 0S<m<<n 有 
(14. 1. 28) El >) ¥; = Ey;) }° 


ME JEA 


=O} [ > EY a A2-*n?'log? A, | ; 


mjn 


其 中 在 O 中 所 含 常数 与 m,n 无 关 . 注意 到 
E( >) ;好 一 


一 S1E(Y? — EY?7}?+2 5) E(Y?— EYi) Í SY} 
mc pti mick 1 一 上 # 十 1 
2 Ei Y: 一 D Y+) 
mEn pak 
= S) E(Y} — EY:)| Aaj 
wien r=!) 
>) E(Y] - EY1)( >i Xx? +2 DS) XX; 
m ken + 一 让 1 1 AI ia 
+ 2 x, Xil ttnt T tapi) F (ntt 一 了 2) 
[| 
=: >) Tk) + Ik) + I) + 1,0). 
TNS ASI 
由 引 理 14. 1. 6 一 14.1.8 得 
(14. 1. 29) max T; (4) = O( n” A? PEY og A,n). 
2a 


现在 我 们 来 证 14. 1.29) 式 对 (也 成 立 . 由 于 
| Sx. 2 $|= 00), 


| kiin 


只 需 证 明 (14. 1. 29) 式 对 E(YI—EY3) ( >) 7) 成立 .注意 到 六; 是 
FW ATS 


okt 


= 2dI(U sls 
由 多 * 的 定义 我 们 有 
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fe i T'i 
= 24 >) ine acos 2an idt 


mire! 


— 27k] 244) ) D fiateostzam eat 


7 一 /一 1 


24] 


= Vadr ya ag TE T osgan | i+ A lee 


iO 了 一 和 1 


a oO|2 S dè) | > AES > a(1 A Aln,/n,;) |] 


jmt] 
= Oj A? w EYtlogA,}. 
这 就 证 明了 (14. 1.29) 式 对 7, OR. Xt F EYL RIE 
EY! = Oi EY} A?” klog A,). 
综 上 所 述 证 明了 (14. 1. 28 , BEE. 
引 理 14. 1. 31 ”我们 有 
(14. 1.30) TIEIZ .) — Y}) = O(w At log:A,). 


了 =: 


证 令 R= Y3-- £0! |F). BAR FX, | RSP 
有 
ER} = OCEY}) = O( FEY? A “k* log? A,) . 
A S| FB 14.1. 10 类 似 证 明 得 (14. 1. 30) 成 立 . 
BE ERAR HE FF OF) AY Skorohod te A E HE, Xt MR 


(Sy, ,M 之 1| 存 在 一 概率 空间 ,在 其 上 有 一 Wiener 过 程 和 一 列 


se an 
Ax ( 2U7)). 之 1} 和 { OY,m> 1} 


其 有 相同 的 分 布 . 从 而 在 新 的 概率 空间 上 ， 不 失 一 般 性 地 可 重新 定 
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义乌 让 为 


ify recy 
ic 
k 
La = a X| YT) Sm}, 
j=l 


Sf, = a{ XG) 0Kt< er 


j=] 
显然 地 Coe sm D1 HLT, oe, 可 测 的 .同时 由 嵌入 定理 ,对 
每 一 j221,ET;=EY? BA 
(14.1.31) E(T,|#%j.1) EY E(WIS i) & 
5. + 
进一步 ,对 每 一 v1 有 
(14. 1. 32) E:T,|" = OCEIY,|®) 

引 理 14.1.12 ”在 定理 14.1.1 的 条 件 下 有 
{14.1.33) 2T, = A? = Of Aog’ A,) . 

证 与 

7 = 


IZ 


jena 


+ DY 一 Ag = ti, +d, + Ty, 


JS 


令 ZST, ~E(T;|&;..). BAZ, %,) RS FIA EZ So 
《FEY4). 由 类 似 于 引 理 14. 1. 11 的 证 明 我 们 有 
(14.1.34) I, = O( A nlog’A,.). 
W114. 1.5), (14.1.27), (14. 1. 30) #1 (14. 1. 34) BI 785 | az. 
定理 14.1.1 的 证 明 
注意 到 


5 Y, — 3 X, = tte, = OC An logA,). 


isan j&n 


a 353 。 


从 引 理 14.1.3 和 和 14. 1.12 FEM 1 成 立 . 

定理 14.1.2 的 证 明 

在 定理 的 条 件 下 ,注意 到 5=1, 类 似 于 上 述 各 引 理 的 证 明 我 
fla 


(141.35) S37, — AE = O(n Or V B,)log’A,) as., 


其 中 B= 24 aEYi. 由 于 
> EY} = O01 D aj), 
ise JER 
借助 Abel 变换 并 注意 到 ai 非 增 ,容易 得 到 
B, = O| Xa). 
因此 
(14.1.36) SOT, — Æ = O(n Gr V BlogA) a.s., 
从 (14.1. 36) 和 引 理 14. 1. 3 即 得 定理 2 成 立 . | 
14.8.1 4x P>o.KM=OCA), jal $0 HRE Grao 


<i1/2 Æ |a|=OCR") LKA EH 14.1.1 的 证 明 有 
S{A2) — XCA2) 一 OUCYog:4) as., 


其 中 C= > lajt, 
设 S, (we) = 24 w 2 cos2rmw wE 0,1). 结合 推论 14.1.1 


与 Wiener 过 程 的 增 量 结果 .我 们 可 得 到 部 分 和 OS, BS RL 


$14.2 一 类 Gauss 序列 


HX. nl) E PCA H Gauss 随机 变量 序列 ,在 某 些 条 件 
下 ,包括 :对 某 >o El ST X) 一 ao 上 Oo 其 中 必 >0 及 


k=mt+1 
EX。X 一 Oo 一) 等 ,Philipp 和 stout (1975) #37 T H Wiener 过 
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程 强 道 近 部 分 各 
S(t) = Pp. t= 0 


ket 


Ay BTA OG? +), Be O<A<.(1/60) A (4e/15). BBB (1985) 应 
FE Rt PR IE EE OR K F EE BY DS EA FS 
定理 14.2.1 假设 存在 常数 C>>0, 一 1,2,3, 使 对 每 一 =” 满 


足 : 

(14.2.1) Ef 3 关于 m 一 致 地 成 立 ， 
4 EX: <C, 

和 


(14.2.3) Yn) = sup |EX,X n| < Cyn??? nD 1, 


其 中 >o 那么 存在 一 个 概率 空间 ,在 其 上 有 一 Wiener f(W 
WOO 日 可 不 改变 分 布地 重新 定义 过 程 1SG) to} ewe 
(14. 2- 4》 SC — Wh) = OXlog!”2) a.s. 
其 中 
Li] 
(14.2.5) 6 = bs =a, tr. a = ES), n= DR 


=) 


推论 14. 2.1 苦 条 件 (14. 2. 3) 被 加 强 为 对 某 DO 


(14.2.3) Yin) < Cn? (ogn)! ™, 
那么 我 们 有 
(14.2.4)! St} -~ Wa) = Odog'"2) a.s. 


推论 14.2.2 (Rigi X..n21} EPO EE Gauss 序列 且 
(14. 2. 3) 被 满足 ,那么 
of = EX? + 23 EXX, 
C14.2.4)” S(t) — Wt) = O(log ?tt) a.s., 
定理 的 证 明 需 要 下 述 引 理 . 
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iE A= max i|. 那 么 对 任 - 二 维 行 向 量 C 有 
(14.2.6) ICaC' | < acc’ 
其 中 C' 是 C H$ Bia R. 

证 ”我们 公 需 证 明和 矩阵 AI— AM 十 4 是 非 负 定 的 . HE 
的 熟知 性 质 , 存 在 一 实 正 交 矩阵 U 使 得 U'AU AP ARE A, 
AA AST CIR A A 的 特征 值 . 所 以 我 们 有 

a — A=UCAT— AU’. 

BAR A- A FFE MEE AA. A SE RE AT A 的 特征 
值 也 均 非 负 , 因 而 是 非 负 定 的 . 同 理 可 证 a+ A SE Ae. 引 理 证 
毕 . 

引 理 14. 2.2 {E --n Bre A= laij) RIA BRS 
下 列 不 等 式 之 一 : 


(14.27) Rol $) jal f= Lean, 


j= lise 
jx -- 4 RF OGerschgorin. U {E A & E FEC Franklin 
1968). 
记 F =a Xelikan B 


(14.2.8) 了 ,一 » (ECX n| Fn) — ELX a | 0-1) 
&=0 
= Xt t+ Un 
HP a= H 
(14.2.9) in = JEX nal F nin = 12,0, 
k= 0 


BRYA). 下 面 我 们 将 证 明 在 定理 的 假定 下 
Cid. 2.9) 中 级 数 是 收敛 的 . 
引 理 14. 2.3 若 (14.2.1),《14.2.2) 和 (14.2.3) 被 满足 且 对 


任 一 & 宇 1 

(14. 2.10) EX? > >. EXX į + 1, 
rel yee 

那么 
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| a fe = OU) 
证 设 { 生 的 协 方 差 阵 为 Avid C= {EX Xj ts 
EX;X, e. H Philipp MI Stout (1975) 89 (5. 22》 式 对 任意 jkl 有 


(14. 2.11) ELE (X, ul F = CAC. 

由 条 件 (14. 2. 10) 和 引 理 14. 2. 1 及 引 理 14. 2. 2 ,我 们 得 
(14. 2. 12) CAC < CC 

id 


(14-2. 13) tm = E (Kata | F ay ) &£=0 PO a m= 1 ,2 
M(14. 2.11), C14. 2.12) (14. 2. 3) 即 得 


4 一 了 
URAA Ers > EAn 


=< cD Mn + an R L elk + 1)727% 
这 样 我 们 就 得 让 
li lse’ ial =O). 
k=0 

定理 14. 2. 1 的 证 明 . 

1 我 们 先 来 证 明 在 条 件 (4.2.10)? 王 定理 成 立 . 由 熟知 的 
Gauss 序列 的 性 质 ( 和 参见 Ibragimov 和 Rozanov 1978, p. 14). 由 
(14.2. 8) RAY, EX. Xn 的 线性 组 合 , 所 以 {Y,,n 宇 1} 仍 是 
Gauss JF Fl], H h (14. 2. 8)., 它 是 靳 闫 序列 ,因而 是 独立 的 . 这 样 可 
由 :YY zz) 构造 一 个 Wiener 过 程 1 三 (六 0), 记 上 六 一 24 EY? 
重新 定义 

Ya = W(6,) W Onai, n= 1,2. 
且 从 (14.2.8) 我 们 有 
21%: 一 2r; = — hete 


注意 到 必 ,2 一 1,2，， “服从 正 态 分 布 且 有 一 致 有 界 的 方差， 那么 我 
们 有 


us = O(log’*n) a.s. 
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即 
DX: = Dee = O(log’*n) a.s. 


asin kala 
亦 即 
(14. 2.15) S) — Wh) = Oclog’"t} a.s, 
而 且 
b, — an= 2E( X, Xetayi) 十 Evi 


k=1 


El >) 2 XXa) + Eui, 
k=1 /=] 


"= 


= ol 5 Sn + j—k))=O[ 93k] 


=] j= 点 二 1 


这 就 证 明了 在 (14.2.10) 下 定理 14. 2. 1 成 立 . 
2) 现 在 来 证 定理 对 一 般 情 形成 立 , 令 1 二 [312C3/Ci] ,定义 
X= D m= Sr = OK. 


Cri — p RE m Asi 
BRA (Xs) th dE Gauss 序列 且 满 足 (14.2.1), (14.2.2) 和 
(14. 2.3). M14. 2. 1) 即 得 
(14. 2. 16) ENDE 
我 们 来 证 :和 X。 } 满足 (14. 2.10). 事实 上 


(14. 2.17) SM JEX: X; | = H > 2 
pe 


j=l te Luka (j Ziy 
fan 


mi ， = 
<È Re Seal A” 
Lus LHA j Hi 


i 


<= aS Sin 十 £792 


k=) m=0 


t 
< 6C, CL 21") 


tæl} 


由 : 的 定义 ,容易 验证 (14, 2.17) 的 右边 不 超过 Ci 一 1; 这 就 是 说 
(X? EA. 2.10). 
对 任 一 固定 的 ns HE m nlnm H 
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(14. 2. 18) [Sa = IS, max |X,|. 


m= VE hm 
注意 到 {XX,,n 之 1} 是 具有 一 臻 有 和 界 方 差 的 Gauss 序列 ,那么 我 们 有 
(14. 2. 19) max |e = O(log’*m) a.s. 


【mm 一 ] Mera 


下 a mi 
= (0%)? — BX)’ 


一 一 2 五 | SS XXZX 一 三 St x,)’ 


k=] font] j=ant+t 


= of S72) = OW), 


kao] 


HP a = ES}? MEYER 1) 14. 2.18) — (14. 2. 20) 得 证 定理 
14.2.1 成 立 . 


3 14.3 Breit ays Ha) Mize 


设 X= (Xto BELFER, FPE RATS 
& oS, o MEA CE oB) EAR. AEE, Feller 马 氏 
过 程 ,满足 下 述 条 件 ， 

(对 任 一 z6E Esto RA BUVUECR TEX HIR RH 


(14.3.1) piter, U) > 0, 
ETEA K Ey CER 
(14.3.2) P 3t t > 0, Xw) € K) = 1, 


EP P.C =P» |X,=a). 
AOGE X EARR B RAE. 
对 每 一 EB, 令 
inf {t,t > 0, XCw) EU}, 当 右 边 集 非 空 ， 
Tr Cte) = 
co T 则 . 
并 定义 击 中 分 布 
Mia,S) = P, Xo lw) E Stu <œ} a€ ESE B. 
记 
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je 二 [H dS fix) € BM), 


其 中 BUO)EU LAA ARM ww R. 
设 吾 二 {K,L} 是 满足 下 述 条 件 的 集合 对 全 体 ; 
(HOK 4 LRE EFATE HENA AA., 
(HI)K.L 人 至少 有 一 个 是 紧 集 ， 
(Hy) G) KCENL.E\L 是 连通 开 集 ,或 
GiD)LCE\K .E\K 是 连通 开 集 . 
MERAEHM MK LICH, XEK, 4 
(14. 3. 3) T © at U= | Herdy) HU, 


其 中 UEB,UCK. HARIEN TEG UER RR. EM 
变换 
半 TGS | T dD fO) PERSE RR. 


不 失 一 般 性 可 设 尺 是 紧 集 , 且 (H;}) 中 的 中 被 满足 ,那么 对 T* 
存在 天 上 唯 -的 不 变 概 率 测度 x. 进一步 ,假设 对 还 满足 

GT { BA} CC(K)=1K toit WR). 

设 = 是 过 程 无 的 停 时 , 令 A= {r(w)<oo} ,那么 

MN S{A AC AWW 1 S0AN <b) EN) 

是 RWT o LR =o {X,, 0st}. ip 4 * 是 如 Dynkin 
《1963,3.5)? 所 定义 只 的 = 域 .定义 vB 1° 的 推移 算 子 及 
N° 到 04° 的 推移 算 子 8. 满足 
(14. 3. 5) O.A= U (BA DEHER AEN”, 


其 中 算 子 4, 保持 和 、 交 及 补 的 运算 旦 有 
(14. 3.6) O{X,E Fp = {X ET) TEB. 
对 给 定 的 (K,L)EHWH, 在 人 上 定义 一 列 随机 函数 如 下 ， 


(inf {£st > 0,X,(w) E K) 当 右 边 集 非 空 ， 
zl 一 TCK, Lw) = < 


Loe: 否 o W, 
‘ag >r XD EL} ” 当 右 边 集 非 空 ， 

o, 一 00K ,L,0@) = 
oo 否 则 ， 
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inf {z,e > o,,X,(@) € K} 当 右 边 集 非 空 ， 
oo 否 H}, 
册 Doob(1953) 知 Tns o (n> 1) SR AIH X W a. s. ARI. id &, 
(o) 一 Xw(o). 它 的 转移 函数 了 T*(r,U) 满 足 Doeblin 条 件 且 是 无 周 
期 ,存在 一 个 唯一 的 遍历 集 . 进一步 T(x,U) 还 满足 


Tet) 一 Tre (K Lo) = | 


(14. 3. 7) CTS Cr, U 一 ACID << cm, 
其 中 0<8<1.C 是 常数 . 今 
(14.3. 8) P,(B) = | Pa Byutda) BEF. 


那么 P, 0,5) ERRE ME, HA PaB) =1 即 得 PB) =l. 
w 
E,f() = E (I)P,(dw) 

最 后 , 设 $= 二 ' 几 (w)} 是 定义 在 人 上 ,的 非 负 强 可 测 齐 次 可 
加 泛 函 , 即 是 满足 下 述 条 件 的 实 值 函 数 族 : 

(81) 对 任 给 std) EERS, TMH RPM EYE 
EEREN, PPA Bh 

FE — wE OAssorsuH=Fs+ se, 

(AITHE o@ E OMA SOs Sth = Pit, 

BOT EB AY 0S<u<v, 作 为 (1,w) 的 二 元 函数 8 wo) [uv] 
Xx 上 是 Bur VE YE, Bu EB uv] EAS o RM 
是 Vimo (Xue) HH P RRE. 


容易 验证 
(14.3.9) Qan = Tarp — A 
记 
v= Fs Sn S Tajl — Tas 
那么 有 
(14.3.10) diy = 和 HH Biz = Teas 


引 理 14.3.1 (s..20 21) BR ER 9 混合 随机 变量 序列 


A Zp (n) <0. 
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FEDA, AP Pl Lx, ee) A (we, = ye FE en ne 1} th ROE o 
混合 的 . 
证 ”为 证 {y.} 是 强 平稳 序列 ,只 需 证 明 推 移 算 子 Ont P, E 
是 保 测 的 ， 事 实 上 ,从 (14. 3.8) 及 Dynkin(1963 定理 3. 11), 对 任 
— BEV,;=0(X, 2208 


PG B) = S Be Pd) = P,(B). 
1 


为 证 {y,} 是 ?混合 的 ,首先 来 证 下 两 事实 ， 
aflyse ya} TOE, pe tl CAN ms 
(10{ Yana -ir Ymp) Co ti Emro) 
WE EA Mtv tn A En = Xt 是 NT 可 测 的 . 可 推出 
E Sk 也 是 .dr 可 测 的 ,所 以 ， 
get CN. 
这 样 个 将 成 立 ， 如 果 我 们 能 证 明 
(14.3.11) at E A,AE Br} Co ETL EB) 
其 中 Bx ER, Wo hh. 为 此 令 
A= iA n € AE afim ETTE BlAET,}, 
容易 验证 AA 是 4 系 且 包含 xf 系 
T= {[0,2]:(y, € 50,0) € affan ET,T EB}}, 
那么 o IT) A, FA JHB 4B (14. 3. 11). GDE EBA ESS {bl A. 
这 样 对 任 给 AC oly. 1<k<m—1},BE oly .koemtin—1}, 
由 强 马 氏 性 和 《14. 3. 7 我 们 有 
P,(AB) 一 EE, UIA ICCB) A Tn) ) 
= E, CADE, CB) |...) + £,dCAVE, IB) |Èn)), 
和 
《14. 3. 12) |P,(AB) — P,CA)P,CB} | 
= |E,U(ADE, UCB) |&,)) — EI CA)E,I CB) | 


= E, (KA| EB En = PETO Endy) 


— p(dy)]) | 
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<E [IKAS EIB) lar, = DVE aD} 
< EAV, (8 E) < PAC? , 
EP V, En E) = | (TE En A) UCA) |. Bg? =ò (0<8<1), 


我 们 得 {y} 是 p 混 合 序列 县 Jp n) < o0. 
特别 地 , 令 ASis MA vy. Hz 对 (ro AOAMGD A 
aiwmelmaksxim— is Cain ALSS m) Cyr, 
diwe ek =m +n l) Caol, k m-n}, 
ETEL, {w,} 也 是 强 平稳 8 混合 序列 . 引 理 4. 3.1 证 毕 . 
引 理 14.3.2 BAM g ELE X BA EHR a WAK 
IMZA, HAARE a= Ey 和 a= Ep0. 那么 
《a) 我 们 有 
C14. 3.13) Pllimg gr = a/a) = P {img /g = a/a) = 1 
其 中 
(14.3.14) PCA) 一 | PKA)Pa da) 
P, 是 初始 分 布 
Cb) Gl Hl , 若 令 上 ti) 是 正 整 值 随机 变量 满足 
(14. 3.15) Fe ee ee 
记 a 一 上 ,zi. 那么 有 


othe | i Ean = |= | -一 一 一 = |= 

(14. 3. 16) Ee gy ASP lim 7755 “j= l, 
‘ Tit) Tius 

(14.3.17) P, (lim $2 : =1}=P (lim Fi : =1}= 1. 


证 由 ix! 的 强 平稳 性 和 CIRGH. {9y,} 是 遍历 的 且 & 是 平凡 
的 .由 (14. 3.8) 对 任 -- 4Ew 有 
P.(A) = PLA) = 0 or 1. 


困 此 我 们 有 
P, lim + Vy yk = 本 区 i 
"tatoo a foto | 


且 由 于 jimsup 元 之，y% 和 lim inf Dyn SE we TWA 


"363。 


(14. 3. 18) P.{ tim 3 Do = 4) = 1 
TBR Geo (too), 从 事实 


ne = 


014. 3.19) P= P+ 2 et He, 
Arnao a, s. EAM E- > OME AL A 
(14.3.20) Pf, /d(r) Sze} =0, 
AH AERE ,对 充分 大 的 上 * 也 有 


cii 3 21 PAs? Ie) ze) =P.{ /H(t) el=0, 
fich+1 


结合 (14. 3.18)--(14.3.21) RING 

(14. 3.22) P,{lim$?/d(t) ay} =1, 

类 似 地 我 们 有 

(14. 3.23) Pellimyg E(t) = a} =h 

FH (14. 3. 22), (14. 3.23) 和 (14. 3. 14) 一 起 即 得 (14.3. 13) Ae. 
注意 到 (14.3.16) 是 (14. 3. 22) 在 过 一 :一 * 时 的 特殊 情形 . 另 

-方面 ,由 于 


Ae) —! 


Tin a |) EG 1 
Poe. a tet 


从 r<cca.s. .(14. 3. 18) AIC14. 3. 16) 得 (14. 3.17) 成 立 . 
现在 让 我 们 考察 由 可 加 泛 函 党 生成 的 过 程 
S= --Mt, 
其 中 M=a ap imt -s hi EREBOR TEE, 
定理 14.3.1 RAM Y gine X WYSE fi Be BY Me FF EK BY ANS 
PR, = yn Men 假设 对 某 oe, 
Ea ies Ern <x, 


那么 EW. oR 


ot=-E,Wt+e 24 EWW, 
#6 XTC. 不 失 -… 般 性 设 对 /一 1 那么 存在 一 较 大 的 概率 空间 ， 
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在 其 上 有 一 Wiener 过 程 {W (2) 220) ,不 改变 分 布 可 在 其 上 各 新 定 
XSA) O ERER e> 0 概率 为 1 地 有 


f 于 5+* 。 
oe 当 0<H<2,， 


S@)—W@) = a 
(OGT (logt) 1+") 当 6 一 2. 
证 瑟 
zf 一 1 
Sit) = # — Mt = A + 2 w, 十 pr” — M(t — tay F Ti), 
gf 
i Z0)= Ue RITE 


(14.3.24) SZO =a tH —MG— to +t). 
我 们 来 证 (14. 3. 24) 的 右边 a.s. WHARF OC Ctlog logt) t), A5! 
H 14.3.1 Miyon 1) EER GRAF. pin) =Ce™ ,6>0. 
Sr ty. 2! ?? nel OF RR ”混合 序列 且 

Ely, 27? 3 = Ey? oo, 
所 以 由 重 对 数 律 我 们 有 


x | 2 一 2 ayia) — Ol (n loglogn)!’?) a. 8. 
k=l 


Kahn? A g HOSE YE Al SE 14. 3. 2 我 们 得 
PO Slyn =O LG )loglog? (4) ) 2+ ) 
— Ol {t loglogt) 2+” Jars. 


Etere RAIA 
(14.3. 25) t— Ty SA =Ol Ct loglogt) 2t?) a. s. 


显然 地 典 二 O41) ,J 二 O01). 这 样 我 们 有 

S(1) —Z) =O( i loglogr)'’@"* } a. s. 
对 强 平 稳 ?混合 序列 {WP， ,从 定理 9. 1. 1 和 9. 1. 2. 概率 为 1 地 有 
Ol ete) 当 0<6<2， 


(14.3. 26) Bown-| 
i Of ri (logt) $ te) 当 O=2. 
RERS 
(14.3. 27) ZA Wa) 
* 365° 


= 之 an Wi CO— D) +W( EE 10) —W e) 
一 :五 十 五 . 
队 引 理 14. 3. 2 和 (14. 3. 26) ,概率 为 1 地 有 
Of tyr) =0 Urat) 当 O<d<2, 
(14. 3. 28) 7,= 
人 =0( 4 doglog:i+:) 当 9 一 2 


. 另 一 方面 ,由 关于 强 平稳 pg 混合 序列 {z,} 的 重 对 数 律 ,我 们 有 


> zı — na =0O( (nloglogn)'* )a. s. 
因此 
| Tro — ila, =Ol UU loglogi (2) ) 2) 
=O( ( loglogt)!/*) a. s. 
By vA 
t-I(tla,=t— to, =O( C2 loglogt)'’*) a. s. 
由 Csorgo 和 Revesz (3981) 4 EM 1.2.2 我 们 有 
T=WI Ut) —1)e,)-—W aE) =O loglogt)'*} a. s. 
把 它 与 (14. 3. 25) 一 (]4. 3.27) 相 结合 ,概率 为 1 地 有 
four) 4 0<<0<<2， 
S@)-—W@=, ,,， 
(Ole dogt)*t:) 4 b= 2. 
定理 14.3.1 证 毕 . 
注 14.3.1 从 定理 14. 3. 1 RTA Ah SR Bs HT MI 
阔 的 弱 不 变 原 理 和 重 对 数 律 - 
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附 录 


定义 A1 XS 4 六 0D ,在 14,-==) 上 正 的 可 测 函 数 六 Cz) 说 是 在 
无 穷 远 点 是 具有 指数 a 正则 变化 的 ,车 对 任 - -ce>0 


(Al) lim Rlax)/R(r) = a’, 
把 具有 指数 a 的 正则 变化 函数 R(xz) 重 写成 
CA2Y Rr) = Liz). 


那么 由 (41) RIE 
lim 工 (xz27/LCz)》 = 

定义 A2 一 个 具有 指数 a=0 正则 变化 函数 L(x) 称 为 缓 变 
函数 . 

REIER ERKE TEREM. 它们 的 证 明 参 见 Senata 
《1976) 和 Ibragimov 和 Linnik (1971). 

227 pe RY Karamaia 表示 定理 如 下 ; 

定理 Ai 设 L(r) 是 定义 在 [4,oo) 上 的 缓 变 函 数 ,A 之 0. 那 
LETEN BHA 使 对 任 一 cB 


pA e exp (x) +S 


FP a(x) FEL BLO) EG AT A PB ze cot ger) ( le] < 
cn,e(r) 是 [B,co) 上 的 连续 函数 , 当 root sCz) 一 0. 
利用 这 ~ :表示 定理 .我 们 可 导出 很 多 有 用 的 性 质 . 在 下 面 常 设 
Lox) hy (x) Leo ERE RM. 
性 质 At 对 任 一 alz0 
lim La + @/L(r) = 1. 
性 质 AZ 对 任 一 :2>0 


meLr) =œ, limz ‘Lizc) =Q. 


ett) ere 
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性 质 A3 2% &cont 
sup LOLOY 1. 


rT EA a 
性 质 A4 设 当 r>} a=alr)—> 0. 那么 对 任 一 >00 
lim e Liaz} Ls fe Lix) | 


me Lar ee oa. 
性 质 AS 当 r->co 时 
(logL(x)) /logxr > 0. 
性 质 A6 IHE -ER a, Lx) LiL. Llr) t Lla) 
都 是 缓 变 函 数 . AK E r ORT Llr), BS (Lz(x)) 也 
ERE PA RE. 
te AT A PoE M LOAM Li): 
z Lix) = sup ELE), 
PL) = _inf PLO), 


其 中 7Y>0 是 任 给 的 常数 . MA LoL H LSL. 

ZAL ERER T W- -个 推论 ,x*LCzx) 渐 近 地 等 于 一 个 指数 
y 的 非 降 正 则 变化 陋 数 . 

性 质 A8 对 Ro )=2L, (x) ,7 这 0, 存在 一 正则 变化 函数 只 
(real EB ceo 

RER, r)) ~x, R (R (2) ~ x, 

此 处 RDA — HEE L 4 R HOR, 代替 时 上 述 关 系 
成 立 , 且 当 xz 一 os 时 Riro, RA Rlar Lalar). 

性 质 AD Lie) BLA. oc) LEM ERR. 若 对 某 YOO.R 
(2 =a La) FELA. 2°) EF AOR. 对 ee RCA 

R(x) = inf {y;y E€ [A œ), RO) = x}. 

那么 R) Sr L ar), 41 RART RKT, R" (zx) 是 具有 
性 质 48 意义 下 RCD Bit KK. 
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SERIES EDITOR’S PREFACE 


‘Et moi, ..., si j’avait su comment en revenir, One service methematics has rendered the 
je n’y serais point allé.’ human race. It has put common sense back 
Jules Verne where it belongs, on the topmost shelf next 


Me Ab. oe to the dusty canister labelled ‘discarded non- 
The series is divergent; therefore we may be eee 


able to do something with it. l 
T. Bell 
O.Heaviside Eric e 


Mathematics is a tool for thought. A highly necessary tool in a world where both 
feedback and nonlinearities abound. Similarly, all kinds of parts of mathematics serve 
as tools for other parts and for other sciences. 

Applying a simple rewriting rule to the quote on the right above one finds such state- 
ments as: ‘One service topology has rendered mathematical physics ...’; ‘One service 
logic has rendered computer science ...’; ‘One service category theory has rendered 
mathematics ...’. All arguable true. And all statements obtainable this way form part 
of the raison d’étre of this series. 

This series, Mathematics and Its Applications, started in 1977. Now that over one 
hundred volumes have appeared it seems opportune to reexamine its scope. At the 
time I wrote 

“Growing specialization and diversification have brought a host of monographs and 
textbooks on increasingly specialized topics. However, the ‘tree’ of knowledge of math- 
ematics and related fields does not grow only by putting forth new branches. It also 
happens, quite often in fact, that branches which were thought to be completely dis- 
parate are suddenly seen to be related. Further, the kind and level of sophistication of 
mathematics applied in various sciences has changed drastically in recent years: measure 
theory is used (non-trivially) in regional and theoretical economics; algebraic geometry 
interacts with physics; the Minkowsky lemma, coding theory and the structure of water 
meet one another in packing and covering theory; quantume fields, crystal defects anf 
mathematical programming profit from homotopy theory; Lie algebras are relevant to 
filtering; and prediction and electrial engineering can use Stein spaces. And in addi- 
tion to this there are such new emerging subdisciplines as “experimental methematics’, 
‘CFD’, ‘completely integrable systems’, ‘chaos, synergetics and large-scale order’, which 
are almost impossible to fit into the existing classification schemes. They draw upon 
widely different sections of mathematics.” 

By and large, all this this still applies today. It is still true that at first sight mathe- 
matics seems rather fragmented and that to find, see, and exploit the deeper underlying 
interrelations more effort is needed and so are books that can help mathematicians and 
scientists do so. Accordingly MIA will continue to try to make such book available. 

If anything, the description I gave in 1977 is now an understatement. To the examples 
of interaction areas one should add string theory where Riemann surfaces, algebraic 
geometry, modular functions, knots, quantum field theory, Kac-Moody algebras, mon- 
strous moonshine (and more) all come together. And to the examples of things which 
can be usefully applied let me add the topic ‘finite geometry’; a combination of words 
which sounds like it might not even exist, let alone be applicable. And yet it is being 
applied: to statistics via designs, to radar/sonar detection arrays (via finite projective 
planes), and to bus connections of VLSI chips (via difference sets). There seems to 


be no part of (so-called pure) mathematics that is not in immediate danger of being 
applied. And, accordingly, the applied mathematician needs to be aware of much more. 
Besides analysis and numerics, the traditional workhorses, he may need all kinds of 
combinatorics, algebra, probability, and so on. 

In addition, the applied scientist needs to cope increasingly with the nonlinear world 
and the extra mathematical sophistication that this requires. For that is where the 
rewards are. Linear models are honest and a bit sad and depressing: proportional 
efforts and results. It is in the nonlinear world that infinitesimal inputs may result in 
macroscopic outputs (or vice versa). To appreciate what I sm hinting at; if electronics 
were linear we would have no fun with transistors and computers; we would have no 
TV; in fact you would not be reading these lines. 

There is also no safety in ignoring such outlandish things as nonstandard analysis, 
superspace and anticommuting integration, p-adic and ultrametric space. All three have 
applications in both electrical engineering and physics. Once, complex numbers were 
equally outlandish, but they frequently proved the shortest path between ‘real’ results. 
Similarly, the first two topics named have already provided a number of ‘wormhole’ 
paths. There is no telling where all this is leading-fortunately. 

Thus the original scope of the series, which for various (sound) reasons now comprises 
five subseries: white (Japan), yellow (China), red (USSR), blue (Eastern Europe), and 
green (everything else), still applies. It has been enlarged a bit to include book treating 
of the tools from one subdiscipline which are used in others. Thus the series still aims 
at books dealing with: 

a central concept which plays an improtant role in several different mathematical and/or 
scientific specialization areas; 

New applications of the results and ideas from one area of scientific endeavour into 
another; 

influences which the results, problems and concepts of one field of enquiry have, and 
have had, on the development of another. 

The present volume, one of the first in the ‘Chinese subseries’ of MIA, also appropri- 
ately enough, one dealing with fundamental issues: interrelations between logic and 
computer science. The advent of computers has sparked off revived interest in a host 
of fundamental issues in science and mathematics such as computability, recursiveness, 
computational complexity and automated theorem proving to which latter topic ths 
author has made seminal contributions for which he was awarded the ATP prize in 
1982. 

It is a pleasure to welcome this volume in this series. 


The shortest path between two truths in the 
real domain passes through the complex do- 
main 

J. Hadamard 


La physique ne nous donne pas seulement 
;’occasion de resoudr des problèmes ... elle 
nous fait presentir la solution. 

H. Poincaré 


Bussum, August 1989 


Never lend books, for no one ever returns 

them; the only books I have in my library 

are books that other folk have lent me. 
Anatole France 


The function of an expert is not to be more 
right than other people, but to be wrong for 


more sophisticated reasons. 
David Butler 


Michiel Hazewinkel 


Preface 


The classical limit theorems of probability theory for independent ran- 
dom variables had been developed successfully in the thirties and forties. 
The basic results were summed up in Gnedenko and Kolmogorov’s mono- 
graph “Limit Distributions for Sums of Indenpendent Random 
Variables ” (1954) and Petrov’s monograph “Sums of Independent Ran- 
dom Variables” (1975) . The modern limit theorems of probability theory, 
such as weak convergence of probability measures and strong approxima- 
tions etc, have been studied by many authors since the fifties. The limit 
theory for weakly dependent random variables was also discussed deeply. 
In fact, the limit distributions of,sums for non-independent random vari- 
ables were studied early by some probabilitists and statisticians, such as 
Bernstein (1927), Hopf (1937), Hoeffding and Robbins (1948), etc. The de- 
pendence of random variables as a concept is developed not only in some 
branches of probability theory and mathematical statistics, such as Markov 
chains, random field theory and time series analysis, etc, but also appears 
in many practical problems. Although the assumption of independence is 
reasonable sometimes, it is difficult to check the independence of a sample. 
Moreover in many practical problems, the samples are not independent 
observations. 


The definition of strong mixing (a-mixing) was first introduced by Rosen- 
blatt (1956). Ibragimov (1959), Rozanov and Volconski (1959) also intro- 
duced this concept independently at the same time as they introduced 
the definition of y-mixing. The definition of p-mixing was introduced by 
Kolmogorov and Rozanov (1960). All these concepts describe the asymp- 
totic independence of random variables when the difference of their indices 
goes to infinity. The 1971 monograph by Ibragimov and Linnik, “Indepen- 
dent and Stationary Sequence of Random Variables” summed up 
main results of convergence in distribution for a mixing sequence up to the 
sixties. Since the theory of weak convergence of probability measures ap- 
pears, particularly, following the monograph by Billingsley, “Convergence 
of Probability Measures ” (1968), the weak convergence for a sequence of 
mixing random variables attracts the attentions of many authors and some 


Vili Preface 


ideal results have been obtained. The theory of strong approximations for 
a sequence of dependent random variables is discussed systematically in 
Philipp and Stout’s monograph“Almost Sure Invariance Principle for 
Partial Sums of Weakly Dependent Random Variables ” (1975). 
The results of this monograph have been improved comprehensively by us. 

The modern limit theory for a sequence of mixing random variables has 
been studied deeply by many authors. This book will introduce them 
comprehensively, including Z. Y. Lin, C. R. Lu and Q. M. Shao’s work for 
the weak convergence and strong approximations. 

The book consists of four parts. The first part contains two chapters. 
We shall introduce the definitions of various mixing sequences and give a 
series of inequalities for mixing random variables, some of them are due to 
Shao. These inequalities are indispensable tools for the proofs of various 
limit theorems. l 

In the second part, which is separated into five chapters, the weak con- 
vergence, Berry-Esseen inequality and the rate of weak convergence are 
discussed. Some ideal results, such as weak convergence of p-mixing se- 
quences, will be introduced. 

In the third part, the almost sure convergence and strong approximations 
for the mixing random variables are studied. There are four chapters in this 
part. Some best results will be presented, such as strong approximations 
of partial sums for mixing sequences, which are done by Shao and Lu; the 
limiting behaviour of the increments of partial sums for a mixing sequence 
is obtained by Lin, et al. 

In the fourth part, the weak convergence and strong approximations for 
some statistics with mixing dependent samples and some other kinds of 
dependent random variables are studied. Most results are profound. 

Our best thanks are due to Dr. Q. M. Shao, whose results enrich greatly 
the book. We also want to thank all colleagues who help us to complete 
the book. We express our most gratitude to National Science Foundation 
of China and Zhejiang Province for their financial supports as well. 


Lin, Z. Y. 
Lu, C. R. 


Hangzhou University, May 1996 
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Part I Introduction 


In this part, we introduce some common and important definitions of 
weakly dependent random variables, establish some bounds of covariances 
for the various mixing sequences, and also discuss the relations between 
each other for different definitions. These will be given in Chapter 1. 

In Chapter 2, we give the estimations of some kind of moments of 
partial sums of a mixing sequence, which play important roles in the limit 
theorems and will be used often. 
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Chapter 1 Definitions and Basic Inequalities 


In this book, we always assume that {X,,n > 1} is a sequence of 
random variables defined on a probability space (0, F, P). There are many 
ways to describe weak dependence or asymptotic independence of {Xn}. 
In Section 1.1, we give some common and important definitions of this 
kind. In Section 1.2, some basic inequalities on covariances of {Xn} are 
established, which are useful for studying limit properties of {Xn}. In 
these sections, we also discuss the relations between each other for different 
definitions. 


1.1 Definitions 


Let A and B be sub-o-fields of F, L(A) a set of all A measurable 
random variables with p-th moments. Define 


a(A,B)= sup |P(AB)—P(A)P(B)|, 


AC A,BeB 
|EXY — EXEY| 
p(A, B) = sup an 
l ) XeLa(4)YeLa(B) VVarX VarY 
(A,B) = sup |P(B|A) — P(B)I, 
A€A,BEB,P(A)>0 


ae |P(AB) — P(A)P(B)| 
AGA, B€B,P(A)P(B)>0 P(A)P(B) i 
B(A, B) = E(tvargeg|P(B|A) — P(B))), 
oie n IEXY — EXEY| 


up SRA Ral 
XELya(A),YEL1_(B) [WX Ila/all¥ llag 


(A,B) = 


where tvar means total variation and ||Xll» = (E|X \p)1/P . Let FÈ = 
o(Xi,a < i < b), Z a set of all integers, Z* a set of all non-negative 
integers, N a set of all positive integers. Some commom and important 
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definitions of mixing sequences are as follows: 


Definition 1.1.1. A sequence {X,,, n > 1} is said to be a-mixing or 
strong mixing if 


a(n) = supa(FT,FR,) 一 0 asn— oo. 
KEN 


Definition 1.1.2. A sequence {Xn, n > 1} is said to be p-mixing if 


p(n) = suppl Fi, Fen) 一 0 asn— oo. 
REN 


Definition 1.1.3. A sequence {X,, n > 1} is said to be y-mixing or 
uniformly strong mixing if 


y(n) = supy( F}, FRn) 20 asn— oo. 
kEN 


Definition 1.1.4. A sequence {X,, n > 1} is said to be w-mixing or 
*-mixing if 
pln) = sup (FL, Fen) 一 0 asn > oo. 
KEN 


Definition 1.1.5. A sequence {Xn, n > 1} is said to be absolutely 
regular if 
B(n) = sup B(FT, FR n) 一 0 asn—-oo. 
kEN 


Definition 1.1.6. Let0<a,8<1,a+(=1. A sequence {X,, n > 
1} is said to be (a, 8) -mixing if 


A(n) = sup AFE, Fen) 一 0 asn—oo. 
KEN 


Remark 1.1.1. The versions of the above definitions for a sequence 
with time-parameter set Rt or R or Z are trivial. 


Remark 1.1.2. The concept of a-mixing was introduced by Rosen- 
blatt (1956). The concept of p-mixing was introduced by Kolmogorov 
and Rozanov (1960). Dobrushin (1956) first introduced the definition of 
y-mixing for a Markov process. This definition for a stationary process 
was presented by Ibragimov(1959) and Rozanov and Volconski (1959) re- 
spectively (one can also trace back to Hirschfeld 1935 and Gebelein 1941). 
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Absolute regularity was introduced by Kolmogorov (1959),(cf. Rosanov 
and Volconski 1959). Blum, Hanson and Koopmans (1963) presented the 
concept of 7-mixing. (a, 3)-mixing was introduced by Bradley (1985a) and 
Shao(1989a) independently. 


Remark 1.1.3. Doob(1953) showed that a Döeblin irreducible Markov 
chain is y-mixing with y(n) < ab” for some a > 0 and 0 < b < 1; Rosen- 
blatt (1971) showed that a purely non-deterministic Markov chain is a- 
mixing; Davydov (1973) gave a class of Markov chains which are 3-mixing. 


Remark 1.1.4. For simplicity, we always assume that the mixing 
coefficients a(n), p(n),---,A(n) all are non-increasing. 
It is clear from the definitions that 


P(N) = à1/21/2(0), Aro(n) = y(n) < y(n), 


and further 
a(n) < p(n) 
by taking X = 1, and Y = 1p in the definition of p-mixing. 
Kolmogorov and Rozanov (1960) investigated the relation between a- 
mixing and p-mixing for a Gaussian sequence. 


Theorem 1.1.1. For a Gaussian sequence {Xn, n > 1}, we have 
a(FT, Fin) < OFT, Fen) < ial FT, FEA) 


Proof. The former inequality is obvious. 
For any € > 0, there exist two normal random variables X € L2(F*),Y 
E Lo(FRs.,) such that EX = EY = 0, VarX = VarY = 1 and 


r:= EXY > o( Fi, FR.) -E 
Noting that A := {X > 0} € Ff, B:={Y > 0} € FR. we have 


1 
P(AB) = A + = arcsinr, P(A)P(B) = (1.1.1) 


Ali 


by elementary calculations (see Cramér 1946, p.290). If a(F¥, have i, 


it is clear that 


— 


T 
2ral FE, kin) > 3 2 (Cahn gaan 


if (Ff, F Ro.) < 4, by (1.1.1) we obtain 


1 
a(Fi, Fe.) > P(AB) — P(A)P(B) = = arcsin r, 
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which implies 
AFE, FR n)— E <r <sin2nra < 2ra. 


The theorem is proved by arbitrariness of e. 

Kolmogorov and Rozanov (1960) also studied the relation between the 
spectral function of a (weakly) stationary sequence and p-mixing property. 
At first, we give some notations and concepts about a stationary sequence 
{Xn, n E N}. Let the covariance function of {Xn} 


R(n) = EXmXm4n. 


By the Herglotz theorem, there exists the spectral resolution for R(n) as 
follows: 上 
R(n) = Í e™à dF(A), 


-T 
where F(A) is called the spectral function of the stationary sequence. When 
the spectral function is absolutely continuous, its derivative f(A) = F’(A) 
is called the spectral density of the stationary sequence. 


Theorem 1.1.2. If the spectral function of a stationary sequence is 
not absolutely continuous, then p(n) = 1, i.e. the sequence is not p-mizing. 
Conversely, if the spectral function is absolutely continuous, then 


p(n) = ipf ess sup) F(A) = h(E) / FQ); 
入 


where the inf is extended over all functions which is analytically continuable 
in unit circle; and further, if there exists an analytic function ho(z) in unit 
circle with the boundary value ho(e~) such that |f(A)/ho(e~)| >£ > 0 
and (f(A) /Ro(e~?)) is bounded uniformly, then 


p(n) < on™ 
for some c > 0. In particular, when f(A) is a rational function of e%, 


p(n) =e 


for some c > 0. 
The Proof of Theorem 1.1.2 is omitted(Kolmogorov, Rozanov 1960). 
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1.2 Basic inequalities 


Let X be F*,, measurable and Y be Ff, measurable. 

In this section, we establish some bounds of the covariance Cov(X, Y ) = 
EXY — EX EY for the various mixing sequences. 

At first, we consider the a-mixing case. 


Lemma 1.2.1. Let {Xn,n € Z} be an a-mizing sequence, X € F*,, 
and Y € FR, with |X| < Cy and |Y| < C2. Then 
|EXY — EX EY| < 4C\C2a(n). (1.2.1) 
Proof. By the property of conditional expectation, we have 
IEXY ~ EXEY| =|E{X(E(Y|F£..) - EY)}| 


< C\E|E(Y|F*,.) — EY| 
= CI EHE(Y |F!) — EY}, 


where € = sgn(E(Y|F*,,) — EY) € FE, ive. 
IEXY — EXEY| < C,|E€Y — E€EY|. 
With the same argument procedure it follows that 
HEY — EŁEY| < C2lBén — BEEN), 
where n = sgn (E(é|F 75.) — EE). Therefore 
IEXY — EXEY| < C1Cz|Eên — EtEnl. (1.2.2) 


Put A = {€ = 1}, B = {n = 1}. It is clear that A € FE œ, B E€ FX Using 
the definition of a-mixing, we obtain 


|E&n—E€En| 
= |P(AB) + P(A°B°) — P(A°B) — P(AB®) 
= (P(A) — P(A®))(P(B) — P(B5°))| 
< 4a(n). 


Inserting it into (1.2.2) yields (1.2.1). 
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Lemma 1.2.2. Let {Xn,n € Z} be an a-mizxing sequence, X € FE. 
and Y € Feo, with E|X|? < co for some p> 1 and |Y| < C. Then 


IEXY — EXEY| < 6C||X||p(a(n))4, (1.2.3) 


where 1/p+1/q = 1. 
Proof. Let Xy = XI(|X| < N), Xy = X — Xn. Write 


IEXY — EXEY| <|EXNY — EXyEY|+|EXyY — EX EY]. 


By Lemma 1.2.1, |EXNY — EXNEY| < 4CNa(n). For the second term 
of the right hand side of the above inequality, we have 


IEXNY — EXyEY| < 2CE|XN| < 2CN~Pt1E|X/?. 


Taking N = ||X||p(a(n))~1/? yields (1.2.3). 
For a random variable X and a continuous non-decreasing function 
f(z) on R* with f(0) = 0, which doesn’t identically equal to zero, define 


IXI; = inf{t > 0, Ef (|X|/t) < 1}. 
From this definition, it is easy to know that 
|X|; = 0 <= X=0 as. (1.2.4) 


and if 0 < || X||f < œ, then Ef(|X|/I| XI|) < 1. Moreover, if |X1| < |X2] 
as then Xall < ||Xally 


Lemma 1.2.3. Let {Xn, n € Z} be an a-mizxing sequence, X € 


Frio, YE Fin, f(x) and g(x) be two continuous functions on Rt 


with f(0) = g(0) = 0, f(x)/x / œ and gla) F / œ for some 
r >0,s > 0,||X||f < co, ||Y ||, < œ. Then 
IEXY ~ EXEY| < 10inv f(——) inv g(——) a(n) ||XI7II¥'I . (1.2.5) 
= a(n) a(n) n 
Proof. It is easy to see that E|X|!+9/" < oo and E|Y|!*"/* < co by 
the conditions of the lemma . If either ||X||s = 0 or ||Y||, = 0, (1.2.4) 
implies that (1.2.5) holds. If a(n) = 0, (1.2.5) is trivial by independence of 
X and Y. Now we assume that ||X||; > 0,||Y ||, > 0 and a(n) > 0. There 
are M > 0 and N > 0 such that 


a(n) = 1/f(M/||XIl¢) = 1/9(N/1Y lla). 
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Let 
Xm = XI(|X| < M), Xm =X— Xm, 
Yn =YI(IY| < N), Yy =Y — Yy. 
We have 


IEXY 一 EXEY| 
< |EXMYN — EXyEYy|+|EXyYn ~ EXMEYN| 
+ |EXMYy — EXmEYyn|+|EXyYn ~ EXyEYn| 
=: h +h + l +I. (1.2.6) 


By Lemma 1.2.1, 1) < 4M Na(n). Noting that f(x)/z Z œ and g(x)/x Z 
oo, we have 


E|Xul = E(\Xul/Xullp)Xaalls 
< Ef(IXm /NXuls) M/F MI Xm) 
< M/f(M/NXy). 


Therefore 


; 1 \. 1 
Ia < 2MN/f(M/\Xlly) = 2inv f (57>) y a(g) X NAY le: 
Similarly, we have the same estimation for 13. 
Furthermore, noting that FF / œ and g(z) /zs / œ, we 
have 


EXy¥y < (EX ul/IXulls) ) 
- (EOYNI/NY ilo) )™ xls ll 

< (EF Xul/IXullp))™ (E0) 

-MN/(#(M/I nulls) ™ (9(N/II¥nlle)) 


< MN/(f(M/IXIIs))*™ (9N/I¥lle)) 


Hence 


(a(N/IIY lle)) ™ 


) inv a 5 a(n) IX IY 


Ig < 2MN/(f(M/IIXII9))*™ 


< 2inv / (a 


10 Chapter 1 Definitions and Basic Inequalities 


Now, inserting these estimations into (1.2.6) yields (1.2.5). 
As some consequences of this lemma, we have 


Lemma 1.2.4. Let {Xn,n € Z} be an a-mizing sequence, X € FE y 
and Y € Fey, with E|X|? < œ and E|Y |? < oo， 2 + <1. Then 


IEXY — EXEY| < 10||X|lpllY (a(n))! >i. (1.2.7) 


Lemma 1.2.5. Let{Xn, n € Z} be an a-mizing sequence, X € Fh, 
and Y € FẸ „ with E|X|?*+? < Cy, E|Y|?*? < Co. Then 


LEXY — EXEY| < 10(01C2) F (a(n))*. (1.2.8) 


For an (a, 3)-mixing sequence and a p-mixing sequence, we have the 
following lemmas. 


Lemma 1.2.6. Let {Xn, n € Z} be an (a, 3)-mixing sequence, X E 
Lp(Fe.) and Y € Lg(FR,,) with pq > 1 and 1/p+1/q=1. Then 


IEXY 一 EXEY| < 4\(n)"34||X [lollY Ilo. (1.2.9) 


Proof. Without loss of generality, assume that ap > 1, which implies 
that Bq < 1. Put 


Yı =YI(IY| <C), B=Y-%, 
where C is a positive constant specified later on. Write 
|EXY — EX EY|< |EXY, — EXEY|+|EXY> — EXEY2|. (1.2.10) 
By the definition of (a, 3)-mixing and the Holder inequality 
JEXY ~ EXEY\| < Mn) |X ryallYillyya 
< A(n)C™ aX pll Ng, 


j= 


|EXYo| < (E|Y¥o|*)'~ 25 (E|X|??[¥2|*) 
< (E|Yo|4)'~ a (EXP E[¥oI"" + A(n)(ELXP)*([¥a|*)") a» 
< (E|Y 19) (E|X|*PE|Y 107°% + A(n)(E|XP)* (EY 19) a 
< |X|lpll¥ SC? + 95 (nr) IX lpI¥ la 
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and 


|EXEY2| < |XllpllY 11107. 


Inserting these estimations into (1.2.10) and taking C = IYI Am) 
we obtain (1.2.9). 
Let p = q = 2 in (1.2.9). It is easy to see that 


p(n) < 4A(n) ža ^3, (1.2.11) 


As a consequence of Lemma 1.2.6, noting that p(n) = My2,1/2(7), we 
have 


Lemma 1.2.7. Let{Xn, n € Z} be a p-mizing sequence, X € Ly(F*,,) 
and Y € La(FẸ.n) with p,q > 1 and 1/p + 1/q = 1. Then 


1BXY ~ EXEY| < 4p(n)?"=||X|lpll¥ lle 


For the y-mixing case, we have the following three results. 


Lemma 1.2.8. Let {Xn, n € Z} be ap-mizing sequence, X € Ly(F*,, 
and Y € LaF.) with p,q > 1 and 1/p+1/q=1. Then 


1 
IEXY — EXEY| < 2(p(n))?||Xlpl¥ lo (1.2.12) 
Proof. At first, we assume that Xand Yare simple functions, i.e. 


MS ala VSS. Bley, 
i j 


where both >); and 5), are finite sums and AiNAp =0 (i #k), B;NB = 
0 (j #1), Ai € FE Bj € FR. So 


EXY — EXEY = 》 ajb;P(A:B;) — X. aib; P(Ai)P(B;). 


i,j i,j 
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By the Holder inequality we have 
|IEXY—-EX EY| 
= |Ð oi(P(A)Y? I (P(B;1A:) — P(B;))b; (P(A) 
a j 


1/q 


< (E laiPP(A)) (5 PADI t (P(B;l4:) ~ PC 站 
< Xle] > P(Ai) (SO lb; (P(B;l4:) 


Q je 


+ P(B;))) (X IP(B;l4:) -PCB 
< 24X llpllY la max( Y IP(B;14:) ~ P(B). (1.213) 
J 


Note that 
2_|P(B;|A;) — P(B;)| = (P(U} Bj;|Ai) — P(U} B;)) 
— (P(U; B;|Ai) — P(U; B;)) 
< 2(n), (1.2.14) 


where the union Uz (U7 ) is carried out over j such that P(B;|A;)—P(B;) > 
0 (P(B;|Ai) ~ P(B;) < 0). Inserting (1.2.14) into (1.2.13) yields (1.2.12) 
for the simple function case. 

In order to complete the proof of the lemma, let 


Prc 0 if |X| > N. 
NV k/N ifk/N <X <(k+1)/N, |X| <N; 


TERA 0 if |Y| > N. 
NO E/N ifk/N<Y < (k+1)/N, |Y| <N. 


We have showed that (1.2.12) is true for Xy and Yy. Moreover, note 
E|X — Xn — 0, E|Y — Yy|1 — 0, as N — œ. 


Letting N — oo, we obtain (1.2.12) for the general case. 
Let p = q = 2 in (1.2.12). It is easy to see that 


p(n) < 2y'/?(n). (1.2.15) 


From the proof of Lemma 1.2.8, we can see that 
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Lemma 1.2.9. Let {Xn,n € Z} be a p-miring sequence, X € Fk, 
and Y € FRx, with |X| < C1 and |Y| < C2. Then 


|EXY — EX EY| < 2C\Coy(n). (1.2.16) 


Let p = 1 and q = œ in (1.2.12). From Lemma 1.2.8, we also have 


Lemma 1.2.10. Let {X,,n € Z} be a y-mizxing sequence, X € F 
and Y € FR, with E|X| < œ and |Y| < C. Then 


JEXY — EXEY| < 2Cọ(n)E|X|. (1.2.17) 


Finally, we consider the -mixing case. 


Lemma 1.2.11. Let {Xn, n € Z} be a -mizing sequence, X € FE, 
and Y € Fẹ» with E|X| < œ and E|Y| < œ. Then E|XY| < œ and 


IEXY — EXEY| < 4(n)E|X|E|Y|. (1.2.18) 


Proof. At first, we assume that X and Y are non-negative simple 
functions. We have 


IEXY — EXEY| =| 2, aib;(P(AiB;) — P(Ai)P(B;))| 


< J aibj h(n) P(Ai) P(B;) 
ij 
= Vn) EX EY. 


From this, (1.2.18) holds for non-negative random variables X and Y. 
For the general case, write X = XT+ — X`, Y =Y*t — Y`. We have 


|EXY-EXEY| 
<|EXtYt — EXtEY+*|+|EXtY~ — EX* EYT ]| 
+ |EX-Y* — EXT EY*|+|EX-Y~ — EX” EY" | 
< (n)(EX*t + EX~)(EYt + EY") 
< ¥(n)E|X|E|Y|. 
Finally, we summarize the relations between one and another of variaous 
mixing properties. It is easy to verify that 


2a(n) < B(n) < y(n). (1.2.19) 
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With a necessary and sufficient condition for Markov processes to be y- 
mixing, one can show that a y-mixing (Markov) sequence is not -mixing 
(Blum, Hanson and Koopmans 1963). Ibragimov and Solev (1969) given an 
example of a stationary a-mixing Gaussian process which is not 3-mixing; 
such a process is p-mixing but not 6-mixing. Davydov (1973) constructed 
a stationary a-mixing Markov process with less than geometric rate of 
decay of the mixing coefficients, which is not p-mixing. It is possible that 
a geometrically ergodic Markov process which is not Doeblin recurrent is 
3-mixing and not y-mixing (Andrews 1984). Combining these results and 
recalling Remark 1.1.4, (1.2.11) and (1.2.15) we have 


B- ming 定 la- mixing 
w— mixin a mixin = Y ¥ T 
— — mixi 
sj g J? E 7” 
0 一 mixing -Z ba mixing 


tt 


A — mixing 


Chapter 2 Moment Estimations of Partial Sums 


The estimations of some kind of moments of partial sums of a mixing 
sequence play important roles in showing limit theorems. In Section 2.1, 
we give some forms of the variances of partial sums of mixing sequences 
of various kinds. Section 2.2 is devoted to deduce some inequalities for 
the moments of partial sums. In passing we also give some probability 
inequalities in this section. 


2.1 Variances of partial sums 


Let {Xn, n € Z} be a (weakly) stationary sequence with EX, = 
0, EX? < oo. Put Sn = ?1 Xj. We investigate its variance VarS,. Let 
R(n) be the correlation function and F(A) be the spectral function of the 
sequence {Xn}. 

At first, we give the representations of VarS, by R(n) or F(A). 


Theorem 2.1.1. 


VarS, = 5 (n — |7|)R(?), (2.1.1) 
lj|<n 
T Sin2 nA 
VarS, = J ee F(A). (2.1.2) 
~r sinf 3 


If the spectral function is absolutely continuous, i.e., there is a spectral 
density f(A), and further, if f(A) is continuous at A = 0, then 


VarSn = 2xf(0)n+o(n) asn 一 oo. (2.1.3) 


The proof of the theorem can be found in the book of Ibragimov and 
Linnik (1971) and is not presented here. 
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When a stationary sequence satisfies a certain mixing condition, VarS, 
possesses more evident form. 


Theorem 2.1.2. Suppose that a stationary sequence {Xn} is p-mixing 
and VarS;, 一 œ as n — oo. Then 


VarS, = nh(n), (2.1.4) 


where h(n) is a slowly varying function of n and its domain of definition 
can be extended to R such that h(x) is also slowly varying on R. 

Proof. We first prove that h(n) is slowly varying. Put o2 = VarSn. 
Equivalently, we show that for every positive integer k 


lim ou, ja. = k: (2.1.5) 


Let 


Ej = 5 De j 三 1 2 k, 


s=1 
Nj = X Arau- Daa J = 1,2, nee -k = 1, 
(k—1)r 


a 5 大平 人 
s=1 


where r = [loga?]. By Theorem 1.1.2, {Xn} possesses a spectral density 
f(A). Using (2.1.2) we obtain 


o2 + [EN F(A) dA 
<n? Pau (2.1.6) 


Hence r = O(logn). And further 
Ogn = VarSkn = 5 BE + 2 > E&&; 十 2 Eéin; 十 > Enmn;. (2.1.7) 
j=l i#j ij ij 


By stationarity of the sequence, E = = 02 = VarSn. From Lemma 1.2.8, 
we have 


|E&:€;| < 2plli — jlr)? ]GillallEjll2 < 29r) 0? (2.1.8) 
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for i # j. Using the Schwarz inequality and (1.2.6), we have 
|E&ing| < [I&llallnglle = onor = O(n log on), (2.1.9) 
|Enin;| < 0? = O((log on)*). (2.1.10) 
Inserting (2.1.8), (2.1.9) and (2.1.10) into (2.1.7) and noting (r) = o(1) 
as n — oo, we obtain 
Fin = kon + (on); 
which implies (2.1.5). 
Next, we prove that the domain of h(n) can be extended to R such 
that h(x) is also slowly varying on R. Recalling (2.1.6), we define 


h(x) = p(a)/z. 
In order to show that h(x) is slowly varying, it is enough to verify that for 
any a>0 
Jim, w(ax)/p(x) =a. (2.1.11) 
It is not difficult to know from the definition of w that 
p(x) = p([x])(1 + o(1)) 


as x — oo. When a in (2.1.11) is an integer, we have 


ylar) [axlh([az]) (1 + 0(1)) = a(1 + o(1)). 


v(x) [zlh([z]) 
Therefore, for a = p/q, where both p and q are integers, we obtain 
üm plaz) Sih (ps) G) oP 


sco p(x) >% (2) yla?) q 


For any positive real number a, put 


For any rational number a, wi(a) = w2(a) by the above proof. Hence, it 
suffices to show that both Wi(z) and wWe(x) are continuous. Because 


b((a + e)z) — oar) | 


p(x) 
1 T aa om sin = sin = 
re oas f eaea 
p(er) 
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it is enough to show that wi(a) and (a) are continuous at a = 0. Using 
Property A4 about a slowly varying function(see Appendix A), for € > 0 
small enough, we have 


plex) _ kea) |, 


Wa) Mey TO) 


< el/2(1 + o(1)) 


as x — oo. Hence both 7, (a) and 72(a) are continuous at a = 0. Theorem 
2.1.2 are proved. 


Remark 2.1.1. In the proof of Theorem 2.1.2, y-mixing property is 
only used to give the inequality 


m+n+p 
Els, > Xi| < 2)" sal 
j=n+p 


|Smll>. 
Then, for a-mixing case, we have also 


Theorem 2.1.3. Let {Xn} be a strictly stationary a-mixing sequence 
satisfying that EX, = 0, EX? < œ, a2 = ES? = œ and {82/0}, n > 1} 
is integrable uniformly. Then the conclusions of Theorem 2.1.2 hold true. 

Proof. By the proof of Theorem 2.1.2 and Remark 2.1.1, it suffices 
to show the following facts. 

1. az2 一 œ; 
2. for any e > 0, there exist p = p(e), N = N(e) such that 

m+n+p 

ES 5 Xjl < €0nOm ifn,m > N(e). 

j=n+p 

The first fact is an assumption of the theorem. Consider the latter. 


From uniform integrability of {82/02}, for any £ > 0, there exists a K > 0 
such that for p large enough, 


f S2/o2dP <=, Kalp) < €/16. 
82/02 >K 4 


Then, by Lemma 1.2.1, Schwarz’s inequality and strict stationarity, we 


2.1 Variances of partial sums 19 


obtain 
| m+n+p 


/onom 


Sy eT ere 
| $2. |<VK, |-etete ten} |< VK 
S 
+f JK aP 
| $2 |>VK On 
Sm+n+p = Sn+p-1 


| | Om 


ES, >| Xj 
j=ntp 


Sn Smintp — n+p—1 
On Om 


dP 


dP 


Sn Smintp 一 n+p—1 
On Om 


dP 


+ J. Smtn+p—Sn+p-1 
| $2 |>VK, | —etete ete? |5/K 


<4Ka(p)+e/4+e/4+e/4<e. 


For a p-mixing sequence, Peligrad (1982) showed the following general 
result. Denote Sk(n) = Skin — Sk = a Xj. 


Theorem 2.1.4. Let{Xn, n > 1} be a p-mizring sequence of random 
variables with EX, = 0. Assume that 
(i) sup, EX? = ad < œ; 
(ii) ES? 一 œ as n —> o; 
ES?(n) 
E S2 


(iii) lim oo = 1 uniformly in k. 


Then 
ES? = nh(n), 


where h(n) is a slowly varying function and its domain of definition can be 
extended to R such that h(x) is also slowly varying on R. If, in addition, 
assume that ; 

(iv) EL p(2") < oo 
then ES? /n — o? > 0. 

In order to prove Theorem 2.1.4, we need the following lemma. 


Lemma 2.1.1. Let {X,, n > 1} be a p-mizing sequence with EX, = 0. 
If condition (i) in Theorem 2.1.4 is satisfied, then, for natural numbers 
p,q,m with p+q=m, 

(1 — p(n))(ESfn(p) + ESkm+p(Q) -Cı 
< ESkm(m) 
< (1+ p(n))(ES2,,(P) + ES2nyp(Q)) + C1, (2.1.12) 
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where k and n are positive integers and 
Ci = Ci(m,p,n) < 2006n” + 1249N(||Sem(P)|l2 + ||Sem+p(Q)ll2), 
and further 
(1 = p(m)) ||Sem(P)ll2 < [| Sem (mlz + C2 (2.1.13) 


where Ca < 200n. 
Proof. By the definition of p-mixing, we have 


|E(Skm(P) + Skm+p4i(@))” — (ES%n(P) + ESbn+p+il(9))| 


< p(i)(ESim(p) + ESkm+p+i(4))- (2.1.14) 
Noting that Skm+pin(q) = Skm+p(q) 一 Skm+p(™) + Sce+1)m(7), we obtain 
|| Sem+p+n(9)|l2 = || Sim+p(9)ll2 + 1, (2.1.15) 


where |01| < 200n. Hence, from (2.1.14) and (2.1.15), it follows that 


(1 ~ p(n))(ESknm(p) F ESkm+p(q) 十 62) 
< E(Skm(P) + Sem+p4n(9))” 
< (1 + o(n))(ES2u(P) + ESPnap(a) +92), (2.1.16) 
where |62| < 4o¢n? + 400n||Skm+p(q)ll2. Write 


Skm(™) = Skm(P) + Skm+p(n) + Skmtptn(q) 一 S(k41)m(N). 


Then 
| Sem (™)|I2 = ||Skm(p) + Stemtp+n(@) le + 63, (2.1.17) 


where |83| < 200n. Hence ES? n(m) = E(Skmlp) + Skm+p+n(q))? + 04， 
where 


|94| < 1200n? + 4o0n(\|Skm(P)|l2 + || Sem+p()ll2)- 
Inserting it into (2.1.16) we obtain (2.1.12), where 


Cı = max(|(1 — p(n))02 + 04|, |(1 + p(n))02 十 04|) 
< 20apn? 十 1200N(||Skm(P)]|l2 F l[Skm+pl0)ll2). 


We turn to (2.1.13). (2.1.14) implies 
(1 — p(n))ESkm(P) < E(Stm(P) + Skm+p+n(g)) = 


Then (2.1.13) is showed from (2.1.17). 
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Proof of Theorem 2.1.4. At first, we prove that for any h € N 


lim ES}, /ES? =h. (2.1.18) 


By (2.1.12) with k = 0, m = hn, p = (h — 1)n, q = n, n = [(ES2)*/9], we 
have 
(1— P(n) ESG,_1n 十 ES(,_1n(n)) — Co 
< 已 Sin 
< (1+ a(n) )(ES(ayn + ESfh-1)n (n) + Co, 


where Co = 200§n? + 1209n(||S(~—1)nll2 + [| S(n—1)n(™)||2). Using conditions 
(ii) and (iii), (2.1.18) follows by induction on h. Therefore, 


h(n) := ES? /n 
is a slowly varying function. Extend its domain by letting 
h(t) = ESi/t. 


We show that 
Jim, h((1 — €n)n)/h(n) = 1, (2.1.19) 
where sn | 0 suah that nen are integers. By Property A4 (in Appendix), 
h(nen) 5 
Pre? = 2.1.20 
n—00 h(n) En ( ) 


Let h, = max(h: hnen < (1 — €n)n). Note that 


Sn—nen = Sn 一 Shnnen (nEn) F Shanes (p) = Shnnentnen (p), 


where p = n — (hn + 1)nen < nen. By (2.1.13) with m = nen, k = hn and 
hn + 1, we have 


IllSn-nen lz — Snll2| 


< Shanen (NEn )ll2 F z (|| Sh,nen (nen)l|2 


1 
(1 — p(t) 
+ S(rn+1)nen (NEn)|l2 + 4002), 


where 1 is such that p(i) < 1. Dividing both sides of the above inquality by 
|Sn||g and using (iii) and (2.1.20), we obtain (2.1.19). For integer k > 0, 
there exists nę such that for every n > nx, 


h(nk) 
$ h(n) 


lio | < (2.1.21) 
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since h(n) is slowly varying. Without loss of generality, assume that nx is 
strictly increasing on k. Let t > 1. For integer n > 0, define k = qn such 
that nk < nt < ng4i. Then, (2.1.21) implies that 


Jim log(h([nt]qn)/h(nt)) = 0. (2.1.22) 

Put pn = [qnt]. Then pn = [kt] > k. Hence, (2.1.21) also implies that 

Jim | log(h(np,)/h(n)) = 0. (2.1.23) 
Moreover, from (2.1.19) we have 

dim A([nt]qn)/A(npn) = 1. 
Combining it with (2.1.22) and (2.1.23) yields 

im h(nt)/h(n) = 1. 

Therefore, by Property Al of Appendix 


h(zt) _ |, Azle) 


ese h(z) = hl) 


as required. 
Now we consider the second part of the theorem. By (2.1.12) with 
m = 2N, p = q = N, n = [N13], we have 


-oN ESen (N) + ES ern (N)) ~ an) 


< ES}, (2N) 
< (1+ e([N?]))(ES3.0(N) + ESfons1yw(N))(1 + on f2.1.24) 


where 


aa 2003.N?/3 + 1208N1/3(||Sonw(N)ll2 + Sc2p+ wn (N)Il2) 
N= SS 
k (1 — PINA ES 3n (N) + ES oryn (N) 


and No is so large that p([N!/3]) < 1 for N > No. Conditions (i) and (iii) 
imply that 
N2/3 SE NY sel) 


Snl 
By Property A2 of Appendix, for any 0 < e < 1/6 


an = Of 


„Jim N'ES}, /N = œ. 
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Hence (ES%)-! = O(N~1+®), and further, 
ay = O(N76t®), (2.1.25) 


Then (2.1.24) implies that for integers r > p > No with p((2%°/9]) < 1, 


7 一 1 27-P—1 
la- —p([2*/3]))(1 — azi) 2 ES; 
< ES2, 
r—1 277P—1 
< [J +AA Haz) SS ES%,(27). (2.1.26) 
i=p i=0 


By conditon (iv), ©; p([223) < co. Moreover, (2.1.25) implies that >; a(2*) 
< oo. Therefore, from (2.1.26) we obtain 


27-P—1 


„Jim ES2/ $ ES%,(2°)=1. 
1 一 0 


Consequently, it follows by condition (iii) that 
lim h(2")/h(2?) = 1, 


r>p— 00 
and further, h(2”) converges to a positive constant. Applying Property A3 
of Appendix to A(t) and 1/h(t), we obtain that h(n) converges to the same 
limit as h(2”). Theorem 2.1.4 is proved. 

For a strictly stationary p-mixing sequence, we also have the following 
result. 


Theorem 2.1.5.(Ibragimov 1975) Let {Xn > 1} be a strictly sta- 
tionary p-mizing sequence with EX, = 0, EX? < œ and YZ; p(2”) < œ. 
Then {Xn} possesses a continuous spectral density f(A) and 


VarSn = 27f(0)n+o(n) as n— œ 
if f(0) #0. 


For the proof of Theorem 2.1.5 we refer to Lemma 17 of Ibragimov and 
Rozanov (1978). They first show that {Xn} possesses a bounded spectral 
density if $27; p(2”) < co, and then show that 


En(f) < 128 max f(A pc Z 
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where En(f) denotes the error of best approximation of f(A) by a trigono- 
metric polynomial of degree less than or equal to n on [—7, a]. With the 
help of this result, we may know that f(A) is a continuous function on 
[—7, a]. The rest of the proof can be completed by using Theorem 2.1.1. 


2.2 Further inequalities 


In order to show limit theorems for a mixing sequence, we often need 
some further inequalities besides the basic inequalities in Section 1.2. 

The following extended Ottaviani inequality for an a-mixing sequence 
was given by Lin (1982). 

Recall the notation Fè = o(X;,a < i < b) for a sequence {Xn} of 
random variables. 


Lemma 2.2.1. Let {Xn,n > 1} be an a-mizing sequence. For any 
JP 十 (7 一 1)9 


given integers p,q and k, let £; be Foj—-1)(pt-q)+1 measurable, j = 1,2,---,k. 
If 
1 
P{|é1 ++ Ekl <C} > z [=1,---,k—-1, 
then 


P{ max ler +++ + E| > 2C < 2P{le +--+ + Ek] > C} + 2ka(q). 


Proof. Let events 


A={ max |&+---+&/>2C}, B= {li ++ El > C}, 


Aı = {|&| > 2C}, 


A= {max litté < 2C, értél > 2C}, 1 = 2,...,k, 


Br = {\fi41 + +&| <0},1=1,...,k-1, Bp =Q. 
Then 


k k 
AA; =O0((4#5), A=W A, UAB CB. 
l=1 l=1 


By the conditions of the lemma, 


P(AB) > P(ADP(B) ~ alq) > 5 P(A) ~ ola), 
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and hence 
k ] k 
P(B) > X` P(A: By) > 5 XO P(A) - ka(q) 
(Z1 I=1 
= 5P(A) ~ kaa) 


as required. 

The following lemmas all are about the bounds of the moments of 
partial sums. For a p-mixing sequence, earlier work was due to Peligrad 
(1982, 1987). Shao (1988b, 1989a,b) improved and generalized her results. 


Lemma 2.2.2. Let {X,,n > 1} be a p-mizing sequence with EXn 
0, EX? < œ for each n > 1. Then for any e > 0, there exists a C = 
C(e) > 0 such that 


[log n] 
2 i 2 
ES;(n) < Cn exp{ (1 +e) 2 p(2 )} Eo EX; 
for each k > 1 andn > 1, where Sr(n) = aa Xi. 


Proof. Without loss of generality, assume 0 < € < ie Let Cn be a 
non-decreasing sequence of numbers such that 


2(n) < EX?. 2.2.1 
BSN) SCnm sae PX, (2.2.1) 


For n < 21/* we need only to take Cn > 2!/© by the Minkowski inequality. 
Let C1 = 21/*. We suppose that Cm, m = 1,---,n—1, are already defined as 
demanded in the lemma. Put nı = [n/2], na = n —14, ng = [n/C+)] + 1. 
It is clear that 


ES;(n) = ES?(m) + ESf4n, (n2) + 2ESp(n1)Sk4n, (n2), (2.2.2) 
and further 


|E Sk (Nn1)Sk+n: (n2)| 
< |E Sk(n1)Sk+n, (n3)| + |E Sk(n1)Sk+nı+na (n2 — na)| 
< []Se(721) loll Sern (n3)ll2 
+ p(ng)||Si (n1 )|l2llSk+nı+na (n2 — na)ll2 
< 2|[Sk (n1 )ll2l|Sk+n: (n3)ll2 + P(na)llSk (n1 )ll2l|Sk+n: (n2)ll2- 
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Inserting the above inequality into (2.2.2) and noting (2.2.1) we obtain 
ES§(n) < (ESg (m1) + ESk4n: (n2))(1 + p(n3)) 
+ 4llSk (n1 )ll2llSk+n: (na)ll2 


1 1 
< Ch. -n(1 + ge max EX? + 4C,,n?n2 ,a EX? 


< Cns(l+ p(n Te) + 4n, ~ Ta) )n max 1 EX?, 


where 
p(x) = (p(i+1) — pli)(x—i)+ eli) ifi<a<itl. 
Hence for n > 2, we define 
Cy = Cna (1 + lng) + 4ng 79), 


Obviously Cn is nondecreasing, and 


n— _Eln-—1) 
CC 
n-1 


= Cl [I (2+ 025) +4-2° 72) 
?一 0 


S (e (2 下 )+4.2 5)} 


{x 
< C gr i) 


< Ci exp{3 + ate f p(2*) dz + ce} 
aare" 
< Ci exp{3 + (1 +€) S p(2') + ce}, (2.2.3) 
i=1 


where cs = 4/(1 — 2-°/(2(1+e))). Put de = 2!/* exp(3 + ce). We get 
n—1 
Con < de exp{ (1 +e) 5 p(2')}. 
i=1 


For any n, there exists an m such that 2” < n < 2™*!. Using the mono- 
tonicity of Cn, it follows that 


C, < Com+1 < de exp{ (1 + €) 5 p(2')} 
i=1 
[log n] 


< deexp{(1t+e) > p(2')}. 
i=0 
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The lemma is proved. 


Lemma 2.2.3. Let {X,,n > 1} be a p-mizing sequence with EX, = 
0, EX2 < œ for each n > 1. Suppose that 


ES?2(n)/ Ain, EX? => œ asn—oo (2.2.4) 


uniformly in k and 


max EX? <a min EX? forsomea>1. (2.2.5) 
k<i<k+n k<i<ktn 


Then, for any € > 0, there exist C = Cie, p(-), a) > 0 and an integer N 
such that for each k > 0 andn > N 


[log n] 


ES?(n)> C'n exp{-(1 +e) 5 p(2')} pain EX?. 
< 


Proof. Without loss of generality assume that 0 < e < 1/400. Con- 
sequently, 


L= 5e? > (3/2). 
Hence, noting p(n) 一 0 as n — oo, we have 
1 — 5e? — p(mo) > (3/2)~*/° 


for some large mo. It is not hard to verify that exp{2 sles] p(2')} is a 
slowly varying function. Then, by Lemma 2.2.2 and condition (2.2.4), 
there exists an no such that for n > no 


ES2(n) < mlt+e max EX2, (2.2.6) 
k<i<k+n 
ES?(n) > 4am min EX? (2.2.7) 
Be ee ae pees E oe 
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When n > 2no, put ny = [n/2], ma =n — nı. Then 


ES{(n) = ESx(n1) + ESg4n, (n2) 
+ 2E'S;,(n1) Skin, (mo) + 2ES4 (11) Skin, +mo(n2 — Mo) 
> ESE(n1) + ESk4n, (n2) — 2||Se(71) [lal] Sern, (mo)|l2 
— 2p(mo)||Sk(71)|l2||Se-+n1+mo (m2 — Mo)|l2 
> (1 — p(mo))(ESz (m1) + ESé4n, (n2)) 
— 4|[Se(721)|l2||Se-+n1 (™o)|l2 
> (1 — p(mo))(ESe(m1) + E Skin, (n2)) — 4e” ESk (n) 


E 二 m0 max EX? 
E k<i<k+n 
> (1 — 4e? — p(mo)) (ESk (n1) + ESk4n, (n2)) 
4 
-mja min EX? 
E k<i<k+n 
> (1 — 5e? — p(mo)) (ESk (n1) + ESk+n, (n2)) 
> (3/2)~*/8 (ES? (n1) + ESÈ,n, (n2)). (2.2.8) 


We first show that for each n > no 


ES2(n) > Coml-</6 pan, BX?, (2.2.9) 


where C2 = 2amĉng e74. By (2.2.7), (2.2.9) holds for no < n < 2no. When 
n > 2no, we assume that (2.2.9) is true for each positive integer less than 
n. Then it is also true for n. In fact, using (2.2.8) we obtain 


2 > ~e/6 1 一 </6 1—e/6 : 2 
ES; (n) > (3/2) =° Ca(ni 十 ma ) wip, EX; 


W 8G) 
‘nl /se min EX? 
k<ic<k+n 


IV 


> Con'~¢/6 min EX? 
k<i<k+n 


as required. 


1+e 


Next, we turn to the assertion of the lemma. For n > nj", put 


m = [ 引 , na = n — n, ng = [n1/0+°)] + 1. From (2.2.6) and (2.2.9), it 
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follows that 


ES}(n) 
= ESR (n) + ESp4n, (n2) + 2ES;(n1)ESk+n: (n3) 
+2ESk(Nni)Sk+4nitna (n2 — n3) 
> ES¢(m) + ESkyn, (n2) — AS (n )ll2llSk+n: (n3)ll2 
— 2p(n3)||Sk (n1 )ll2l|lSk+n (n2)ll2 
> (1 — p(n3))(ESg(m1) + ESk4n, (n2)) 


a aR ee 


> (1-p(n s))(ES2(n1) + ESP, »,(n2)) 


— 4n}- (e- 一 3e4)/2(1 十 e) max EX? 


k<i<ktn 
> (1 — p(ns))(ESg(m1) + ESg4n,(n2)) — 4an!™ /Ss en EX? 
> (1 — p(n3))(ES?(n1) + ES? pn, (n2)) — 8aC3 n70 ES} (n) 
> (1 — plng) — n™®/®)(ES}(n1) + ES2,n,(n2)). (2.2.10) 


The last inequality holds for n > (8aCy')!79/*. Put 
n, = max(nd*®, (8aCz!)120/*). 
Let C, be non-increasing so that 


ES2?(n) > Cnn pain EX? 
k<i +n 


for n > no. Then, by (2.2.10) 


ES?(n) > (1 — p(n3) 一 n3” )Cnan ， oy EX? 


> (1— p(n") - nz /Cn pain EX? 


for n > ng. Hence we can choose 


1 


Cn = Cr (1 - p(ng**) — na!) (2.2.11) 


for n > nọ. It is easy to see that there exists an nj such that for n > ng 


1 = p(ng**) — na’ > exp{—(1 +e) (on™) +n3™®)} (2.2.12) 
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Put nj = ng Vno. In view of (2.2.7), we take Cn: = 4ams/(<*ng). Obviously 
{Cn, n > 2ng} defined by (2.2.11) is non-increasing. From (2.2.11) and 
(2.2.12), we obtain that for 2” > ng 


Com = Cym-i(1 — p(2 TF ) — 27 (™—Ne/40) 
m—1 


> Com-1 exp{—(1 十 e)(p(2 1Fe ) + Sea 


which implies that 


m-1 
Com > Cng [[ exp{—(1 + €)(0(2'/4*)) + 2-#/49)} 
1 一 0 
m~1 


= Cns exp{ —(1 +e) 5 (p(22(41+e)) ig aaa 
i=0 


Similarly to (2.2.3), there exists a de > 0 such that 


exp{—(1 +e) Ss (p(2*/G+#)) 十 2 


j= 
m 


> deexp{-(1 +2)? yo(20} 


i=0 
Therefore 7 
Com > deCns exp{ -(1 +e)? 5 p(2')}. 
i=0 


For arbitrary n > ng, there exists an m such that 2” < n < 2th By 
monotonicity of Cn, we find that 


m+1 
Cn > Com > deCns exp{—(1 十 e)? > p(2')} 
1=0 


[log n] 


i 
> gdeCns expf-(1 + e)? 2 p(2')}, 


and hence we arrive at the assertion of the lemma. 
Sometimes we need the bounds of moments of higher than two orders. 


Lemma 2.2.4. Let {Xn,n > 1} be a p-mizing sequence with 
EX, = 0, sup, E|X,,|?+® < œ for some 0 <6 <1 and 


5 p(2") < œ. (2.2.13) 
n=1 
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Then there exists a C = C(6, p(-)) > 0 such that for each n > 1 
sup E|Sp(n)|2 +8 <C {nts/2(sup EX2) +8? 
k>1 k>1 


+n exp{ (C log nera sup E| X|?’ \. 
k>1 


Proof. It is not difficult to verify that 


(1 + )2*6 之 1 十 (2 十 6)2(z + +6) 4 g2t6 
< 1 +9(x + a1) + rte (2.2.14) 


for x > 0. Put 


lp |Sk(m)|lo45, om = sup lS (m)|ļ2. 
Obviously, 
lSk(2m)ll2+6 < NSk(m) + Sm+ma/sl(m)ll2+5 + 2m!/5a;. 
By (2.2.14), putting mı = m + [m!/5], we have 


E|Sg(m) + Skim (M)? < 27? + 9E|Sk (M) Sim, (m)| 
+ 9E|Sz(m)|| Sim, (mo 二 


Moreover, by the Schwarz inequality and Lemma 1.2.7, we have 


E| Sk (mM) Sk+m, (m™)| 
< [1Se(m™)|134.6ll Sk (M)Sk+m: (™)I|(248)/2 
< an ome? Hollen an y /et 
< ab, oh, + 4p? t8) (fim). 


Similarly 
E|Sk(mM)||Sk4m (M) H? < apom +40” Ct [m5] an. 
Combining these inequalities yields that 


E|Sk(M) + Se+m (M)? 
< 2a7 i> + 18(af,02, + 4p7/+9) [m/5])a7) 


< {[2(1+36p2C+9([my5))P/2+r9on + 180m} 
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which implies that 


am + 180m + 2m!/5a;. (2.2.15) 


dam < {2(1 十 360? C+D mM} 0” 


Noting monotonecity of p(n) and condition (2.2.13), we have 


p(n) < c/ logn, 


here, and in the sequel, c stands for a positive constant, which may take 
different values at different places. Hence, applying Lemma 2.2.2, we ob- 
tain 


az < {2(1 + 36p°/P 49) ([20/5]))} CtP ag 
+ 1809r-1 +2- 2-1/5 q, 


7 一 1 
i=0 
r-1 r—-1 | À 
十 col y 2e II {2(1 + 9p? C+D fairs) ) 
i=0 j=i+1 
7 一 工 r-i , 
+ 2a, ye II {2(1 + 9p?/(2+8) (94/5) WNC ) 
i=0 j=i+l 
< C22, + 2°/(2+5) exp(Cr)/2+H ay, (2.2.16) 


This implies the conclusion of the lemma. 
Similarly, by finer estimation, Shao (1989a) showed the following re- 
sults, whose proof will not be presented here. 


Lemma 2.2.5. Let {Xn,n > 1} be a p-mizing sequence with 


EX, =0, supE|X,,|?*+° < oo for some 6 > 0. 
n 


Then, for any e > 0, there exists a C = C (6, p(-), €) > 0, such that for 
each n > 2 


[log n] 


E|S;,(n)?*° < C{(nexp{(1 +e) 5 p(2°)} max EX? 


) 1+6/2 
k<i<k+n 
?一 0 


logn] 


[ 
Ls nexp{C 2 gee) pagar EGP}. 
i=0 = 
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Lemma 2.2.6. Let {Xn,n > 1} be a p-mizing sequence with 


EXn=0, E|Xn|?<00,q>2, ES2(n)<nh(n) max EX?. 
k<i<k+n 
Suppose that there exists a function h(n) such that for every k >0,n>1 
and there exist a positive integer no and a constant 0 < 6 < 2!~2/(93) such 
that 
max(h([n/2]), h(n — [n/2])) < Oh(n) 


for n > no. Furthermore, when q > 3 assume that there exists a C > 0 


such that 
1 [log n] 


h(n) > Gexp{-C 3 p72))}. 


?一 0 


Then there exists a constant K = K(q, no, 9, C, p(-)), such that for every 
k>0,n>1 


E|Sk(n)I? < K{(nh(n) max EX?) 


k<i<k+n 
[log n] 
Hes[ SE 205} max Bp) 


Next, we turn our attention to a y-mixing sequence. Peligrad (1985) 
showed the following inequality of tail probability (see Shao 1988a). 


Lemma 2.2.7. Let {Xn,n > 1} be a y-mizing sequence, 0 < n < 1. 
Suppose that there exists an integer p,1 < p < n, a number A > 0 such 
that 


plp) + max P{|Sn - Si] > A} <n. (2.2.17) 
Pprtn 
Then, for any a > 0, b> 0, we have 


P{ max |S; >a+A+o} 


1 1 b 
ast > a | 
< oprla ah + 3 Pt max | ae } (2.2.18) 
P{|Sn| > a+A +b} 
b 
< nP{ max |S; > a} + P{ max [Xi| > 5 (2.2.19) 
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Proof. Put F; = {maxi<j<i|S;|<a+A+b< [S;|}. Then 
Pf max |5i| >a+A+b} 
1<i< 
n~1 
P(|Sn| > a) + DO P(E: N {|Sn — Sil > A+ O}) 
i=l 


n—1 
P(E A {|Sn — Si] > A+0}) 
i=1 
n—p—1 
< 5 P(E: A {|Si+p-1 — S| > b}) 
i=1 
n—p—1 


+ P P(EN {lS - Sipil > A}) 


t=n—p 
~1 
< P(E {ax 12 5 5}) 
i=1 ape 
n—p—1 


十 P(E E;)(P{ISn — Sitp-1 | > A} + 9(p)) 


< P{ max [X;| > >) +nP{ max [Si| >a+A+o}, 


where condition (2.2.17) is used in the last inequality. Consequently, 
(2.2.18) is proved. 
As for (2.2.19), putting E; = {max<;<;|5;| < a < |S:|} and noting 


[Sn 一 Sj+p-1| > []5n] — |Sj-1| - p max |Xillforl < j <n- p, 
we have E 
P{|S,| >a+A+b} 
<P{|Sn|>a+A+b, max 15 >a, max |X| < 2} 


+ P{ max [Xi| > 2} 


n—p 


b 
< ! Sae b 
P P(E; O {|Sn — Si+p-1| > A}) + P{ max | > z 


< nP{ max [S| > a} + P{ max > 5) 
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as required. 
Lemma 2.2.8 is due to Shao and Lu (1986). 


Lemma 2.2.8. Let {Xn, n> 1} be a y-mizing sequence with EX, = 0 
and sup,, E|X;,|?+° < co for some 6 > 0. Suppose that 


sup ESi(n) < Mnsup EX? for someM > 0. (2.2.20) 
k k 


Then there exists a C = C(6, M, y(-)) > 0 such that for each n > 1 


sup E|S;,(n)|?*° < Cn!+9/? sup E|X;|7+°. 
k k 


Proof. It is easy to see that for r > 1 and x >0 


[r] 
a+ < > ( ) zë + 6,2", (2.2.21) 
k=0 
where 6, = 1 if r is not an integer, otherwise 6, = 0. We now prove 


the lemma by induction on r := 2+ 6. Assume that the lemma holds for 
l < [r],r being non-integer. Denoting am = sup, ||S,(m)||,, from (2.2.21) 
we obtain 


E|S, (m) 十 Sk+m+ko (m)|’ 
< E|S,(m)|" 十 E|Sk4m-+ko (mF 


tm ) Piset ) |Sk-tm-tieg (m) 
(225p je) poe 


+f, ( i ) PISHE Seanse (m 
一 : h + Ip. 


lA 


By the induction hypothesis, we have 


h < 5 |) ES Y E Skimt (rm) |) 
< (mi"l/2 sup, ELX4 |")! < emr/2ar. 


Substituting the above inequality into (2.2.22), we obtain 


dom < erry (3 J om Ur (k 0)) am + em/?a. 
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Now choosing a sufficiently large ko and proceeding as in the proof of 
Lemma 2.2.4, we conclude that the lemma holds in this case and similarly 
we have the lemma for [r] + 1. This proves the lemma. 

Using Lemma 2.2.7, Shao (1988a) proved the following Lemma. 


Lemma 2.2.9. Let {Xn,n > 1} be a y-mizing sequence satisfying 
(2.2.17) and q > 0 satisfying n41 < 1 — n. Then 
|< (1 — n — n41)? q q .|4 
E max |Si|" < (1-9 - n49) { (8A) + 2(4p)"B max |Xil?), 


where n, p, A are defined in Lemma 2.2.7. 
Proof. By Lemma 2.2.7, we have for x > 8A 


P{ max |S; > x} 


< ap (Ps > ge} + Pima ale I) 
< y(n me Sil F} + 2P{ mex Gl g) 


Hence for any B > 8A 
3 1 
4 一 
fw PL pmax IS >a} ay 


8A 
<f m max |Si| > y} dy 
0 


n 
1 -n /84 


+f qy P{ max 1X] > 2} ay 


sore max [Si| > = a} ay 


< (84) +5 


2(4p)? a q—1 
i ee .| > 
f qy P{ max |Xi| > y} dy 


which implies that 


nN 4q q—1 | 
ef qy P{ max IS:| > y} dy 


1 
9 一 .|> 
f qy P{ max ISi| > y} dy 


< (1-7) (64) + PE [7 qyiP{ max |X: > y} dy) 


l-n l-n 
Ad 9 q .19 
< (1 = n = 944) (84)! + 2(4p)1E max |X;l"). 
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Letting B — oo yields the assertion of the lemma. 
A similar result is 


Lemma 2.2.10. Let {Xn,n > 1} be a y-mizing sequence. Suppose 


that there exists an array {crn} of positive numbers such that 


2 (i) < Chn- 2 
oo ESr(i) < ckn (2.2.23) 


Then, for any q > 2, there exists aC = C(q,(-)) such that 


E | < C(c&/2 +E ;| 中. 2.2.24 
max |S < C (okn +E max |X:l*) (2.2.24) 

Proof. Take n = 4777, A? = 2cn/n.There exists a po such that 
y(po) < n/2 since y(p) — 0 as p — œ. Using (2.2.23) we can verify that 
(2.2.17) is satisfied. Hence, we get (2.2.24) from Lemma 2.2.9. 
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Part II Weak Convergence 


In this part, we investigate weak convergence of probability measures 
(or distributions ) of normalized sums of the form 


1 n 


We have found a series of this kind of results for an independent sequence 
(cf. e.g. Petrov 1971 and Billingsley 1968). A natural question is what 
about a weakly dependent sequence. Only assumption of weak dependence 
is not enough for weak convergence. For instance, let {f,,n > 1} be a 
sequence of i.i.d. random variables with a common characteristic function 


f(t), and let 


Xn Ta En+1 za Ên: 


Then {X,,, n > 1} is a strictly stationary sequence and satisfies any mixing 
conditions mentioned in §1.1. The sum 


> Xt = Ent — & (112) 
k=l 


has the characteristic function |f(t)|? for all n. It is reasonable to introduce 
some restrictions to make the variance of the sum 》 ,x_1 Xk increase when 
n is increasing. Hence we assume always that Bn in (I1) tends to infinity 
as n 一 OO. 


First of all, we state the so-called Bernstein's blocking technique uti- 


lized frequently in showing limit theorems for mixing random variables. 
Let positive integers p = p(n), q = q(n) and k = k(n) withl<p<n,q= 
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o(p), k = [n/(p + q)],* and let 


jp+(j—-1)q j(p+4q) 
& = 5 Xi, nj = > Xi J = 1 seek, 
i=(j-1)(p+q)+1 i=jp+(j—1)q+1 
i=k(p+q)+1 
Then 
k k+1 
j=1 j=1 


By weak dependence, 1, £2, +*+, Ek are asymptotically independent as q = 
q(n) is large enough. On the other hand, the sum 二 n; is negligible, 
compared with S,, by noting q = o(p). Consequently, the Bernstein method 
allows us to consider the sums of mixing random variables as independent 
sums. 

Using this method, by the procedure similar to that for an indepen- 
dent sequence, for a-mixing sequence, we may prove the following theorem 
about the class of possible limit distributions of sums. 


Theorem II1. Let {X,, n > 1} be a strictly stationary a-mizing se- 
quence, {An} and {Bn} two sequences of real numbers with Bn, — oo as 
n — co. Suppose that the distribution function F,,(x) of the sum 


1 2 
— =) Xe An 
By > 


converges weakly to a distribution function F(x). Then F(x) is stable with 
some exponent a. Moreover, 


Bn =n'/*h(n), 


where h(n) is a slowly varying function with positive integer argument. 


1In this book, the sign [-] sometimes denotes the greatest integer part or at other 
times denotes brackets. It will be clear from the context. 


Chapter 3 Weak Convergence for 


a-mixing Sequences 


3.1 Necessary and sufficient conditions for the CLT 


For an a-mixing sequence {Xn, n > 1}, Ibragimov (1959, 1962) first 
gave necessary and sufficient conditions for the central limit theorem (CLT). 
In this chapter we always assume that {Xn, n > 1} is a strictly stationary 
a-mixing sequence unless special indication. Put S, = )0f_1 Xj, gi = 
Var Sn. 


Theorem 3.1.1. Suppose that EX, = 0 and EX? < oo. Then in order 

that {Xn} obeys the CLT and limn, yo 02 = 00, it is necessary that 

(1) o2 = nh(n), where h(x) is a slowly varying function of the contin- 
uous variable x > 0, 

(2) for any pair of sequences p = p(n), q = q(n) satisfying that as 
n 一 œ. 

(a) p> œ, q > œ, q = o(p), p = O(n), 

(b) ni-8q!+8p-2 — 0 for all B > 0, 

(c) np™ta(q) — 0, and 


n 2 
Jim par dees x“ dF,(x) = 0 (3.1.1) 

for any e > 0, where F,(x) = P(Sp < x). Conversely, if (1) holds and if 
(3.1.1) is satisfied for some choice of the functions p and q satsifying the 
given conditions, then the CLT is satisfied. 

We do not prove this theorem here. For its proof we refer to Ibragimov 
and Linnik’s book (1971). 

A simpler necessary and sufficient condition for the CLT was given by 
Denker (1985). 
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Theorem 3.1.2. Suppose that EX, = 0, EX? < œ and o2? 一 oo 
as n — oo. Then in order that {Xn} obeys the CLT, it is necessary and 
sufficient that {82/02}, n > 1} is integrable uniformly. 

Proof. Necessity. Suppose that 


Su/on > N(0, 1), 


where N(0,1) stands for a standard normal variable. Therefore, for any 
e€ > 0 there exists a K > 0 such that 


lim S?/o2 dP = N? dP <e, 
n> SNSn /on|>K INI>K 


which implies uniform integrability of {$2/02, n > 1}. 

Sufficiency. Suppose that {52/02, n > 1} is integrable uniformly. By 
Theorem 2.1.3, we have 

o? = nh(n), (3.1.2) 

where h(x) is a slowly varying function on [1, oo). Assume that p and 
q are the functions satisfying conditions (a) and (b) in Theorem 3.1.1. 
Furthermore, we choose p and q that satisfy condition (c) in Theorem 
3.1.1 and 


n*p ozo? = n*p-*qh(q)/h(p) 一 0 asn— oo. (3.1.3) 


For any given 6 > 0, there exists a K > 0 such that 
J S? dP < 602 (3.1.4) 
|Sn|>Kon 


for each n > 1. By Property A4 of a slowly varying function, 


which implies that Kop < son for all large n. Hence 


z J S2aP < J S2 dP 
P JlSpl>eon P J|Sp|>Kop 


ne 2 2 
< e < 260-7. 


The last inequality is due to (II4), condition (c) and (3.1.3). Consequently, 
condition (3.1.1) is satisfied. From Theorem 3.1.1, sufficiency is proved. 
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It is well known that boundedness of {E|S,,/o,|?+°, n > 1} implies 
uniform integrability of {92/02, n > 1}. The former requires existence of 
higher order moments. This explains that the moment conditions imposed 
on {Sn} are important for the CLT. A related result is given by Dehling, 
Denker and Philipp (1986). 


Theorem 3.1.3. Suppose that EX, = 0, EX? = 1, o? =nh(n), where 
h(n) ts a slowly varying function. Then in order that the distributions 
of {Sn/on, n > 1} tend to the standard normal distribution (x), it is 
necessary and sufficient that 


lim sup on /E|Sn| < V7/2. (3.1.5) 


In order to prove this theorem, we need the following lemma. 
At first, we introduce some notations. Let integer p and real number 
g satisfy 
~1/4 1 
paged Vo) Non 


where a(x) = a((z]), and let 


2 一 2 2 
vi =a S? dP, 3.1.6 
j P p e 
3 2 
uf = Sz dP, (3.1.7) 
lspl<gop ” 
r = [92d (3.1.8) 


where d satisfies 2g-1/2 vv <d<1, 


n=r(p+ [o3/*)) andr? = ru’. (3.1.9) 


Lemma 3.1.1. Suppose that EX, = 0 and EX? =1. We have 


|B exp(itS,/r) — exp(—t?/2)| 
< 2d + |tlopd"/?/u + |t!°op/(ug/4) + tosv /us 
+ 4a? (g3/4) + t4/g+ t?02/(u"Q). 


Proof. Note that u < op. Hence, for |t| > r!/?, we have 


|t|Pop/(ug'/*) > 13/2 /g'/4 > ((g2d — 1)g71/8)*/? > g?. 


44 Chapter 3 Weak Convergence for a-mixing Sequences 


Then the conclusion of Lemma 3.1.1 holds obviously. 
Now we assume that |t| < r!/2. Let q = [op/“] and 


jp+(j—-1)q 
好 三 ys Xi, 
i=(j-1)(p+q)+1 
j(p+q) : 
717 = 5 Xi, 7 = 
i=jp+(j—1)q+1 


Recalling the definition of n, we can write 
rT r 
Sn = Et) my = Sn + Sn 
j=l j=l 


By the Minkowski inequality 
n2 21/2 41/2 3/2 
ES, <r ol/ <g op! < co3/ 
Hence 
|E exp(itS,/7) — Eexp(itS’ /7)| 
< |Eexp(itS"/r) —1| 
< PES /T? < t?03/?/(u?r) 
< t?02/(u"9). (3.1.10) 
Moreover, by Lemma 1.2.1, we have 
|E exp(itS),/r) — (E exp(itS,/7))"| 
< 4ra(a}/*) < 4al2(ol/4)， (3.1.11) 
We now estimate |E exp(itS,/r) — (1 — t?/(2r))|. By the Chebyshev in- 
equality we have 
p exp(itSp/T) dP| < g? < d/r. (3.1.12) 
|Sp|>gop 
By Taylor’s theorem 


| I, a exp(itSp/7) dP — (1 — #/(2r)) 


it 
< |P(|Sp| < gop) + = ae Sp dP 
PISIFp 
t? t? 
-5f s2aP — (1 - È )| 
2T [Sp|<gop 27 
it]? 


+ = | |Sp|° dP. 3.1.13 
7 |Sp|<gop : ( ) 
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Similarly to (3.1.12), 
Id — P(|Spl < gop)| < 97? < d/r. (3.1.14) 


Noting E'S, = 0, we obtain 


ee Pp aP| 7 a ae ba a 


< op/rg < opd? /(ru). (3.1.15) 


It is clear that 


t2 j £2 
一 一 ov” dP = 一 . 3.1.16 
272 (fom # 2r ( ) 


The cubic term in (3.1.13) is estimated as follows. 


sf JaPa 
9! ap<|Spl<gop 


< T° go3v" 
< apou/ (ra ) (3.1.17) 


and 


r’ J |Sp|? dP 
1/2 
|Sp|<g*/*op 


< Tg! opu? 
< opg"? / (ur?) 
< op/(rugl 人. (3.1.18) 


Hence substituting (3.1.14)-(3.1.18) into (3.1.13) we obtain by (3.1.12) 
|E exp(itSp/r) — (1 — t?/(2r))| < n/r, 


where 
n = 2d 十 |t|opd'/? /u + |t|?op/(ug*/*) + |tPosu/u. 


Note that |a" —b"| < rja—b| for |a| < 1, |b| < 1. We obtain for |t| < r1/? 
|E exp(itSn'/T) — (1 — t7/(2r))"| < n + 4a? (09/4) (3.1.19) 


by (3.1.11). Moreover 


1 
lexp(—#?/2) — (1- °/(2r))"| < gtr for |e] < r}, 
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since |e” — (1+ x)| < 2? for |z| < 4. Consequently, the lemma follows from 
(3.1.19), (3.1.10). 


Proof of Theorem 3.1.3. Necessity. If the distribution of 9 /on 
tends to (x), then for any a > 0 


|z| 


—zr?/2 d 
T~ £, 


liminf E|Sp|/on > | 


which implies (3.1.5). 
Sufficiency. Let p, = \/7/2E|S,|. If we can show that 


Sn/Pn S$ N(0,1) as n—> o, (3.1.20) 


then for any a > 0 


J N*dP = lim p3” J S2 dP 
IN|<a 3 ISnl/pn Sa 


< lim sup 0?/p2 <1 
多 一 OO 


by (3.1.5). Letting a 一 oo yields that o,/p, 一 1 as n — oo. Hence 
(3.1.20) implies S,,/o, 2 N(0,1). 

Now we are going to prove (3.1.20). At first, for each n € N we show 
that there is an infinite sequence Q C N and real numbers Tn, n € Q such 
that 

Sn/Ta  N(0,1) n> 00, n€Q. (3.1.21) 


For this purpose we prove that there exist a sequence {g(p), p > 1} and a 
monotone sequence {c(p), p > 1} with the following properties: 


g(p) 一 œ, c(p) 一 0 as p-—> oœ, (3.1.22) 
glp) < a log) A aa/ (3.1.23) 
2 -2 2 
v“ (p) := o. f SdP —0 asp 一 oo (3.1.24) 
P Ja(p)'/?<|Spl/epSa(p) ” 
and 
2g(p)7 1? V v? (p) < clp) < 1. (3.1.25) 
We first choose a sequence {z(p), p > 1} with 
Jim 2(p) = co， z(p) < co (oz *) A al/4. (3.1.26) 


Next, we choose a sequence {i(p), p > 1} such that 


i(p) 一 œ, 27?) log z(p) 一 oo asp 一 oo. (3.1.27) 
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Fix p € N. Since the intervals I;(p) := (z(p)? >, z(p)? °], 0 < i < i(p), 
are disjoint, there exists an integer k = k(p) with 0 < k < i(p) such that 

A S? dP < 1/i(p) (3.1.28) 

o < 1/i(p). d: 

P JiSpl/opEl(p) ” 

Let 
~k(p) 
g(p) = z(p)” ". (3.1.29) 


Then g(p) 一 œ as p 一 œ by (3.1.27). Because of (3.1.26)—(3.1.28), 
(3.1.23) and (3.1.24) are satisfied. Since 29g(p)-12 V v?(p) 一 0 as p 一 œ 
we can choose {c(p)} with c(p) | 0 and satisfying (3.1.25). 

With these choices of {g(p)} and {c(p)}, we define u(p), r(p) and n(p) 
by (3.1. 7), (3.1.8) and (3.1.9) respectively. Put Q = {n(p), p > 1} and 
define 72, n € Q by (3.1.9). Since 


一 上 一 工 一 二 
PBS f [Sol dP +0 f |Sp] dP 
? ?s/op<o(p) ” ?lsol/op>g(p) 


< op ul(p) + 9(p)*, (3.1.30) 
we have, by (3.1.5), for p large enough 


u(p)/op > 7/2, (3.1.31) 


where y = inf{E|S,|/op, p > 1} > 0. Lemma 3.1.1 now implies (3.1.21). 
Next we show that 


lim g Tn! Pn = 1, (3.1.32) 


n—-00,nE 
To see this we choose a sequence {b(m), m > 1} with 


lim 6(m) = oo, 


71 -一 OO 


im sup{|h(tm)/h(m) — 1|, 1 < t < b(m)} =0. (3.1.33) 


This is possible. Indeed, by the Karamata theorem (see Appendix Theorem 
A1) there exists an increasing sequence {mx, k > 2} such that 


1 
| sup h(tm)/h(m) — 1 <=, mmk. 
1<t<k k 


Then b(-) defined by b(m) = k for mp < m < nk+l has the desired 
properties. Of course, we can assume that {z(p), p > 1} is chosen so that 
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in addition to (3.1.26) we have z(p) < b(p)'/?/2. Then for all large p we 
have, by (3.1.9) and o? < p’, 


o(n(p)) _ rop + lop! TD)h(r(p)(p+ [op D) 
r(p)oz r(p)ph(p) 


-1/2y\ h(r(p)(p + [op’])) 
一 (1 十 O 1/2 gen NE ER A 一 工 +o 1 
a+ oga eet (1) 
by (3.1.33). Thus, by (3.1.9) and (3.1.30) we have for p large enough 


E(Sn(p)/Tn(p))” = oip / Tio) < 202/u(p)? < 8/7. (3.1.34) 
Hence {Sn/Tn, n € Q} is uniformly integrable and thus, by (3.1.21), 


lim  £|S,|/t = E|N| = V2/7. 
o ElSal/7a = EIN| = V2/ 


n—0o,NnE 


This proves (3.1.32). 
If Q =N, (3.1.21) and (3.1.32) imply 


Sn/Pn 4 N(0,1) asn 一 oo. (3.1.35) 


Consider the case of Q C N. Assume that {z(p), p > 1} constructed in 
the proof of (3.1.21) satisfies 


z(p) < min(a(o}/4)-¥8, ol/16, p1/4, p(p)*/8 /2) (3.1.36) 


and 

2(p) < z(4) < 2(p)*?, p < q < P’. (3.1.37) 
Such a sequence can be constructed as follows: First choose an increasing 
sequence y(p) satisfying (3.1.36). By induction on k define z(p) = y(pxr) A 
2(pe—1)?/? for p = pe = 2”, pe +1,- peyi — 1. Let {I(n),n € Q} 
and {j(n), n € Q} be two arbitrary sequences of real numbers tending to 
infinity and with I(n) < j(n), nE Q. 

Recalling condition (3.1.5) and noting E|Sn| < on, we have 


V2/7 < limsupon/pn < 1. (3.1.38) 
了 一 OO 


Moreover, we have shown that 9n/pn SN (0,1), n 一 co, n € Q. Conse- 
quently, we obtain, for any a > 0 


J N?dP = lim S? /p2 dP 
|N|<a neQ |Sn|/Pn <a 


< lim inf p7? J s2 dP, 
neQ ” JiSal/on <in) 


3.1 Necessary and sufficient conditions for the CLT 


which implies by letting a — oo 


1 < liminf 7? | S2dP 
neQ |Sn|/on<U(n) 


< limsup øz? / S2dP <1. 
nEQ [Sn /on <i(n) 


(3.1.38) and (3.1.39) imply 


lim oz? f s? dP = 0. 
neQ U(n)<|Sn|/on<j(n) 


We shall apply Lemma 3.1.1 again. To prepare for it we set 


I(n) =U(n(p)) = z(n(p)) ifn =n(p),p>1 


and 


j(n) = j(n(p)) = min(o (ar on b(n) /2/2) 
ifn = n(p), p> 1. 


For p large enough, we have by (3.1.22), (3.1.29) and (3.1.36) 
n(p) < 9?(p)c(p)(p + p™*) < 2°(p)p < p?p < p. 
By (3.1.36), (3.1.42) and (3.1.41) 


j(n) > z4(n) = É (n) > Un), n€ Q. 
Since, by (3.1.41) 


w*(n) := 07? SdP +0, nEQ, 


ETE 


we can choose a nonincreasing sequence {d(n), n € Q} such that 


lim d(n)=0 and d(n) > 2h(n) t Aw(n), n€ Q. 
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(3.1.39) 


(3.1.40) 


(3.1.41) 


(3.1.42) 


(3.1.43) 


(3.1.44) 


(3.1.45) 


(3.1.46) 


Let Q = {nx, k > 1} be arranged in increasing order and let J, be the 


interval 
Jk = [nkl (np )d(ng), nkj (np)d(ng)]. 
We show that there exists a kg such that 


Jk O Jk+1 É 0, k > ko. 


(3.1.47) 
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Obviously n(ng) = r(ng)(ng + [o(ng)/4]) € Q. As mk+l is the smallest 
member of Q bigger than ną we must have for large k 


Ng41 < n(n) < Nez? (np) <n? 


by (3.1.43). Hence, by (3.1.41) and (3.1.37), the left endpoint of J,41 does 
not exceed 


Megil”(Me+1)d(Me41) < nez’ (Ng) (ne+l) 
< ngz?(ng)z2(n2) < ngzs (ng) 


for large k. On the other hand, by (3.1.46) and (3.1.44), the right endpoint 
of J, is bigger than 


nej?(ng)d(ng) > ngj? (np) (ng) > npz(ng) 5? 


for large k. Since z(nk) 一 œo we obtain (3.1.47). Let m > min{l, 1 € Jro}. 
Then there is a k > ko such that m € Ją. Thus we have for some g € 
[i(nx), j(nk)| and some |0| < 2 


m = g’d(ng)ng = [gd(ng)](ng + [o'/4(ng)]) + Ong 
=: Mpk + Ong. (3.1.48) 


Now by (3.1.8), My is of the form (3.1.9) and hence we can apply Lemma 
3.1.1. Put p = ng and d = d(ng). By (3.1.31), u(ng)/o(ne) > 4y > 0. 


Now g > I(nz) 一 œ and a(o'/4(ng)) 一 0. Finally, by (3.1.45) and noting 
l(ng) < g < j(nx), we have 


v? (ng) := co | S2 dP < w (ng) 一 0. 
gl/2<|Sn |/o(nk)<yg 


Hence, by Lemma 3.1.1, 
Sm, /T(My) Ż N(0,1). (3.1.49) 
Since |6| < 2 we have by (3.1.33) for large k 


2 
Bs, [Olmah(|0ln) 
o? (nk) = ngh(ng) 


<4. 


Consequently 
E(Sm — Sm)” = E Son, < 40° (nk). (3.1.50) 
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Denoting r*(nx) = [g7d(n,)| we obtain by (3.1.33) for large k 
o7(Mk) rng)neh(r (ne) (ne + [oe (ns)])) 
r*(ng)a? (ng) 一 r* (ng) ngh(ng) 


since r* (ng) < g*d(ng) < j’ (np)d(nk) < b(ng)/2 by (3.1.41 ). Hence, from 
(3.1.50) and as r*(nz) — 00, we have 


1 
Re 
=2 


E(Sm — Sm, ) /o° (M) 一 0 as k > 00. (3.1.51) 
In the same way as (3.1.34) one can prove 
ao? (Mp) /T?(Mp) < 8/72. (3.1.52) 


Put 
Tm = T(M;), ifm and M; are as in (3.1.47). 


Then by (3.1.49), (3.1.51) and (3.1.52) 
Sm/Tm > N(0,1) as m —> o. (3.1.53) 


The sequence {Sm/Tm, m > 1} is uniformly integerable in view of (3.1.51) 
and (3.1.52). We obtain (3.1.35) from (3.1.53) and (3.1.32). 

With the help of it and similarly to (3.1.39) we have on/pn 一 1 as 
n — oo. This completes the proof of Theorem 3.1.3. 


3.2 Sufficient conditions for the CLT and WIP 


In the last section, we give some necessary and sufficient conditions 
for the CLT. But it is not easy to verify them. In this section, we shall 
give some sufficient conditions for the CLT and weak invariance principle 
(WIP). Rosenblatt (1956) first gave sufficient conditions for the CLT. After 
that many authors (e.g. Ibragimov 1962) have discussed this subject and 
have obtained some further results. One of the best is due to Herrndorf 
(1984, 1985). The following theorem is attributed to Gordin (1969) and 
has been restated and proved by Hall and Heyde (1980) (Corollary 5.3(ii)) 
via approximating S, by a naturally related martingale with stationary 
ergodic differences. Its proof will not been presented here. 


Theorem 3.2.1. Suppose that EX, = 0, E|X,|?+® < oo for some 
6 > 0 and 


a(m)5/2+6) < oo. (3.2.1) 


[ie 


1 


n 
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Then a 
o? := EX? +29 EX\X; < oo (3.2.2) 
j=2 
and, if o £ 0, 
Sn/ovn & N(0,1). (3.2.3) 


Remark 3.2.1. For the case of bounded variables, i.e. 6 = 00, con- 
dition (3.2.1) is reduced to 


> a(n) < oo. (3.2.4) 
n=1 


Remark 3.2.2. Davydov (1973) gave two examples which pointed 
out that the rate of a(n) in Theorem 3.2.1 could not be improved in certain 
senses. 


Example 3.2.1. For any 6 > 0 and e > 0, there is a strictly station- 
ary countable-state Markov chain {X,,, n > 1} with EX, = 0, E|X,|?+° < 
oo such that 

(i) a(n) = o(n—@-9)042/9)) as n 一 oo， 

(ii) VarS, xn?) for some 1<d< 2, 

(iii) Sn is attracted to a symmetric stable law with exponent a, 1 < 
a< 2. 


Example 3.2.2. For any e > 0 there exists a strictly stationary 
countable-state Markov chain {X,, n > 1} with EX1 = 0, |Xi| < co as. 
for some co < co such that a(n) = o(n~“-®)) as n — oo and properties 
(ii) and (iii) in Example 3.2.1 hold. 

We now investigate the weak invariance principles. Define random 
elements on D[0, 1] as follows: 


W,, (€) = Sint] /on, 0<t<1. 


Convergence theory of probability measures tells us that the key to 
the proof for weak invariance principle lies in verification of tightness. One 
of the following conditions is sufficient for tightness (cf. Billingsley 1968, 
Section 16). 

(1) For any e > 0, 7 > 0, there exist a 6, 0 < 6 < 1, and an integer no 
such that, forO<t<1 


1 
=P{ sup |W,,(s) — W,(t)| > e} <n, n>no. (3.2.5) 
6 t<s<t+6 


la ~ b means lima/b = 1. 
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(2) For any e > 0, there exists a 入 > 1 and an integer no such that 


, 2 
P{ max |i > don} <e/r*, n>no. (3.2.6) 


Davydov (1968) first generalized the CLT to the invariance principle for 
bounded variables, but condition (3.2.4) was strengthened as °°, a!/2(n) 
< oo. Oodaira and Yoshihara (1972) sharpened his result and obtained the 
invariance principle under the conditions for the CLT basically. 


Theorem 3.2.2. Suppose that EX, = 0, |X1| < co < oo. If (3.2.4) is 
satisfied and a(n) < c/nlogn. Then, if o > 0, 


WwW, => W, 


i.e. Wn weakly converges to a Wiener process W with on = av/n. 


Proof. By Remark 3.2.1, it follows that W, (t) converges to W(t) in 
distribution for any t, 0 < t < 1. By the Cramer-Wold method, it is easy 
to see that for any given 0 < tı < t2 < -++ < tk <1, (Wn(t1), +°, Wn(tk)) 
converges to (W(t,),---,W(t,)) in distribution. 


We now show the tightness of {W,,}. It is enough by (3.2.6) to prove 
that 


P{ max |S;| > 3rovn} <e/N, n> no. (3.2.7) 


Put p = |vn/(logn)?/8], k = [n/p]. We have 
P{|Xi| +--+ |X2p| > Movn} = 0 (3.2.8) 


for large n by boundedness of {X,,}. Moreover, using Lemma 1.2.1 and con- 
dition (3.2.4) we have uniform integrability of {S2/n, n > 1}. Therefore, 
for any € > 0, there exists a \ > 1 such that for each 2 > 1 


P{|Si| > MoVi} < e/3X2. (3.2.9) 
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Put Ej = {maxi<icj |S;| < 3A0/n < |S}. We have 
Pf max |S;| > 3Aoyn} 
< P{|Sp| > Ao vn} + P(U {Es NS — Sil > 2Aovn)}) 
j=l 
< P{|Sn| > Aon} 


k-2 p 
+5 P(U { Eins NSh — Sip+;l > 2dovn)}) 


i=0 j=l 
+ E Pf{ls» -5S;l>2M0va) 
j=(k—1)p+1 


k—2 p 
+ D P(U {Bits MS — Serap| > xcv 同 月 


i=0 j=l 


p 
53 YP {S429 — Sip+j| 2 ova} 
j=l 


n 


+ 5 P(X +--+ + [Xn] > 2roVn} 
j=(k—-1)p+1 


< P{|Sn] > Aon} 


+5 PE (LU Binss) (ISa — sor 2 ove} 


i=0 j=l 
+ 2nP{|Xy| +--+ + |Xop| > AoVn} 
me hee eee ce (3.2.10) 


By (3.2.8), Iz = 0. (3.2.9) implies that I; < ¢/3)*. Since Uf_ Pip+; € 
FS*YP, (Sn — SGrap| > ATVI) € FR 9) ,445 we obtain 


k—2 p 
h < Y P{U Eipri }P{lSn — Sr2)p| > AoW} + kalp) 


i=0 j=1 


< e/3X2 + ka(p) 


by (3.2.9) again. From a(n) < c/nlogn, it follows that 


A EE E, as n 一 oo. 
n(log n)~3/4 log(n!/2(log n)~3/8) 
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Inserting these estimations into (3.2.10) yields (3.2.7). The proof of The- 
orem 3.2.2 is completed. 

Some authors have discussed and extended this theorem. The gen- 
eral result was given by Herrndorf (1985). He removed the assumption of 
stationarity and made the moment condition more flexible. Denote 


G = {g(x) : [0, 00) — [0, 00), g(x) is convex;g(0) = 0, 


g(z)/z2is non-decreasing, lim gtzj/z2 = oo}. 


For every g € G we define the inverse inv g : (0, oo) 一 (0, co) by glinv g(z)) 
= x and fg: [0, co) 一 [0, oo) by f,(0) = 0 and 


f(z) = (inv g(1/x))*x for z > 0. 


Theorem 3.2.3. Let {Xn,n > 1} be an a-mizing sequence with EX, 
= 0, EX? < œ for alln > 1 and 


ES?/n— 0? asm 一 oo (3.2.11) 


for some o > 0. If there exists ag € G such that 
sup Eg(|Xn|) < 0, > fg(a(n)) < œ, (3.2.12) 
n>1 


then W,, => W. 
The proof of Theorem 3.2.3 needs the following lemmas. 
Lemma 3.2.1. Let &1,---,&, be random variables. Put 
a= ax sup{|P(AB) — P(A)P(B)|: A € o(&1,---5&), 
Be olEk+1s n Kents 


Then for any e > 0, 


P( wax [So > 2e} 


P{| j= 全 | > ef} + no 


一 一 一 3.2.13 
~ mini<e<n—1 P{| joes Sl < E} 
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Proof. Put 


= {lé > 2e}, 
k 
Åk = [E äl > 2e, 
j=l 


B, = {| 5 gj] <e}, 1<k<n, E E 


j=k+1 j=1 


|< 26,1 <1<k-1}, 1<k<n. 
=1 


It is easy to see that UZ_, A,B, C C and 
|P(Ag Be) — P(Ag)P(Br)| < a. 


Hence 


之 > 一 Le 
P(C) 2 Ak Bp) min, P(B) Plas) na. (3.2.14) 


Note that n 
P{ max a > 2e} = L PAW) 


Combining it with (3.2.14) yields (3.2.13). 


Lemma 3.2.2. Let {Xn, n > 1} be as in Theorem 3.2.8, and satisfy 


sup E(Smin — Sm)? /n < co. (3.2.15) 
n>1,m>0 


Assume that there exist positive integers p = p(n), q = q(n) such that as 
n 一 oo 
p = o(n), q = o(p), np la(g) = o(1), (3.2.16) 
n`! 5 IEXiX;| — 0, (3.2.17) 
1<i,j<n, |i—j|>4q 


p! max E{(Sm4p—Sm)?1(|Sm+p—Sm| > en 一 0 foranye>0. 


0<m<n-—p 
(3.2.18) 
Then the CLT holds. 
If, moreover, for any €e > 0 
w=] = 
np oma P{ max, |Sm4r m| > evn} 一 (3.2.19) 


then W, => W with on = oyn. 
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Proof. Denote k = [n/(p + q)]. k — œ as n > œ by (3.2.16). Put 


j(p+q)+pP 
Ce ye ae 
i=j(p+q)+1 
(j+1)(p+q) 
m= > X, O<j<k-1, 


i=j(p+q)+pt1 


Nk = 5 Xi, 
i=k(p+q)+1 


k-1 k 
=> & n=) 
j=0 j=0 


In order to prove the CLT, it suffices to show that as n 一 oo 
(a) ES"? /n 一 0, 
(b) Vo<icj<p—1 |Eéiéj;|/n 一 9, 
(c) |E exp(it5” 一 I E exp(ité;) 一 0 uniformly in t € (一 oo，co)， 
(d) Efo E(GFI(E;| > eon?/?))/n 一 0for any e > 0. 
From Lemma 1.2.3 and (3.2.15) we have 


Es? < > Fr} 4230 5 |EXiX)| 


?一 1 PRE 


< e(kq + p + q) + 20n 3 fala (Asup IX; le 
i=p+1 


Now (a) follows from (3.2.12) and (3.2.16). By the same way, we obtain 
(b). As to (c), we have by Lemma 1.2.1 and (3.2.16) 


k-1 
|E exp(itS;,) 一 Il E exp(ité;)| < 16ka(q) 一 0 asn— oo. 
j=0 


Finally, (d) follows from (3.2.18) immediately. Thus the CLT holds true 


for {Xn}. 
Let 0 < tı <- < tk < 1 be given. We wish to show 


(Walta), Waltk)) > (W (t1), W(tk)) as noo (3.2.20) 


in distribution. From (3.2.11) and the CLT, W, (t) converges to W(t) 
in distribution for any t, 0 < t < 1. Therefore {Wn (t1), © +, Wn(tk)} is 
tight by Prohorov’s classical characterization of tightness. Let Q be the 
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limit distribution of some subsequence of {W,,(t1),---,Wn(tx)}, and mi 
the mapping that carries the point z = (z1,---,2,%) of RF to the point zt 
of R. According to the CLT, the marginal distribution Qr; 1 are normal 
with variance ti. Take rn, = q/n, then rn 一 0 and a,(q) — 0, where 
an(q) = sup{|P(AB) — P(A)P(B)| : 
A€o(Xi,1<i<m), 
Béo(Xi, m+q<i<cn,1<m<n- gq}. 


Using (3.2.15) one obtains E(W,,(t; + rn) — Wn(ti))? 一 0 as n — œ. 


Hence Q(7t,, Tts 一 Tt Nt — Mt) is the limit distribution of some 
subsequence of (W,,(t1), Wn(t2) — Wn (ti +rn), +, W (tk) —Wrlte-1+1n))- 
Now an([nrn] — 1) 一 0 implies that Ti, Mts 一 Tt Tt — Ttip] are 


independent under Q. Therefore Q is the distribution of (W (t1), ---, W (tx)). 
This argument proves (3.2.20). 

Finally, we have to prove the tightness of the sequence {W,, }. It suffices 
to show a version of (3.2.5), i.e., for any € > 0, ņ > 0 there exist a ô, 0 < 
6 < 1, and an integer no such that 


[1/6] 
S= S , n>n. (3.2.21 
A nacre tet ay or Sees! > Saun a ERA 
Let k € {0,---,[1/6]} be fixed, m = m(n) = [([n(k + 1)6] — [nk6])/(p + )], 
[nk6]+j(p+4)+P [nk5]+(j+1)(p+q) 
G= 2 Xam= > X j=0,1, m- 1, 
i=[nk6]+5(ptq)+1 i=[nk6]+5(p+q)+p+1 


Then we have 


< (m +1) max |Sj4,— S| > eoVn/3} 


max P { 
0<l<n—(p+q) 1<r<pt+q 


+ P{ max [Ee] > cova} 


0<r<m-1 
r 
a M 
=: h + h + Íz. (3.2.22) 
From (3.2.19), it follows that as n 一 oo 


I < cnp™! P Sr — S 3 ; 
re “seen eee) Le tr = Sl > eoVi/3} > 0 
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By Lemma 1.2.3, (3.2.15) and (3.2.12), we obtain 


Jc. PE 1} (Em) He? 
< 》 Er/(o'n)+2 Y X IEXX|/(o2n) 


0<j<m-1 1<i<nitp<j<n 


< emq/(o?n) + 2007 2 X` fala (9)) sup |X; |2 一 0. 
j>P 


Similarly 


Jeo A E(D) Me 
TE R BX Ion 


0<j<m-1 1<i<nitg<i<n 


< emp/(o?n) +2007? Y f(a(j)) sup [GI 
了 >9 jan 


Using the definition of m and (3.2.12), we obtain that the last expression 
converges to co~*6 as n — oo. Choose 6o(e) > 0 such that 


(18/e)?2co -260(e) < A 


From now on we shall assume 6 < bo(e). By the Chebyshev inequality we 
have 


min PU ENR ; 


O0<r<m-—2 


for large n. Now we apply Lemma 3.2.1 and obtain 
m-1 
h < 2P{| > | > eoyn/6} + 2man(q + 1). 
j=0 


(3.2.16) implies ma,(q +1) — 0 as n — oo. Since 
m-l 2 
E( nj) /(o?n) > 0, 


j=0 


m—1 


2 
E(Sine+1)6} — Sinks] ~ > < (€ 十 mi)) /(o?n) 一 0 asn 一 œ, 
J= 
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we obtain 


noo 0<r<m— 


lim sup P{ max ly > eoVn/3} 
j=0 


< Smeup P{|Since-+1)9} = Sinks} > eoVn/7}. 


Applying the Chebyshev inequality and Lamma 3.2.1 again yields 


limsup P{ max Soni] > covaya} 
j=0 


nNn—o0 0<r<m-1 


m—1 
< 2 lim sup P{| > n| > eoVn/6} +2limsupman(p+1)=0. 


Summing up these results for k = 0,- - -, [1/6], we obtain 
[1/6] 
ety 2 PE ae ea T= Sinks i cavn} 
[1/5] 
< 2》， lim sup P{|Stace+1)8} = Sinks} > eoVn/7} 
k=0 


1 
< 2(5 +1)P{IN(0,6)| > s/7 一 0 as5 一 0. 
Thus Lemma 3.2.2 is proved. 


Proof of Theorem 3.2.3. 

Assume that some g € G satisfies condition (3.2.12). Then K := 
supn>i ||Xnllg < cv. 

We note that the conditions (3.2.18) and (3.2.19) of Lemma 3.2.2 are 
both implied by 


m+p o , mtp 
pt yemax E(( 0 KI E Xi >evn)) +0, 
Pee i=m+1 i=m+1 
as n 一 œ. (3.2.23) 


From the monotonicity of g(x)/x?, the convexity of g and Eg(|X|/||X||,) < 
1 if 0 < ||X||g < œ, we have 


m+p 2 , mP 
Oe > Valve) 
< Eg( S |X:|/Kp)e’n/glevn/Kp) 


i=m+1 
< e°n/glevn/Kp). 
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Thus (3.2.23) is implied by 
p 'n/g(eVn/Kp) 一 0 as7 一 oo. (3.2.24) 


From Lemma 1.2.3 we have for m >0,n >1 
E(Sm4n — Sm)? < nsup EX? + 2nK? 》 f,(a(k)). 
>1 k=1 


Since supj>1 EX? < oo, we obtain (3.2.15). The proof of Theorem 3.2.3 
will be completed by constructing sequences p(n), g(n) such that (3.2.16), 
(3.2.17) and (3.2.24) are fulfilled. Since k 一 f,(a(k)) is non-increasing, 
the assumption $` g; fg(a(k)) < co implies f,(a(k))k — 0 as 大 一 ov. 
Therefore we can choose a : [0, 00) 一 [0, oo) continuous and strictly 
decreasing such that 


f,(a(z))t +0 asz — oo, (3.2.25) 


a(x) > a(k) for all integers k > z. (3.2.26) 


Since x 一 Zinvg(1/a(z)) homeomorphically maps (0, 00) on (0, co)，we 
can define z(n) € (0, oo) by 


a(n) inv g(1/a(x(n))) = mL 


Then x(n) 一 oo as n — oo. (3.2.25) implies that there exists an L = 
L(n) > n~*/4 with L(n) > 0 as n 一 oo such that 


L(n)~? up une g(1/a(t)))*a(t)t +0 asn— oo. (3.2.27) 


Define y = y(n) € (0, 00) by 
y(n) invg(1/a(y(n))) = L(n)n'/?. 
Clearly y(n) > a(n) and y(n) = o(n'/2). Put q(n) = min{j, j > y(n)} and 
choose a sequence p(n) such that as n 一 oo 
p(n)/y(n) + 00, p(n)/n 0, Ln)p(n)/yn) +0. (3.2.28) 


Now p = p(n) = o(n), q = q(n) = o(p) hold true. Since g(n) — oo, (3.2.17) 
can be obtained from the assumption of the theorem by an application of 
Lemma 1.2.3. Using (3.2.26), the definition of y(n) and (3.2.27) we obtain 


ng ‘a(q) < ny~*a(q) < ny™taly) 


= L? (inv g(1/a(y)))’a(y)y — 0 asn— oo, (3.2.29) 


1 1 
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which and q = o(p) imply np~'a(q) = o(1). For all large n we have p > y 
and ye/KpL > 1 by (3.2.28). For such n we obtain by the convexity of g 
and the definition of y(n) : 


pin/gleVn/Kp) < y"\npLK/(eyg(LVn/y)) 
= y'na(y)pLK/(ey). 


This expression tends to 0 by (3.2.28) and (3.2.29). Hence (3.2.24) holds. 
The proof of Theorem 3.2.3 is completed. 
The following corollaries are immediate. Let g(x) = z2+6 for some 
6 > 0 in Theorem 3.2.3. 
Corollary 3.2.1. Let {Xn, n> 1} be an a-mizing sequence with 


BX =; 


co 
sup E|X,,|°*° < co, > a(n)s/(216) < oo forsome ô> 0. 
n 


n=1 


Suppose that condition (3.2.11) is satisfied. Then 


W, => W. 


Corollary 3.2.2. Let {X,,n > 1} be an a-mizing sequence with EXn 
=0. If 


sup EX?|log |Xn||* < co, > llog a(n)|~* < oo (3.2.30) 
4 n=1 


for some a > 0, particularly 
sup EX? log |Xp||* < œ, a(n) = O(b-") (3.2.31) 
for some a > 1 and b> 1, then 
W, => W. 


Herrndorf (1985) has given two examples, which show that a > 1 
cannot be replaced by a = 1 in (3.2.31). The constructions of the examples 
are omitted here. 
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Remark 3.2.3. Doukhan, Massart and Rio (1994) discussed the 
functional CLT for a-mixing sequence, via the a-mixing function a(t) and 
the tail distribution function of |X |, they gave another sufficient condition 
as follows: 

Let {Xn, n > 1} bea strictly stationary a-mixing sequence of centered 
random variables satisfying 


if inva(u)[invG(u)]?du < co (3.2.32) 


where G(u) = P(|X,| > u). Then the series o? = 0°, Cov(X1, Xn) is 
absolutely convergent, and 


Zn/o => W, 


where Z,,(t) = Z gei Xk. 
Particularly, if |Xi| < c < œœ, condition (3.2.32) is equivalent to (3.2.4). 
So, in this case, Theorem 3.2.2 is recovered. 


3.3 The CLT and WIP when the variance is infinite 


The CLT for a mixing sequence with possibly infinite variance was first 
discussed by Lin (1981, 1982). He proved the following theorem under the 
conditions comparable with that in the case of independent sums. Assume 
also that {Xn, n > 1} is a strictly stationary a-mixing sequence. 


Theorem 3.3.1. Suppose that EX, = 0 and the following conditions 
are satisfied: 
(i) There exist two sequences of positive integers p = p(n) and q = q(n) 
satisfying 
p=0o0(n), q= o(p), ka(q) 一 0 asn 一 oo， (3.3.1) 


where k = k(n) = [n/(p + q)]. 
(ii) There exists a sequence of constants {Cn} with Cn 1 co and 


1 
k dP =o(-), (3.3.2) 
|X1|>Ch P 


ckj (k i X?dP) = o(<), (3.3.3) 
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Six, |<Cx, |Xil<Cr X1 Xi dP 
Jixil<o. Xi dP 
uniformly in i. Then, {Xn} obeys the CLT. 
If moreover there exists a constant a > 0 such that p < k* and 


jim, k*+4a(q) = 0, (3.3.5) 


= o(=) as n 一 oo (3.3.4) 


then there are constants Bn > 0 such that {W,,(t) = Sint} /Bn,0<t< 
1}n>1 weakly converges to W. 

Proof. Define £;, 7 = 0,1 天 一 1 and n;,7 = 0,1,---,k as in 
Lemma 3.2.2. From (3.3.2) and (3.3.3) we obtain 


c? f aP / f X2 dP = o(p °). (3.3.6) 
[Xi1|>Ck |Xi|l<Cx 
Hence 
os/  gap- f 62 dP 
léo] <pCk a1 (XG |<Ce) 
2 f €? dP 
(l£o]<pPCk JM(UF_ (|X5|2Ce)) 
< pce f dP = o(p | x? dP), 
|X1|>Ck | Xil<Cx 
1.e.， 
2 P 2 
¿2 dP = XP 42 X;X;) dP 
(ioe j NF- (|X5|<Ck) È j oe, i 
+ o(p f X? aP). (3.3.7) 
[Xi|<Cxk 


Furthermore, from (3.3.6) again 


o< xap- | X2 dP 
|X31<Ce Ne_1(|Xi|<C%) 


2 
j 


(1X5 1< Cx )NU; ¢icp(|Xi|2Cr) 


< pC? i dP = o(p f x? aP), 
|xXail>Cx |X1|<Ch 


Therefore 


- l Xx? dP 
NP_ (IXi|<Cx) 


=p f X? dP + of f X? dP). (3.3.8) 
|X1|<Ck [Xi|<Cx 
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Similarly 


f X;X; dP 
NM?_1 (|X;l<Cx) 


z XiXjdP + o(p f x?dP). 
|Xi|<Cp, |Xj|<Ck |X1|<C, 
Using condition (3.3.4), we obtain 
f X:X; dP = o(p f X?dP). (3.3.9) 
1<iZj<p j= (IXs1<Ce) |X1|<Cx 
Now (3.3.7), (3.3.8) and (3.3.9) imply 
f 62 dP = (1 + o(1))p f X? dP. (3.3.10) 
|6ol|<pCx |X1|<C 
Moreover, 
f dP < f dP <p f dP. (3.3.11) 
ltol>pCx UP (|X;|>Cx) |Xi|>Ch 
Then using conditions (3.3.3) and (3.3.2) we obtain 
k / 2 
全 £? dP — œ, (3.3.12) 
(PCr)? Jiéol<pcr 
k f dP > 0. (3.3.13) 
I€o|>pCx 


According to (3.3.10), Jle j<pC, ¿dP 一 oo as n — oo. Imitating the proof 
of Theorem 35.1 in Gnedenko and Kolmogorov (1954), we have 


2 
ees: 2 2 A et 6 4 


i.e., (3.3.12) is equivalent to 


k 
(pC)? {fo ese, fo dP — = So ap) } 一 oo. (3.3.14) 


Let é., j = 0,1,---,k —1, be independent random variables with 
the same distribution as éo. By checking the proof of Theorem 26.4 in 
Gnedenko and Kolmogorov (1954), under conditions (3.3.13) and (3.3.14), 


there exists a sequence of positive constants BY ) such that 


k-1 
1 / 
7O > ĉj EA N(0, 1) asn 一 oo. (3.3.15) 
k j=0 
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In fact, we can take 


TT 
Be + |éol<pC%x e = ( l€0|<pC;. ŝo dP) | 


=] 1))k 2 dP 
CHADE f a 
=(1 + o(1))kp f X? dP (3.3.16) 
[Xi1|<Cxk 


by (3.3.10). Using Lemma 1.2.1 and (3.3.1) we have 
k-1 k-1 
|E exp(it 5 &/BP) — [[ Bexp(ite’; /B{P)| < 4ka(q) > 0. (3.3.17) 
j=0 j=1 


Combining it with (3.3.15) yields 


k-1 
1 
Sey 5 Ej 4 N(0, 1) asn 一 oœ. (3.3.18) 
Repeat the above discussion for nj, 7 = 0,1,- -+k — 1. Then there exists a 
B® > 0 such that 
1 
BO 2 5 Nj E N(0, 1) asn > œ. (3.3.19) 


Similarly to (3.3.16), BO’ = = (1 + o(1))kq fixie X?dP. Therefore 


(B /BO) = (1+ 0(1))q/p = o(1). (3.3.20) 
Thus 
1 k-1 
Bw 2 2 n 20 asn— oo. (3.3.21) 


Moreover, noting n — k(p +q) < p +q and using (3.3.16) and (3.3.3) we 
have for any e€ > 0 


P{|ne/BY”| > €} < (p + ag) E|X1|/eBY” 
1/2 
< 2pBX /s(tp | n X? dP) 和- 6(1/Cy) > 0. (3.3.22) 
1 k 
Let B, = B®). Then (3.3.18), (3.3.21) and (3.3.22) imply 


Sn/Bn £ N(0,1) asn 一 co. 
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Now we turn to the weak invariance principle. Put ka = [k?+?]. For 
any positive integer N there exists an n such that kalp +q) < N < (ka + 
1)(p + q). Define €; and n; as above, however their indices are extended 
to j = 0,1,- ++, ka — 1. Recalling the proof of (3.3.18), under the condition 


kaa(q) — 0, there are constants Bl? >0(m=k, k+1,---,ka) such that 


1 m— 
Bw Se asn 一 co， (3.3.23) 
Br j=0 


where BP) are the normed constants related to the independent random 
variables with the same distribution as & (for fixed p ). If we denote the 
sequence of constants corresponding to {€;, 7 = 0,1,---,m} in Theorem 
26.4 of Gnedenko and Kolmogorov (1954) by {Cm}, then, similarly to 
(3.3.16), 


B®” = (1+40(1))mp I oe X24dP. (3.3.24) 
1 m 


And similarly to (3.3.19), 


BY" Y nj SN(0,1) asn > o. (3.3.25) 
j=0 


Define By = Be, put 


[(ka —1)t] [(ka—1)t] 


SIing= X &+ X mtns 
j=0 j=0 


where nwt = Xko—d+D (p++1 + "+ Xini, with the number of terms 
[Nt] — ([(ka —1)t]+1)(p+q) < (ka +1)(p+4)t— (ka —1)(p+q)t < 2(p+q). 


Define 
2 eae [(ka—1)t] 


Wy (t) > ĉj, Ww =By | 2 nj + nne): 
= 


Recalling (3.3.17), we know that the normed sums of £;(n;) and the normed 
sums of €;'(n;’), where €;’,j = 1,---,ka—1,(n;’,9 = 1,--+, ka—1) are inde- 
pendent, with the common normed constants, have the same convergence. 

Hence by Theorem 26.2 in Gnedenko and Kolmogorov (1954), (3.3.23) 
implies that for any e > 0,0 <#t< 1, 


[mt] | dF) (x) — 0, 
|z|>e 
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malfe- 


|z|<s sdF®(2)) } h 


where Fi? (x) is the distribution of é0/ B®) ie. 


[mt] dF®)(Vty) — 0, 
lyl2e/vt wy) 


[mt] a y? dE (Viy) — (ae var (VD) } > 1 
Then by the same theorem cited just now we obtain 
Wi (t) S W(t). (3.3.26) 
Similarly, we can also show 
Wi (t) — Wh(s) $ W(t)-W(s) for0<s<t<1. (3.3.27) 
An analogue of (3.3.25) for {n;} is 
[(ka—1)t] 


1 d 
Bka j=0 
With the help of the rusult similar to (3.3.20), (3.3.27) implies 


[(ka—1)t] 


1 
nj 一 0 


By 


j=0 
uniformly in t. Imitating (3.3.22) we also have 
P 
nNt/BN 一 0 
uniformly in t. Consequently 
w" Zo 
Thus we investigate Wy, instead of Wy. 
At first we consider convergence of finit-dimensional distributions of 


Wy. The convergence of one-dimensional distribution has been given by 
(3.3.26). For the two-dimensional case we need to prove 


(Wh (s), Wy(t) — Wh(s)) 5 (W(s), W(t) -W(s)), 0<s<t<1, 
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in other words, to show that for any Borel sets A; and Ag 


P{Wy(s) € Ai, Wy(t) — Wy(s) € A2} 
— P{W(s) € Ai}P{W(t) —W(s) € A2}. (3.3.29) 


According to the a-mixing property, we have 
|P{W (s) € Ar, Wi (t) — Wh(s) € 42} 
— P{Wy(s) € Ar} P{Wy(t) — Wh(s) € A2}| 
< a(q). 


Combining it with (3.3.26) and (3.3.27) yields (3.3.32). Three or more 
dimension case can be treated in the same way, and hence the finite- 
dimensional distributions converge properly. 

Finally, we prove tightness of Wy. By (3.2.5), it suffices to show that 
for any £, 7 > O there exist a 6, 0 < 6 < 1 and an integer no such that for 
O<t<l 


P{ sup |Wy(s) — Wy(t)| > e}< ôn, n> no. 
t<s<t+6 


Equivalently, 


P{ max ， 2 | > eBy} <N, n> no. (3.3.30) 


By the CLT, we have 


[2ka6] 


P{| > 
= P{IW(1)| > «/(2v26)} < VI5EIW(WF < 2 


> eBn/2} 一 P{|W(26)| > e/2} 


provided that 6 is small enough. Hence, there exists an no such that 


[2ka6] 


PID & 


Therefore, if we prove that for large N and every j, 0 < j < 2k,6 — 1, 


pf 


> eBn/2} < Ê —, nno. 


< eBn/2} > > (3.3.31) 
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it follows from Lemma 2.2.1 that we have 


j 
2 
i=0 


Now it remains to show (3.3.31). First we consider the case of j < k. 
Using (3.3.24) and noting p < k*, we have 


J 
Pils 
1/2 


< 3kpE|X| /e(kap te oe x? dP) 一 0. 
1 ka 


> eBn/2} < 6n. 


[2kað] 
Pi gaiz Bw} P(X & 


> eBy /2} < 2jpE|X4|/eBy 


Assume k < j < 2kaô. Recall (3.3.23). By Theorem I1, we can write 
2 . . 
Be = jh(?) (7). 
With the help of the property of a slowly varying function, 


Bo” iAP) (7) 
li dt sey INNS 96. 
a = linea greg) § 


Therefore, there exists an nı such that B2,/ Be )? > 1/36 for n > nı. Let 
6 be small enough so that 


P{|W(1)| > e/2V36} < 1/4. 


Then 


> BW), /2V35) 


J 


> eBn/2} < P(E e 
i=0 


一 P{|W(1)| > ¢/2V36} < 1/4, 


P(S 


which implies (3.3.31). The proof of Theorem 3.3.1 is completed. 


Chapter 4 Weak Convergence for 


p-mixing Sequences 


Ibragimov (1975) first showed that the CLT and the WIP hold true un- 
der some conditions for a strictly stationary p-mixing sequence of random 
variables, i.e., 


Theorem 4.0.1. Let {Xn,n > 1} be a strictly stationary p-mixing 
sequence of random variables with EX, = 0, EX? < œ and 

(i) o% = ES? 一 œ, 

i) EL 02") < oo 
Then the distridution of Sn/on converges to (x). 


Theorem 4.0.2. Let {X,,n > 1} be a strictly stationary p-mizing 


sequence of random variables with EX, = 0, 
E|X,|?*° <œ for some 6>0 
and condition (i) is satisfied. Then with Wn(t) = Siny/on, OX t <1, 
W, => W. 


Peligrad (1982) gave a functional form under 2-th moment condition, 
however, the mixing rate is more restrictive, namely 和 p!/ 2(2”) < oo. 
Peligrad (1986) suggested five open problems, one of which is to prove the 
weak invariance principle under the same sufficient conditions for the CLT. 
Shao (1988b) gave a positive answer, which will be introduced in Section 
4.1. 

When the moments of order s > 2 is finite, Bradley (1984) raised the 
problem of finding the slowest permissible p-mixing rates to assure the 
CLT under more flexible moment assumptions. Suppose that {X,,n > 1} 
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is a Strictly stationary p-mixing sequence of random variables with EX1 = 
0,02 = ES? 一 œ and EX?g(X1) < œ, where g : [0, 00) 一 [0, co) satisfies: 


both g(x) and x°/g(x) are non-decreasing functions for some 6 > 0. 


Bradley asked whether the CLT holds true when 


[logn] 


exp(d X- p(2')) = O(g(n™?)) 


t=1 


for any d > 0. Peligrad (1987) proved a more meticulous result. 


Theorem 4.0.3. Let {Xn,n > 1} and g(x) be as above. If 


[logn] 


exp((2 十 E”) 5 p(2')) = O(9(n'/?)) 
i=1 


for some o < e* <1, then Sn/on — N(0,1) in distribution as n 一 oo. 

Peligrad (1987) conjectured that W,, => W under the same conditions 
as in Theorem 4.0.3. Shao (1989b) gave a positive answer, which will be 
discussed in Section 4.2. In Shao (1989a), he gave a more general result 
for the non-stationary sequence, which will be discussed in Section 4.3. 
Some invariance principles for stationary p-mixing sequences with infinite 
variance will also be introduced in Section 4.4. 

In the study of invariance principles for dependent random variables, 
the following basic result due to Billingsley (1968) is used frequently. Let 


B = o{(-~w,2),-0o < x < co} 


be the Borel o-field of R. 


Theorem 4.0.4. Let {W,,n > 1} be a sequence of random elements 
in D[0,1] satisfying the following conditions: 
(i) {W,(t),0 < t < 1} has asymptotically independent increments, 
i.e., for any given B; E€ Byt=1,---,r and0 < s1 < ty <--- <5, <t, <1 
we have 


lim {P(Wa(ts) — Wa(si) € Bai = 1-57) 


— |] P(Walti) — Wn(si) € Bi)} = 0, 
2—1 
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(ii) {W2(t),n > 1} is uniformly integrable for each t, 
(iii) EW,(t) — 0, EW2(t) > t as n > œ, 
(iv) for any e,n > 0 there exist a6 > 0 and a positive integer no such 
that 
P{w(Wn,6) >€} Sn n> no, 


where w(x, 6) = SuP|s。 il<5 |z(s) — x(t)|. Then Wn => W. 


4.1 The WIP when the moments of order 2 are finite 


Shao (1988b) proved the following theorem. 


Theorem 4.1.1. Let{Xn,n > 1} be a p-mixing sequence of random 

variables with EX, = 0, EX2 < œ and 

(i) mœ ES2/n = 07 > 0, 

(ii) {X2,n > 1} is uniformly integrable, 

(iii) n= p(2") < oo. 
Then 

Wn => W, 
where 
Wan (t) = Sing /0 Vn, 0<t<1. 


The proof of Theorem 4.1.1 will need the following lemmas. 


Lemma 4.1.1.(Peligrad 1982) Let {X,,n > 1} be an a-mizing se- 
quence of random variables with EXn = 0, EX? < 00, satisfying 
(i) of Theorem 4.1.1 and 
(ii! for eacht € [0,1], {W2(t),n > 1} is uniformly integrable, 
(iv) for any £ > 0 there exist a real number 入 > 2 and a positive 
integer no such that for every n > no and all k > 1 


P{ max [Sg(i)| > AoVn} < e/X. (4.1.1) 


Then Wp, => W. 
Lemma 4.1.1 is a corollary of Theorem 4.0.4. 


Lemma 4.1.2.(Moricz 1982) Let {X,,n > 1} be a sequence of random 
variables. Suppose that the non-negative function f(k,m) satisfies 


f(k,m) + f(k+m,l) < f(k,m4+l) (4.1.2) 
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fork >0,m>1,l>1 and the function g(t,s) is non-decreasing for each 
arguments. If 


E|Sk(m)| < f(k,m)g"(f(k,m),m) r>1, (4.1.3) 


then 


llog n] x 
Bmax IST SAE){ So (LRE 1 


The proof of Lemma 4.1.2 will not be presented here. 


Proof of Theorem 4.1.1. We need only to check the conditions 
(ii) and (iv) in Lemma 4.1.1. 

1) We prove that {S2(n)/n,n > 1,k > 0} is uniformly integrable. Let 
N > 0 be specified later on. Denote 


XN = X;I(|Xi| < N) — EX;I(|Xi| < N), 


X“ = X; - XY, 
k+n 
SÈ (n) 2 5 KF, 
i=k+1 
k+n 
aN 
Sk (n) = 5 xX; ’ 
i=k+1 
EaU = UdP 
U>a 


It is obvious that ee 
Sk(n) = SẸ (n) + Sk (n), 


Eo S2(n)/n < 4Ea (SN (n)? /n + 4E; (n))?/n. (4.1.5) 
From Lemma 2.2.2 it follows that for every n 


sup E(S; (n))2/n < K sup E(N) 
k>1 k>1 


for some K > 0. Since {X2,m > 1} is uniformly integrable, for any given 
e > 0 we have N such that sup;> E(X;) < ¢/8K. Thus for each n > 1 
and k > 1 J 

E(S; (n))2/n < €/8. (4.1.6) 
On the other hand, from Lemma 2.2.4, there exists a constant Kı = 
Ki(N,6,p) > 0 such that for every n 


sup E|S (n)? /nlite/2 < Ky. 
k>1 
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Then for large a we obtain 
c E 
Eqpa( SE (my /n < -pp Eal SE (PH E (41.7) 
Inserting (4.1.6), (4.1.7) into (4.1.5) we prove that {82 (n)/n,n > 1,k > 1} 


is uniformly integrable. 
2) We show (4.1.1). Let 


p = [exp(2C log’? n)], r= [n/p], 


where the constant C is specified in Lemma 2.2.4 corresponding to 6 = 1. 
Denote 


X; = Xi a Xis 
k+l k+l 
F 元 =n =n 
j=k+1 j=k+1 
k+2ir 
Y; = ye Ara 1=1,2,---,pi := [p/2], 
j=k+1+(2i—1)r 
k+(2i+1)r 
Zi = `> Xj i = 0,1,:--,p2 := [(p — 1)/2], 
j=k+1+2ir 
Iti ` = l+i 
Ti(i)= > Y, Ti(i)=}_ z; 
foal j=l 
T(i) = To(î), T(t) = To(2). 


It is obvious that Sg(i) = S} (i) + 5} (i). Without loss of generality assume 
that o = 1. 
We first prove 


ní; 1/2 2 
P{ max [SRO > An™/?} < e/6》 (4.1.8) 


for large n. Form Lemma 2.2.4 with 6 = 1 it follows that 
max |ESR(i)|? < C{n3/208 + nexp(C log!/3 n)ao} 
1<k<n 
< cn3/2， 
where o = sup, E(X), ao = sup,, E|X!”|3, Using Lemma 4.1.2 we 


have 
ny3 _ 3/2 
sup 2 maby JS; (i)? = O(n $). 
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That is to say, {maxi<i<n |S?(i)|?/n,n > 1,k > 1} is uniformly integrable. 
Therefore for any e > 0 there exist 入 之 2 and large no such that (4.1.8) is 
satisfied for n > no. 

Next, we show 


P{ max 1S (让 | > 5An*/?} < 5e/6X2. (4.1.9) 
Note that the left hand side of (4.1.9) does not exceed 


Pt max |T(2)| > 2An'/? + Pt max |T(i)| > 2ni/?} 


1<i<pi 1<i<p2 
p 
Sy 有 1/2 
+D Pi oa (Beal) > AnV \ 
=: h +h + Í}. (4.1.10) 


Since {X?,n > 1} is uniformly integrable, without loss of generality 
we can assume that sup„>1 ||Xn||2 < 1. Thus we have 


PÍ max [Se4s (i)| > An'/?} 


1<i<r 
k+(j+1)r 

<P{ D2 (RG SEK) > An? 2} 
i=k+14+ jr 


= o sup E(Xm)): 


Then by condition (ii) again 


€ 


= 2 Ea 
l = Os sup E(Xm) ) < (4.1.11) 
Now we estimate 1. Denote 
G; ee SP ,Yi), ui = E(Y;|Gi-1), 
Ui(i) = = Tka Uj, Tř (i) = Ti(i) = Ui (2), 
U(i) = Uo(i), T*(i) = T(t) — U (å). 


It is easy to see that 


1/2 1/2 
h < P{ ymax |T*(i)| > An } + P{ max VG i)| > An} 


=: hı + he. (4.1.12) 
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Since {T*(i),i = 1,---,pi} is a martingale, for large n 
Ty < e/6X)°. (4.1.13) 


In order to estimate 12, we prove that there exists a constant Co, which 
does not depend on l,i, k and n, such that 


EU? (i) < Coiro? (r) (log 24)}?. (4.1.14) 


From Lemma 2.2.2 there exists a constant C > 0, which does not depend 
on l,i, k and n, such that 


ET? (i) < Ciir. (4.1.15) 


Using induction for i, we can show that (4.1.14) holds for Co = C1/(log 3)?. 
From the definition of p-mixing, we have 


EU? (1) = Ev? = EY uy < Plr) Yin lloll lle. 


Combining it with (4.1.15) implies (4.1.14) for 7 = 1. 
For i > 2, assume that (4.1.14) holds for j < i. Put i1 = [i/2], i2 = 
i — 11. We have 


EU? (i) = EU? (i1) + EUŝ,i (i2) + 2EU)(i1) U4, (i2) 
< EUP (is) + EU (i2) + 20(r)||Ui(é1)|2l| Tr, (#2) l2- 


By the assumption of induction and (4.1.15), we obtain 
EU? (i) < Coiirp*(r)(log(2i;))? + Coiarp*(r)(log(2i2))? 
+ 2p?(r)riq! RP PO log(2i1) 
. 3 
< Coirp2(r) ((log(2é2))? + 2(log 5) log(2i2)) 
< Coirp?(r)(log(2i))?. 


This proves that (4.1.14) holds for every i. From (4.1.14) and Lemma 4.1.2 
we obtain 


E max U?(i) < c pir(log(2p1))*p?(r) < en(log nyo: 
<i<pi 


Thus for large n there exists a 入 之 2 such that 


ho < e/6X2. (4.1.16) 
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Combining it with (4.1.13) yields 
I, < e/3X. (4.1.17) 


By the same way we have 
h < €/3?. (4.1.18) 


From (4.1.11), (4.1.17) and (4.1.18) it follows that (4.1.9) holds true. This 
proves Theorem 4.1.1. 

From Theorem 4.1.1 and Theorem 2.1.5, we have the following corollary 
immediately. 


Corollary 4.1.1. Let {X,,n > 1} be a strictly stationary p-mizing 


sequence of random variables with EX, = 0, EX? < œ and YZ] p(2”) < 
oo. Ifo? = ES? 一 ov, then 


lim o2/n = o°. 
lim cn/ 


Moreover if o > 0, then 


where Wn(t) = Siny/oVn, OSt<1. 
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Let {X,,n > 1} be a strictly stationary p-mixing sequence of random 
variables with EX, = 0, EX? < œ and o? = ES? 一 oo(n — oo). Let 
g : [0,oo) 一 [0,00) be a non-decreasing function and for some 0 < 6 < 
1,2°/g(z) be also a non-decreasing function. 


Theorem 4.2.1.(Peligrad 1987, Shao 1989b) Let {X,,n > 1} be as 
above and satisfy 
(i) EXig(|Xi|) < oo， 


(ii) exp((2 + €*) Dia p(2*)) = O(g(n4/2)) 
for some 0 < e* <1. Then 


W, => W. 


By some simple computations we have the following corollaries: 
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Corollary 4.2.1. Let {Xn,n > 1} be as above. Suppose that for some 
e>0anda>0 
EX2(logt |X4|)?/0-*) < oo 


and 
p(n) < a/ logn 
for every n sufficiently large. Then 


W, => W. 


Corollary 4.2.2. Let{Xn,n > 1} be as above. Suppose that for some 
0<8<1,c>0 anda>0 


EX? ep (Ee 


(2log* |X;])'“*) < oo 
and 


p(n) < a/(logn)? 


for every n sufficiently large. Then 


Wn, => W. 


Corollary 4.2.3. Let{Xn,n > 1} be as above. Soppose that for some 
r>0,e>0anda>0 


4a logt |X| ) a 
r 


EX? E Fes PON E, 
1 epla — a)(logT log* [Xi|) 


and 
p(n) < a/(loglog n)” 


for every n sufficiently large. Then 
W, => W. 


The proof of Theorem 4.2.1 will need the following lemma, which is an 
immediate consequence of Theorem 3.1.2 and Theorem 8.4 of Billingsley 
(1968). 
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Lemma 4.2.1. Let {X,,n > 1} be as above. In order that W,, weakly 
converges to W it is necessary and sufficient that {S2/02,n > 1} is uni- 
formly integrable and for any given e > 0 there exists a A > 1 such that 


. < eJ? 2. 
P{ max ISi] > Aon} < €/2?. (4.2.1) 


Lemma 4.2.2.(Peligrad 1987) Let {X,,n > 1} be as above with EX} < 
oo. Then for any given e > 0 there exists a C = C(e,p(-)) such that for 
everyn > 1 

ES! < C(n!t EX4 + 04). 


Proof. Denote am = ||Sm|l4. It is obvious that 
azm < ||Sm + Sk+m(m)||4 + 2ka1. 
Using the Schwarz inequality and by the definition of p-mixing we have 


E| Sm + Sk+m(M)|Ă 
< 2am + 6E|SmSk+m(M)|? T 8a2, (E| SmSk+m(M)|?) 
< 2(1 + 7p'/*(k))at, + 802,07, + 604, 
< (2°/4(1 + 7p!/?(k))/4am + 20m)*. 


It follows that 
aom < 2/4(1 + 7p'/?(k)) tam + 20m + 2kay. 


Let 0 < € < 1/3 and k be large enough such that 1 + 7p!/?(k) < 2°. By 
the recurrence method for every integer r > 1 we have 


a(2") < Otta, 425° 20-YG42)/4(g(27-*) + kar). 
i=1 
Whence 
a(2") < (20t) 4a; 十 a(27)). 


This implies the conclusion of the lemma. 


Proof of Theorem 4.2.1. 

If X p(2") < œ, it follows from Theorem 2.1.4 that the conditions of 
Theorem 4.1.1 are satisfied. Therefore the conclusion of Theorem 4.2.1 
holds true. We shall treat here the case when 》, p(2”) = oo. At this time 
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we have that g(x) 一 oo as x — oo by condition (ii). Without loss of 
generality, we can assume that 


p(n) > (logn)! (log log n)~? (4.2.2) 


for every large n. 
1) We first prove that {S?/o2,n > 1} is uniformly integrable. It is easy 
to see that the condition (ii) implies 


[log n] 


gn!) > exp(2 2 p(2°)/(1 (1 -e*)) (4.2.3) 
for large n. Put 
[(l-e)logn] 
T= inv g(exp(2 5 p(2°)/(1 一 e*))), (4.2.4) 
?一 1 


where 0 < e <s* < 1. Denote 


Xa = XiI(\Xi| < T) — EX;I(|Xi| < T), 
Xi2 = Xil(|Xi| > T) = EX;1(|X;| > T), 


Sri = 2 Xi Sno = 》 Xia, 
i=1 
o2 一 Bo 02, = VarSn2. 


By Lemma 2.2.2 and noting that the function g(x) is non-decreasing, we 
have 


O29 < Cl 一- an EX? gX (X| > T) 
[(1—e) log n] 
xexp( D (2')/(1-<)), 
i=1 


where C1 = Ci(e). From the definition of T and Lemma 2.2.3 we get 


Cn 
2 < GokBX?9(|Xi) |X] > T). (4.2.5) 


Obviously invg(z) 一 co (x — oo). It follows from (4.2.4) and (4.2.5) that 
On2 = Olan), (4.2.6) 


which implies 
On1/On > 1 as n 一 oo. (4.2.7) 
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By Lemma 4.2.2 for the sequence {Xn1,n > 1}, there exists a constant 
Kı = K,(p(-), €) such that for every n > 1 


E\Snil* < Ki(n! t PT? EX? + 04). (4.2.8) 


From Lemma 2.2.3 and noting that exp(d yis "l p(2")) is a slowly varying 
function (n — oo), it follows that there exists a C = C(p(-),¢) such that 
for every n > 1 

04 > Cn, 


Thus by (4.2.7) and (4.2.8) we have 
E(|Sni|/on)* < Ko(T?/n'~* + 1), 


where Kə = Ko(p(-),€). 
From (4.2.3) it follows that for large n 


[(1—e) log n] 


gA) > exp(2 E (2')/(1~e*)). 


i=1 


Combining it with (4.2.4) we obtain that T/n“-*)/? is bounded by 1. 
Therefore 


sup E(|Sni|/on)* < co. (4.2.9) 


Then, from (4.2.6) and (4.2.9), we prove that {S52/02,n > 1} is uniformly 
integrable. 
2) Next we show that for any e > 0 there exists a 入 > 1 such that 


P{ max |S;| > 6don} < 6e/d?. (4.2.10) 
Denote 
40 [log n] 
T = exp(— eR), Sania, (eed) 
i=1 


Xa = Xi1(|Xi| < J) — EX: (|X;| < J), 
Xiz = XI (|X;| > J) = EX;I(|X;| > J), 


k k 
Sm(k) =$ Xa, Sn2(k)= >, Xa, 
i=l i=l 


oni(k) = ES (k), on2(k) = ESn2(k). 
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Obviously Sk = Sni1(k) + Sn2(k) and 
;| 之 
Pf max |S: > 6Aon} 
< P{ max |Sni(z)| > don} + P{ max |Sn2(2z)| > Bron}. 


We first note that 


40 [ogn 
logT = — D p CEDH 


i=1 
[logn/T?] 
40 _5/(246) 1 了 i 
aie aie 2 
< Fp (7a) > p(2') 


fe = ER a z) log Ti. 


Hence we have for every n sufficiently large 


50 _s (246) (_” Pe 
二 一 5/(2 十 
Bee ier (72) 2 p(2*) (4.2.12) 
and 
[logn] | e [log(n/T2)] | 
2. ata) < (1+ B) > p(2'). (4.2.13) 


From this and by condition (ii) and the fact that g(x) is non-decreasing 
we have 


(J) > op (Ts 》 x2), (4.2.14) 
i=l 


and by Lemma 2.2.2, Lemma 2.2.3 and (4.2.14) for every k < n and n 
sufficiently large 


[log n] * 
ona(k) < CKEXTI(|Xi| > J)exp( > (1+ F)o(2)) 
i=l 


CC oR EX? (|X) Bee hs 
qd) exp((2 + PE. 2 p(2 )) 


ae —E ; 
< CO" oREX?g(|Xil)exp( D> 2). 
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From this and noting that $. p(2") = oo, we deduce that 


On2(k) 


x ———=0(1) asn— oo. 
1<k<n Ok 
Whence it is easy to see that for k = 1,2,---,n and n sufficiently large 
2 2 
o ilk) < 2o%. (4.2.15) 


By Lemma 2.2.4 and (4.2.15) 
logn] 
ElSni(k)|2+s < c(ogt? + RE|Xy)*°1(|X4| < J) exp(30 > p(2'))). 


?一 1 


From this and by Lemma 2.2.2, conditions (i), (ii), (4.2.11), (4.2.14) and 
Lemma 4.1.2 we see 


2+6 
E max [Sal] 


< c(02t6 + n(logn} t EIX PHIX] < J) 


x exp (30 E p2/(2+6) (2'))) 


i=1 


< (cat not (logn)? t EX g(|X1l) 
S g(J)T$ 
[log n] 
x C exp(35 > pr/@+6)(2"))) 
i=1 


< cont (1 + EX79(|Xi))). 
Thus there exists a constant À > 1 such that for every n sufficiently large 


. > < </ 入 2. .2. 
P{ max |Sni(k)| > Aon} <e/A (4.2.16) 


We now estimate P{maxi<k<n |Sn2(k)| > 5Aon}. Let 


[log n] 


p = exp( ` Pe 


1=1 
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Put 


1 Bea Bir y Dr 492 i= l5 2,44 pi; 
2 Z 
Zi = 5 2 72， 1=0,1,-- `, P2; 
nÒ = Lia Yp 134) = 55-52) 


Noting that {Xj2,1 < j < n} is stationary we have 
P{ max, |Sna(k)| > 5Aon) 


< P{ max, |T,(k)| > 2don} 


n P{ max |T2(k)| > 2Aon} 


+ (p+1)P{ max |Sn2(k)| > Aon} 
=: h + h + Íz. 


In terms of Lemmas 2.2.2 and 2.2.3 we have for every n sufficiently large 


P{ max [Sn2(k)| > Aon} 


PSX] ~ EIX) > Aon = 2Y EXI} 
EX?9(1X11) 
< PLL Xnali)l ~ EIX) 2 dom ~ 2} 


< P{Y(\Xnali)| ~ EIX) > Aon/2} 


i=1 
logn] 
< 4Cro;,” exp((1 + e*/4) 5 p(2')) EX2T(a| > 由: 入 -2. 
i=1 
Whence by (4.2.14) 
logn] 
Iz < 4Cno;,” exp((1 +e*/4) 5 p(2))EX?I(X:| > 
i=l 
[log n] 
4C * i 2 
< Gi (C + 3e*/4) 2 p(2 )) EX?g(|Xil) 


[log n] 
4C E> 
< Hi p(s > (2! )) EX?g(|Xl) 


LEN: (4.2.17) 
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In order to establish the estimation of A, let 
Fo = (Q, 0), Fk = o( Xi, 1<i< 2rk); 
uk = E(Ye|Fr_1), k= 1,2,---, p1; 


i+k 
Ui(k)= >》 uj, T*(k) = Ty(k) — Uo(k). 
j=i+1 
Obviously 
Rs P{ max IT*(i)| > Aon} + P{ max |Uo(i)| > Aon} 


=: hı + the. 


Because {T*(i),i = 1,2,---,p,} is a martingale, we have 


16 Pı 3 
Ins 252 2 PY?. 


n i=1 
In a way somewhat similar to the estimation of Iz we also have for any 
入 > 1 and for every n sufficiently large 
Thy < e/X?. (4.2.18) 
Finally, we shall prove by induction on k that for every i, k,n, 


EU?(k) <Ckp?(r) log? (2k) BX?1(|X,| > J) 
flog n] 


-r-exp((1 +e*/4) > p(2')). (4.2.19) 


When k = 1, by the definition of p-mixing 
EU}(1) = EE*(Yisi|Fi) = E(Yin BE(Yinl|i)) 
< pr) ¥isalle Ea lFadlle, 
thus (4.2.19) is true for k = 1 and for every i+ 1 < pı by Lemma 2.2.2. 
When k > 2, assume (4.2.19) holds for every integer less than k. Put 
ky = [k/2], k2 = k — ky, then 
EU? (k) = EU? (kı) + EU}, p (k2) + 2EU;(k1)Ui +h, (k2) 
i+k 
= EU? (kı) + EU? p, (k2) + 2EU;(k) X Y; 
j=i+kı+1 
< EU? (kı) + EU}, 4, (k2) 
i+k 
+2llU:(k)ll2 1 >, Yjll2e(r)- 
j=i+kı+1 


4.2 The WIP when moments of higher than two orders 87 


By induction hypothesis and Lemma 2.2.2 


EU?(k) < C(ky log? 2k, + kz log? 2k2 + 2(k1k2)!/? log 2k) 
+ [log n] 


P(r) rexp((1+ 4) Do 02?)) BXI(%| > J) 


* [logn] 
< Ck(log 2k)?r - exp( (1 十 =) 3 p(24)) 


-EX{I(|Xi| > J)-p"(r), 


which proves that (4.2.19) holds. 
From (4.2.19) we obtain by Lemma 4.1.2 


27. 
2 licp Yo o 
< 3Crpıp?(r)logt(2p1) 
[log n] 
-exp((1+e*/4) D> p(27)) EX > J) 
j=l 
= C'g( J) 
[ogn] 
-exp((2 + 3e*/4) XO p(24)) EX2g(|X11) 
j=1 
G! 
c* [log n] | 
-exp(—5 Ð 0(2)) EX79(\X11). 
j=1 
By (4.2.12) 
, 50、4 si a [log n] ‘ 
p (一 ) log*(2p1) < ( x) p (za) 2 p(2), 


hence we finally get that for any 入 > 1 and for every n sufficiently large 
I 12 < € / Xe 


Therefore 
Ty < 2e/d?. (4.2.20) 
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Similarly, we have 
h < 2e/?. (4.2.21) 


(4.2.10) now follows from (4.2.16), (4.2.17) and (4.2.20), (4.2.21). Theorem 
4.2.1 is proved. 


4.3 A generalized result when moments of higher 


than two orders 


Shao (1989a) gave a generalized result of Theorem 4.2.1, where the 
condition of strict stationarity was removed. 


Theorm 4.3.1. Let {Xn,n > 1} be a p-mizing sequence of random 
variables with EX, = 0, EX2 >c> 0. Suppose that g : [0,00) — [0, 00) is 
a non-decreasing function and x°/g(x),0 < 6 < 1, is also non-decreasing. 
If the following conditions are satisfied: 

(i) {X29(|Xn|),n > 1} is uniformly integrable, 

(ii) o? := ES? =nh(n), where h(n) is a slowly varying function, 

(iii) SUPm>0,n>1 EShlNn)/ oh < œ, 

(iv) limp sco infm>o ES2 (n) = œ, 

(v) exp((2 +e*) [logn] p(2*)) = O(g(n1/?)), for some 0 < e* < 1, 
then Wn weakly converges to W. 

The proof of Theorem 4.3.1 needs the following lemmas. 


Lemma 4.3.1. Let f(k,m) be a non-negative function satisfying (4.1.2). 
Suppose that there exist a > 0,r > 1 such that 


E\Se(Q)I" < F(R ALFA (k, un (F(A D)) + w2(f(k,1))}, (4.3.1) 


where wz is a non-negative non-decreasing function, w is a non-negative 
function with 
B < atPuy(t 32 
ee wi(s) < at” w(t) (4.3.2) 


for some a >0,0 < <a and any t >0. Then we have 
E max |5e(2)I" 
< DH f(k n) {alt — (3) f(b, njw (Fk, n)) 
+ wo(f (k,n))log” (2n)}. (4.3.3) 
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Proof. From (4.1.2) and (4.3.2), we have for! <n 
fP (k, Dw(f (k,l)) < aff (k, n)wi(f(k,n)). 
Therefore, by (4.3.1), for every k >0,1<I <n 
E|Se(D)I" < f(k, {FP (k,1) - aff (k,n)wi(f(k,n)) + w(f(k,n))}. 


It follows from Lemma 4.1.2 and the monotonicity of w2(-) that 


1<l<n 
5 log? 1/r 
< ŽIEN win) 
i=0 


[log n] E 
+ (affe njala) E (A) 


i=0 
f(k,n){wi!” (f(k, n)) log(2n) 
(af%(k,n)wi(f(k,n)))/” (1 了 | ae as 
< 5-27? f(k,n){af®°(k,n)wi (f(k, n)) (1 — o T 
+ w2(f(k,n))log"(2n) }. 


25 
< 3f 
+ 


This completes the proof of Lemma 4.3.1. 


Lemma 4.3.2. Let{Xn,n > 1} be a p-mizing sequence with EX, = 0, 
and qi, q2 > 2. Suppose that the non-negative function h(n) satisfies: 


max (a((5]), h(n- [z])) < Oh(n) (4.3.4) 


s2 
for every n > 1 and some 0 < 0 < 2! 13 and ifq >3 
[logn] 


h(n) > ~ exp{—a 3 prin(2iy}, (4.3.5) 


max i*h(i) < an*h(n) 
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for some a > 0 and some a, 0 < a < qı — 2. And suppose that integers 
1<k<n,l>0 and numbers x >0,0< B< A< œ satisfy 


4n max E| X: (|X:l > A)<T, (4.3.6) 
l<i<l+n 
, | > 万) < .3. 
48h max EXIXA] > B)<a, (4.3.7) 
j+n 
Var( 》 Xil(|Xi| < B)) < nh(n) max EX?I(|Xil < B).(4.3.8) 
i=j+1 j<iSjtn  * 


Then for any given e > 0, there exists a K = K(e,q1,q2,a,0, a, p(-)) such 
that 


P{ max |Si(z)| > x} 
l+n 
< >, P(X: > A) 
i=l+1 


-qı 2 qı/2 
+ K {27% |(nh(n) max EX}I(|Xi| < B)) 


[log n] 
+ nexp{K 5 p/n (2')} log” (2n) 
?一 0 


x max EX; I" 1X] < B)| 
Lisl 


[log n] 


+2 -e [(nexp{(1 +€) 2 p(2") \ 


2 
x max BX?I(B < |X| < a 
l<i<l+ 


[log n] 
+ nexp{ K 2 p/m (2%) 


x max E|X;|®1(B <|Xi| < A)| 


l<i<lin 
[log n] 
+27?np?(k) log'[z]-exp{(1 +e) > o(2')} 
2 一 0 


x max EX?I(B < |Xi| < A)}. 
l<i<l+n 


Proof. For simplicity, we assume that X,,n > 1 have a common 
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distribution. Denote 


Xa = Xj1(|Xi| < B) — EXil(|X,| < B), 
Xi2 = X;I(B < |X;| < A) = EX;I(B < |X;:l < A), 
Xis = Xil(|Xi| > A) — EXT (|Xi| > A), 

l+i 


Sm) = Y Xm m = 1,2,3. 
j=l+1 


It is easy to see that 


> 
P{ max |Si(i)| > 2} 
T 
< P{ max |Sa(i)l 2 4 + Pe, |Si2(#)| > 7? 


= 
+ P{ max |Sis(%)| 


= i + Io + Tz. (4.3.9) 


By (4.3.6), we have 


lin lin 
B<P{D |XX > A) > 5 > EXX] A} 
1 一 /十 1 ?一 /十 1 
lin 
<P{> bankers b= a 
i=l+1 
lin 
< > P(|X;| > A). (4.3.10) 
i=l+1 


By Lemma 2.2.6, there exists a Kı = Kı(qı, a, 0, p(-)) such that 


E| S Xal” 


i=j+1 
£ Kı {(nh(n)EX}I(|X| < B))n/? 


[log n] 
+ nexp[K1 Y p*/®(2*)] EXIXA] < B)}. 
i=0 


It follows from Lemma 4.3.1 that there exists a K2 = Kə(K1,@, qı) such 
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E max |S), (2)|% 
max [Si (ò) 


< Ko{ (nh(n)EX? (|X| < B))”/? 


[log n] 


+ nexp{ K2 >. prin (ai) 
?一 0 
-(log(2n))" E|X;|"1(Xi| < B)}. 


Then we have 


Ty < Ke { (nh(n) EXT (|X| < BY)" 


[logn] 
tnexp{K2 J> p/%(2')}(log(2n))® 
i=0 
- E|X1|*I(|Xı| < B)}. (4.3.11) 
In order to estimate I2, put 
(2i+1)k+l 
Y; = 5 X52, 1=0,1,---,p1, 
j=2ik+l+1 
2(i+1)k+l 
Zi = 5 X52, 2=0,1,---, p2, 


j=(2i+1)k+l+1 


where pı = [(% — 1)/2], p2 = [(% — 2)/2]. Denote 
We Yo W=} Z 
j=0 j=0 
It is easy to see that 
z 
h < Pi max Wil 2 ia) + Pigg Wil> 15} 


Ij 
Xv 


化 
2p! 
v=l+ik+1 12 
=: Igy + 722 + 723. (4.3.12) 


PX X y ma | 二 
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From the condition (4.3.7) and Lemma 2.2.5 it follows that 


Wi l+(i+1)k 
I3 <2|7 P X,|I(B < |X;| < A 
i [F By A jl1(B < |X;| < A) 
-B61(B < 1X41 < A) > Š 
I+(i+1)k 
-2 Ð EGIB < |X| < A)} 
j=l+ik+1 
<— max Py x (|X;|I(B < |X;| < A) 
k 0<i<[n/k] PE aE 


— E| X;H(B < |X| < A)) > z/24} 
本 [log k] | gq2/2 
2 1 

< C?a7e{ (kexp((1 +e) 3 p(Ż))EXŻI(B < |Xı| < A)) 


[log k] 
+ kexp{C S> pze(20 LE|X|P1(B < |X| < A)} 
i=0 


[log n] 


< Cr? { (nexp{(1 +e) So (EXHIB < [Xi] < 4)” 
i=0 
isan l 
tnexp{C > p/2(Ż)}EIX]PIB < |X] < A)}. 
. i=0 


Next, we estimate 721. The estimation of J22 can be obtained by the same 
way. Denote F_; = {0,9}. 


Put 
U; = Y; — E(¥i|Fi-1), Gi = ;=0 Uj, 
H; = 37=1 E(Y;|Fj-1), a= 0,1,---,p1.- 
It is easy to see that 
< | > .| > 
In, < P{ max |G;| > 2/24} + P{ max |H;| > «/24} 
一: 121(1) 十 721(2). (4.3.13) 


Since {U;, F;,i > 1} is a martingale difference sequence, by the maximum 
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value inequality of Brown (1971), we have 
z 
Ta1(1 ) < plGp, ll(lGp,| > | 
£ 
< B (Ew (Wp, 2 56) 
+ E|Hp,|I(lHp.1 > 3)} 


< (96/2)? E|W,, |? + (96/2)? E| Hp, |. (4.3.14) 
From Lemma 2.2.5 it follows that 
E|Wp, |” 
[log n] 42/2 
< C{(nexp|(1+e) X p(2)| EX?I(B < |X| < A)) 
i=0 


[log n] 


+ nexp|C >> p*/®(2*)| EIX PIB < |X| < A)}. (4.3.15) 
i=0 
We prove below by induction that there exists a constant K’ such that 
i+m 2 
E( > E(%IF-1)) 
7 一 i 计 1 


< K'mkp?(k) (log(2m))? 
[log m] 


x exp|(1 +e) > p(2)| EX?I(B < |X1| < A). (4.3.16) 


Indeed, it follows from Lemma 2.2.1 that there exists a constant C’ such 


that for mk < n 


itm [log n] 
E( > y) <C C'mk exp|( 1 十 e) n 2/)| 
j=i+1 j=0 
(4.3.17) 


x EX?1(B < |Xı| < A). 


When m = 1, by the definition of p-mixing 
E(E(Yin|Fi)) = E(Yim EY F:)) < 0!) Yes llell2 11 Falle, 


that is 
(BO 万 )) < P (A) EY Aa 


Let K'= C'/log?(3/2), it follows that (4.3.16) holds true for m = 1. 
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Suppose that (4.3.16) holds true for the integers less than m. Now let 
us show that (4.3.16) holds true for m. Denote mı = [m/2],mz = m — mı, 
we have 


i+m 


P(Y Es)) 
jitl | 
-BE(Y BI) +E Y gos yy 
j=i+1 j=i+mı+1 
t+m}1 i+m 
+ 2E( 》， E(Y;|Fj-1))( Pe E(Y;|Fj-1)) 
j=i+1 j=i+mı+1 
it+m, 2 atm 2 
<B( > EYA- +e( > ES) 
j=i+1 j=i+mı+1 


i+mı i+m 
$ 2p(k) E|| E EGIAZ- > 到 | 
j=it J 三 2 十 m1 十 


which, by the inductive assumption and (4.3.17), implies 


+m 2 


B( > EVE)) 


j=i+1 c 
< K'{m; log?(2m1ı) 十 m2 log?(2mz) 


+ 2(10g 3) (yang) 1og(2m)} 


[logn] 
x p’ (k)kexpf (1 +e) >> p(2)}EX?I(B < [Xi] < A) 
j=0 
< K'mkp?(k) log? (2m) 
[logn] 
x exp{ (1 +e) J (24) EX?I(B < |Xi| < A). 
j=0 


This proves (4.3.16). Moreover, it follows from (4.3.16) and Lemma 4.3.1 
that there exists a constant K” such that 


[ogn] 
E max H? < K"pikp?(k)(log(2p1))* exp{(1 +e) X> 0(27)} 
Sts j=0 


-EX?1(B< |X| < A). (4.3.18) 


96 Chapter 4 Weak Convergence for p-mixing Sequences 


Thus we have 


121(2) < 288K" 2? np?(k) log*[n/k] 
[log n] 
-exp{(1 +e) >> p(2)}EX?I(B < |X1] < A). (4.3.19) 
j=0 


From (4.3.13), (4.3.14), (4.3.15), (4.3.18) and (4.3.19) it follows that 


[logn] 
In, < K3a~®{ (nexp{ (1 +e) >> p(24)}EX?1(B < |X| < ay)” 
7=0 
[logn] 


+nexp{Ks > le (24) VEXI < |X] < A)} 
j=0 


-2 2 afn 
+ Ksz “np’(k) log. H 
[log n] | ' 
x exp{(1+e) 5) (24) VEX?I(B <|Xi| < A) 
j=0 


for some K3 > 0. The proof of Lemma 4.3.2 is completed. 


Lemma 4.3.3. Let 0<6 <1. Suppose that the non-negative function 
h(n) satisfies the following conditions: there exist integer no > 0, 0 <0 < 
28/(2+6) 0 <6 <6 anda>O such that for any n > no 


h([5]) V a(n — [a]) < bh(n), (4.3.20) 
max i® h(i) < an? h(n). (4.3.21) 


Let {Xn,n > 1} be a p-mizing sequence with EX, = 0, EX? < œ and for 
everyk >0,n>1 


2 < 2 
ES;(n) < nh(n) ee EX;. (4.3.22) 


Then for any given e > 0 there exists a K = K(e,6,6 , no, a, p(-)) such that 
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for anyn>k>0,l>0 andB>O 


-\ 12 ; 
E max |S) I max 2 人 | 2 2) 


[logn] 
一 0 
< K{z {(nh(n n) max EX? + nexp{( (1+e) 2 p(2 
x max EX2?2I(|Xi| > B) F 
l<i<l+n 
flog n] 
+ nexp{ K > p?/+8)(24) log?+5(2n) 
i=0 
2+6 
x max EXPY IX < B)} 
logn] 3 
+ nexp{(1 +e) 5 p(2*)}(1 + p*(k) log*|=]) 
?一 0 
max EX?1(|X;| > B) 
+nk max (E|X;|I(|Xi| > B)? 上 (4.3.23) 
t<i<l+n 
Proof. Denote 
l+i 
Xa = Xi1(|Xi| < B) - EX;I(|X:| < B), Suli) = $ Xj, 
j=l+1 
l+i 
Xi2 = Xil(|Xi| > B) 一 EX;1(|Xi| 之 B), S12(2) = > X52. 

j=L+1 


It is easy to see that 
E max SP(i I ( max, |Si(z)| > z) 
< 4 max $(i)1( max |Su(i)| > 2/2) + 4E max $B (i) 
< 8z °E D [Su (i)? t? +4E max Soli) 
=: 8h + 4h. (4.3.24) 
From Lemma 2.2.2 , for every n > 1,l > 0 we have 
[logn] 


ESp(n) < Cnexp{(1+e) D> o(2)} max EX?I(|XiI > B), 
2 一 0 
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where C = C(e). Therefore, by (4.3.22) one obtains 


ES} (n) < 2ES}?(n) + 2ES2(n) 


< 2nh(n) ， max EX? 
<i<l+n 


[log n] 


+2Cn exp{ (1 +e) > p(2')} 


x max _EX}(|Xil > B). (4.3.25) 
I<i<l+ 


It follows from Lemma 2.2.6 that there exists a Kı such that for every 
l>0,n>1 


Eļ|Su (n)? + 
< 
< ky { (nh(n) a. EX? 


[log n] 


, (2+6)/2 
+ nexp{(1 +e) 2 o(2')} max EX?I(|X:| > B)) 


[log n] 


+ nexp{ Kı 3 pArA max E|X: PHIX: < B)}. 


By Lemma 4.3.1 we get 


h < | (nh(n) Tea EX? 


[log n] 2 十 5 


1 EX?1(|X;|>B 要 
+nexp{(1+e) D> o(2!)} max EX7I(|Xi| > B)) 


[log n] 
+ nexp{ (1 +e) ` p*/(2+0)(21)} 


?一 0 


: 人 < SIR 4.3. 
max EIXGPHI(X:] < B) log (2n)}. (4.3.26) 


We estimate Jy below. Denote 


l+(2i+1)k : : 

Y; = DER A X52; W; = P20 3 2 一 0, 1 …，D1， 
142(i+1)k i : 

Zi = 2 ie X52; Wi = 2 0 Zj, 1 = 0, 1, +t P25 
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where pı = [(% — 1)/2], p2 = [zz] — 1. We have 


2 


ind 8{E max w2 


<i<p1 
l+j 2 
+E max w? +E max max | ye Xva| \ 
0<i<p2 O<i<[n/k] tk+1<j<(i+1)k pears 
=: 8(J21 + 122 + J23). (4.3.27) 


It is easy to see from the proof of Lemma 4.3.2 that 
os [log n] 
In) + I2 <c nexp{(1 be) 2 p(2°)} 
i=0 


n 
; (1 + p?(k) logt lz!) Bae EX?1(|X;| > B). (4.3.28) 


And from Lemma 2.2.2 


lj 2 
I< © E ma | D Xa 
| ik+1<i<(i+l)k - 
o<i<[n/k| v=l4ik+1 


I+(i+1)k 
<32 E (E| E {XX2 B) 
0<i<[n/k] v=l+ik+1 
2 
- E|Xy|1(\Xol > B)}| 
j E|X;|I(|X;| > B} 
th aB yg EOI > BY”) 


[log n] 


< cfnexp{(1 +e) So p(2')} max EX?I(IXi| > B) 
i=0 yea 


|1(|Xi] > B))*}. 4.3.29 
+nk max (E|Xi|I(|Xi| > B))?} (4.3.29) 


Inserting (4.3.26)-(4.3.29) into (4.3.24) we prove (4.3.23), as desired. 


Proof of Theorem 4.3.1. 

By the condition (ii), we need only to show that 

(a) {Sing /o2,n > 1} is uniformly integrable for any 0 < t < 1. 

(b) For any given e > 0, there exist a 入 > 1 and an integer no such 
that for n > no,0 < k < n\*/e we have 


k+i 5 
Pies | 2% > don} < ef. (4.3.30) 
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To this end, we need only to show that for any given e > 0 there exist 
a A > 1 and an integer no such that for every n > no,l > 0 


2 (i | > 1/2 <e. 3: 
E ox Si (WI max |S,(z)| > A(nh(n))*!*) /nh(n) < e (4.3.31) 
Without loss of generality we assume that for n > 16 
p(n) > 1/(log n(log log n)”). (4.3.32) 


In fact, if put p*(n) = p(n) V (logn)~!(log log n)~?, it is easy to check that 
p*(n) satisfies condition (v) also. 


By conditions (i), (ii), (iii) and Lemma 4.3.3, there exists a constant 
K such that for every n,1 < k < n, B > 0 and A > 0, we have 


E max S/(i)I( max |5r(2)| 2 A(nh(n))'/?) /nh(n) 


1<i<n 
[logn] 


K{ ({nh(n) + nexp((1 + =) 5 p(2')) 
i=0 


‘ 246 
x max EX; I(|X:| > B)} 2 
l<i<l+n 


flog n] 


+ nexp(K 2 p?/ C+E (2) ) (log(2n))?+® 


x max EIX: eer | < B)) /(*(nh(n))* ) 


P [log n] 
+ nexp((1+ 了 p(2')) Be EX?1(|X;| > B) 
x (1+ 6°(k) log" Wace ) 
+nk max (EIXiI(IXi| > B))?/nh(n) } 


= 五 (万 + l2 + Ts). (4.3.33) 


Put 


flog n] 


ps rool 2 p” m 


= n!/?/T, = [n/T?] +1. 
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We first estimate J,. Note that 


[log n] 


3K 2/(2 十 6 a 
[log nT~?] 
3K _ n i 
E(B 
0 T 人 
[ogn] 
3K n 
| 
i=[lognT~?2}41 
llognT~ 2] 
3K _ n i 
ap ee): oe) 
ô T 2 一 0 


TK 2/(2+6)( 1 
= —) log T. 
+P (7a) log 


Therefore for large n we have 


3K 3 Sie m [logn T-?] 
log T < (1 +5) (=a) > o(2*) (4.3.34) 
and 
[log n] | [lognT-2] | 
> a) < (1+ a Y AË) (4.3.35) 
i=0 i= 


By condition (v), there exists a C1 > 0 such that for every n > 1 
[log n] 
g(n'/) > Cyexp{(2+2) D> a(2')}. (4.3.36) 


i=0 


Combining it with (4.3.35) and condition (v), we obtain 


2 十 E EN a 
g(B) > Cı Ply si > p(2')} (4.3.37) 
i=0 


for large n. By Lemma 2.2.3 and condition (iii), there exists a constant 
C2 > 0 such that for large n 


ES? > Conexp{—(1 + 让 B p(2')}, 
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and hence, by condition (ii), we have 


[logn] 


h(n) > Czexp{-(1 + =) > p(2*)}. (4.3.38) 


By the monotonicity of g(x) and zê/g(x), we obtain 


maxEX; 21(|X;| > B) < Bm max EX} 9(|X; |)Z(|X;| > B), (4.3.39) 
2+6 B° 2 
j ;| < < — ; i|)- .3. 
maxE|X;| I(|X;| < B) < J) max E'X; g(|X:l) (4.3.40) 


Combining (4.3.37), (4.3.39),(4.3.40) and (4.3.32) together implies 
本 [ogn] | 
nexp{ (1 F z) > ， p(2*)} max EXiI(|Xi| > B) 
i=0 = 
r nh(n) 
7 Ci1C2 


max EX?q(|X;|)I(\Xil > B), (4.3.41) 


[logn] 
nexp{ K 2 p?/ C+ (2) } 1og?t® (2n) me max E|X;| + I(|X;] < B) 
=0 


[log n] 
< nexp{2K > p+) 24) ba! max EX;g(|X;|)/9(B) 
i=0 : 


[log n] 


< n(2+8)/2' max EX?g(|X; |) expf -K 2 p+5)(27)} 
$ < (n(n) (9) “max EXig(|Xi|) (4.3.42) 


for large n. We have maxi>1 EX?g(|Xi|) < œ by condition (i). Therefore 
we obtain 


I, <e/(3K) (4.3.43) 


for large n provided that A is large enough. 
We now estimate I2. From (4.3.34) and the definition of k, we have 


(log[=])*0*(k) < 2(log T)*0"(k) 
< (Fa 5) (oe) FE 02)" 


(= j $3 p(2") ) (4.3.44) 


lA 
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By (4.3.44),(4.3.39),(4.3.37) and (4.3.38), we get 


[logn] 


nexp{ (1 十 =) 5 p(2') } 
i=0 


maxEX?I(|X;| > B)(1 + (k) log*[=]) 


nh(n losy 
< p{(1+ 7) 2 p(2')} 


g 
[logn] 
(1+ CE Pe) ) max EXPUN: 2 B) 
nh(n E [en i 
< Fey P(g ee) 
[logn] 
(+(e) > p(2')) ) max EX?g(|Xi) (IXi| > B) 
< enh(n n) max EX? 9(\Xil)1(|Xi] > B), (4.3.45) 


where the following result is used: 
[logn] [ogn] 
i E i = 
2 p(2 D exp{ 一 5 2 p(2 )} = O(1). 
Combining (4.3.45) with condition (i), we have 
In < €/3K. (4.3.46) 


Finally, we consider J3. Note that 


max E|X;|I(|X.| > B) < max EX;'9(|Xi|)1(|Xil > B). 


1 
Bg(B) 
Hence it follows from (4.3.37) and (4.3.38) that 

kn max( ERG |X] > B))? 


kn 
一 < BAB) g2(B) i> 


2nh(n) 5 
4 l .| > . 
< “Ga, BEX DX] > B)) 


max(EX?g(|Xi)I(|Xi| > B)? 


104 Chapter 4 Weak Convergence for p-mixing Sequences 


By condition (i), we have 
Iz < ¢/3K (4.3.47) 


for large n. Inserting (4.3.43),(4.3.46) and (4.3.47) into (4.3.33) we prove 
(4.3.31). The proof of Theorem 4.3.1 is completed. 
From Theorem 4.3.1, we have the following corollary immediately. 


Corollary 4.3.1. Let {Xn,n > 1} be a strictly stationary p-mizing 
sequence of random variables with EX, = 0, EX? < 00,02 = ES? > œ. 
If one of the following conditions is statisfied: 

(i) EX?g(|Xı|) < œ, and for some 0 < e <1, 


[logn] 


exp((2 +e) $ p(21)) = Olg”), 
k=1 
(ii) for some £ > 0,a > 0, EX? (log |X1|)7/0-°) < oo and z p(n) < 
Q/ logn, 
(iii) for some0 < 8< 1,2 >0,a > 0, 


2a(1 +€) 


EX? exp{ 1—3 


(2log |X1) 8} < oo 


and 
p(n) < a/(logn)f, 
(iv) for some r > 0,2 >0,a > 0, 


4a(1 + €) | ul 


EX? 
?exp( (log log |[X1|) 


p(n) < a(log log n)™”, 


then 
W, => W. 


4.4 The WIP when the variance is infinite 


Bradley (1988) established a CLT for a strictly stationary p-mixing 
sequence with infinite variance. Shao (1993a) showed a WIP under the 
same hypothesis. 
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Theorem 4.4.1. Let {Xn,n > 1} be a strictly stationary p-mizing 
sequence of non-degenerate random variables with EX, = 0. Suppose that 
(i) H(z):= EX?I(|Xı| < x) is slowly varying as z 一 00, 
(ii) pl) <1, 
(iii) O21 0(2") < oo. 
Then there exists a sequence {An,n > 1} of positive numbers with An — oo 


as n — oo, such that 
Wn => W 


where Wn (t) = Siry/An, OSEt<1. 


Remark 4.4.1. In fact, Shao (1993a) showed a more general result 
as follows: Let g : (一 oo, oo) 一 [0, 00) be a non-decreasing continuous even 
function and x°/g(x) is non-decreasing for any 6 > 0 and z large enough. 


Let 
[log z] [log z] 


e(z,£) = exp{e 5 p(2')}, x(6) = exp{ 5 PN 
i=1 i=0 


Suppose that conditions (i) and (ii) in Theorem 4.4.1 are satisfied and 

(i) G(x) := EX?g(X1)1(|X1| < z) is slowly varying as x 一 oo， 

(iv) G(x)e(x?,2 +e) = O(H(x)g(x)) for some 0 < € <1, 

(v) g(x) = O(g(x/x(6))) or G(x) = O(G(x/x(8))) for some 0 < 6 < 1 
as Z 一 00. 

Then we also have the conclusion of Theorem 4.4.1. 

Obviously, conditions (i) and (iii) imply condition (i)’, (iv) and (v) by 
taking g(x) = 1. It is well-known that the mixing rate (iii) is essentially 
sharp, even in the case of a finite second moment. However the following 
example is interesting: Let X1 have the density function p(x) = a(1 + 
|x|)? for z € R!, where a“! = f° (1+|z|*)~1dax. Let g(x) = exp(log(1+ 
|z|3)°) for some 0 < a < 1. It is easy to see that as x 一 oo 


H(z) ~ 2alog(1 + |x|*)/3, 

G(x) ~ 2a(log(1 + |x|*))'"*9(x) /3a. 
If p(n) < a/(5logn), we can easily verify that the conditions in Remark 
4.4.1 are satisfied but the condition (iii) in Theorem 4.4.1 fails. Hence con- 


dition (iii) may be not essentially sharp in some particular case of infinite 
variance, even of finite variance. 


In order to prove Theorem 4.4.1, we introduce some notations. Let 
M* be a positive integer such that 


sup H(x)/x? > 1/M*. (4.4.1) 
z>0 
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For each n > M* define 
tn = sup{z > 0: H(x)/x? > 1/n}. (4.4.2) 


It is clear that tn 一 co monotonically as n 一 oo. Note by a trivial 
argument that 
t = nH(tn) for n> M*. 


By condition (i), for any 0 < e < 1/2 and large n 
np Oe <a, (4.4.3) 


We need a few properties of these t,,’s. 


Lemma 4.4.1. If condition (iii) is satisfied, for any 0 <a < 1, 
tha] /tn —a as n 一 oo. (4.4.4) 
Proof. (4.4.2) implies 
tn H(tina})/ (tinal (tn)) — 1/a as n 一 oo. (4.4.5) 
We show that there is a M > 0 such that 


limsupti/tha < M. (4.4.6) 


In fact, if not, there is a subsequence nx such that limk—=oo A / tinna] = 00. 
Then using Property A5 of a slowly varying function (see Appendix) we 
obtain . 
se 4D 2 
im tar H (tnzpa})/(tinga} H (tfnza}tne /tmka])) = OO; 
which is contrary to (4.4.5). By (4.4.2) and (4.4.6), it follows that 


n/ [na] < ta/ti < nH(Mtna))/([na]H(tna))), 


[na] 
which implies (4.4.4). 
Lemma 4.4.2. 
Jim nP(|X,| > tr) =0 


and 
lim (n/H (ta) PEIX LIX] > tn) = 0. 
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The proof of this lemma can be found in Bradley (1988) and will be 
not presented here. 


Proof of Theorem 4.4.1. 
For some € > 0, put Ci = Cexp{(1 +e) gosn] o(25 where C is 


defined in Lemma 2.2.2 and C2 = C” exp{—(1 +e) y leen] p(2')}, where C” 
is defined in Lemma 2.2.3. For n > M* define 


XE = Xpl(\Xel < tn) — EXeI(|Xe] Stn), k21 (4.4.7) 


and 
SM = XM 4...4XM, m>1. 


By the definitions of C1 and C2 we have 
2 
CmEX(™ < E(S(W) < CymE(X™)?. (4.4.8) 


Put A,(m) = ale and A, = An(n). Note that EX, = 0, it is easy to 
verify that 
E(X™)? ~ H(tn) as mn 00. (4.4.9) 


Therefore there exist 0 < Cy < C1 < œ such that 
Cln H (tn) < A? < CinH (tn). (4.4.10) 
Next we formulate the proof in two steps. 


Step 1. We prove that S 1A, = N(0, 1) in distribution as n 一 oo. 
It suffices to show that 


im E{exp(itS™ /A,)} = exp(—t?/2) for any tE R. (4.4.11) 


Since the case of t = 0 is trivial, it needs only to prove the above equality 
for t # 0. Fix t #0. Let J be a positive integer specified later on. Define 
p* and L* to be positive integers such that 


AC, = 3 
DD Pte T (4.4.12) 


(1 — t?/(29))? — exp(—t?/2)|<e/3 foreach j >27". (4.4.13) 

Let N* > M* be a positive integer such that 
N* > 2p* 2%, (4.4.14) 
E(X™) >0 foreach n > N*, (4.4.15) 
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and 
128p*7t? 
ag EXX < tn)? 
ConE(X;"’)? 
Ps 400p**(t? v Itl?) (AR < ta) PT < ay 
Cine nE(Xi”)2: (nE(X\”)2)3/2 
< e/(3n) foreach n> N*. (4.4.16) 


Here, (4.4.16) can be justified by (4.4.9). 
Let N > N* be an arbitrary but fixed integer. Then to prove (4.4.11) 
it suffices to show that 
|E exp(itS\ /Ay) — exp(—t?/2)| < e. (4.4.17) 
Referring to (4.4.14), let L be the positive integer such that 
p* < N/2} < 2p". 
Note that L > L*. Let p be the positive integer such that 
p2” < N < (p+1)27. (4.4.18) 
It is easy to see that 
p* < p< 2p. (4.4.19) 
Let us partition N into disjoint blocks of consecutive integers, leaving 
no gaps between the blocks. The order of the blocks is G(1), G(2),---, with 
p, if j is odd; | 
CardG(j) = $4 [27+"/2], where l is such integer that j/2! (4.4.20) 


is an odd integer if 7 is even. 


Henceforth we shall deal only with the blocks G(1), G(2),---, G(22+! — 1). 
For each l = 1,---, L, there are exactly 247! integers j € {1,2,---,2’+!—1} 
such that 7/2! is an odd integer. Therefore 


L 
Card{G(2) U G(4)U --- UG(22*? — 2)} = XO ah [27+]. (4.4.21) 
l=1 
Hence by (4.4.18) 


L L 

N < 2p +X 27 < alps > 2 Natt?) 
l=1 l=1 

= Card{G(1) U G(2) u - <- U G(27+! ~ 1)} 


Lr 
< N +S 2 Qt Hy, (4.4.22) 
l=1 
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For each j = 1,2,---,2/+! — 1 define 


5 N 
UY)= > x. 
kEG() 


And further, for even integers jı and jz such that 0 < jı < jg < 24t, 
define 


V (ji, j2) = U Gr +1) +U (j1 +3) + +U(j2 — 1). 
If 1 < j < 2l — 1, then for the integer m such that j/2™ is an odd integer, 
we have that m < l and hence (2! + j)/2™ is an odd integer, and hence 
CardG(2 + j) = CardG(j) by (4.4.20). Consequently, if we denote u = 
Card{G(1) U G(2) U --- U G(2!)} and use the notation u + G = {u +g : 
g € G} for sets G of positive integers, we have (by induction on j) that 
G(2 + j) = u + G(j) for j = 1,2,---,2' —1. In particular, if we denote 


G = G(1) UG(3) U --- U G(X — 1) 


and , 
G* = G(2! +1)U G(2! +3)U---U G2} — 1), 


* N N 
then G* =u + G, V (2, 2+1) = Drea Xp) = Deeg XK and V(0,2!) = 
Reg X N The stationarity of the sequence {X (N) k > 1} implies the 
following useful property: 


For each l = 1,---, L, V (0, 2!) and H git ly have the same distribution. 


(4.4.23) 
Hence by a simple calculation for each | = 1,---, L, 
2(1 — p([27*"/?})) BV (0, 2)? 
< EV(0,2!+1)? 
< 2(1 + p([27+"/7])) EV (0, 2')?. (4.4.24) 


Moreover for each l = 1,---, L 


|E exp{itV (0, 2'+1)} — (E exp{itV (0, 2')})| 
< p([27*"/?]) Elexp{itV (0, 2')} — 11? 
< p((27+"/})22 EV (0, 2)? 
< p( [277C 2T EU (1). (4.4.25) 
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In what follows, it should be kept in mind that E( 名))2 > 0 for all 
m > 1 by (4.4.15), the fact N > N* and (4.4.8). By (4.4.24) and induction 


7 


(1 — p([2’"/))) } EU? 


ams 


~ 
II 
pad 


L 
< EV(0, gery < 2" (TI (1 + p( ((27+4/2))) } EU? 
l=1 


and hence 
1 — €/2 <||V(0,2"**)[2/(2"/?||Ui|I2) < 1+ €/2 (4.4.26) 
provided J is large enough. By (4.4.21) and (4.4.8) 
E(U(2) +U (4) +--+» + U(2*+! — 2))? 


L 
be es 
=1 


Also by (4.4.22), U(1) + U(2) +--- +U(2+! — 1) — S\) is the sum of at 
most [$ $ 24+4-"/2) distinct X WW) sg and hence 


POOE VO) 4-400" 1) = Ss"? 


L 
< CI (© 2 aL 
1=1 


Consequently, using (4.4.8), (4.4.12) and (4.4.19) 


V0, 2244) — SK) l2 
<UOLUG) Ue a1 Ss [5 
+ ||U(2) + U(4) +--- +U(2"*! 一 2)| 


L 1/2 
< 201P (9277) xk 
l=1 


£ 1/2 
< 207/724)? (5 2) 1U O2/C2p)"? 
l=1 
< 2Z/2c||Z(D||> /2. (4.4.27) 
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We now come back to (4.4.17). By (4.4.26) and (4.4.27) we have 

T 

27/2\|U(1)|l2 

人 ls lle| 

2/2\|U(1)|l2 27/2||U(1)|l2 

< E , IV (0,24) ~ Sy" ll 

~ 2 24/2\1U(1)Il2 

<e (4.4.28) 


(4.4.28) and (4.4.27) together imply that (4.4.17) is equivalent to 


= |E exp{itV (0, 27+) /(2"/?||U(1)||2} — exp(—t?/2)| <e. (4.4.29) 


Obviously 


D < |E exp{itV (0, 2"+1)/(2"/||U(1)|I2)} 
— (E exp{i(t/2*/3)U (1) /[U 0l} 
+ |(E exp{i(t/2 AU /NU H 一 (1 一 (2)22/22)2| 
+ |(1 ~ (1/2)t?/2")" — exp(—t?/2)]| 
=: el + €2 + €63. 


Using (4.4.25) and the elementary inequality 


m m m 
| II - II za] < 2 lye — zzl, (4.4.30) 
k=1 k=1 k=1 
where ¥1,°*',Ym,21°**;2%m are complex numbers in the closed unit disc, 


we have 


l 


2 工 一/ 2L~ +1 
|(Eexp{iTV(0,2+}) — (Bexp{iTV(0,2)}) | 
< ght (23 "T? C12 7 EU (1)? 
for any T. Hence by induction 
|E exp{iTV(0,2"+1)} — (E exp{iTV (0, 2)})?’ | 


L 
< 2°T?C, EU (1) (1)" Dll (本 放生 
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Letting T = t/(24/?||U(1)||2) and keeping in mind that U(1) = V (0, 2), we 
have r 
el < C Y p([27*"/*)) < €/3 (4.4.31) 
l=1 
provided the constant J is large enough. In order to estimate e2, define 


the event fee i 
Fe = {|X} |= max |X} bk = 1p. 


Put s = t/(24/?||U(1)||2) for simplicity. By (4.4.8) and (4.4.18), 
8? < t?/(2°CopE(X6")?) < W? /(C2N E(X). 
Now we need a fact that for any real numbers z and r, 
|z — r|? A |z — r|? < 4r? + 8(z? A |z|’). 
Using this fact and (4.4.19), (4.4.16) and (4.4.18) we have 
E(|sU(1)|? A |sU(1)|°) 
p 
< YO EIF) (lspX K P A lspXe 四 ) 
k=1 
< p*E(|sX O A ls Xi) 
< p*{4s*(EX11(|Xi| < tw)? 
+ 8E{(s’X71(|Xi| < tw)) A (PIX PIX] < ty))}} 
8t? 
< (00) 1 a ES tw)? 
a aT ))2 
2 X IXa] < tw) , 2°/7le/? 1X P7(1Xa| < 全 
CaNE(X(™))? C3/2N3/2(E(X(N))2)3/2 
128p**t? 
< (EX (|X| Sa 
CoN E(X™))2 
P 400p**(t? V H) pf ZEX <tn) lzl TXi| < tw) \ 
C2 Aci? NE(XM)2 ~ N32(E(X(N))2)3/2 
< ¢/(3N) < e/(3 - 27). 


4 8E{ 


Hence noting (4.4.30) we obtain 


ez < 2"|Bexp(isU(1)) — (1 — 5°°BU(1)")| 
< 2¥E(|sU(1)|? A |sU(1)|°) < ¢/3. (4.4.32) 
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Here we use the inequality about a characteristic function (cf. p.331 in 
Bradley 1988). 
As for e3, by (4.4.13) and noting L > L*, it is clear that 


es < €/3. (4.4.33) 


(4.4.31), (4.4.32) and (4.4.33) together imply (4.4.29). This completes the 
proof of the CLT. 


Step 2. Now we show that 
WwW, => W as 7 一 oo. (4.4.34) 


By Lemma 4.4.2 and (4.4.10) we have 


lim P{ sup |Sin] 一 S > cA,}=0 for any e>0. 
Trees “Otel 


Hence, in order to prove the theorem it suffices (cf. Theorem 4.1 in Billings- 
ley 1968) to show that 


Wi =W as n- oo (4.4.35) 


where W% (t) = So /An. By Theorem 4.0.4, it is enough to prove that for 
anyO<t<1 
A? ([nt])/A2 — t, as n— oo (4.4.36) 


W*(t)?,n > 1} is uniformly integrable, 4.4.37 
n 


and there exists a constant 入 > 1 for any e > 0 such that for all large n 


(n) 2 
P{ max |S] > AAD} < e/X2. (4.4.38) 
We prove that 
4? ([mt])/ A42 (m) — t (4.4.39) 


as m 一 œ uniformly in n > M*, which implies (4.4.36). At first consider 
the case of t = 1/p where p > 2 is an integer. Let q = [m/p], 


om (n) ， 

Yos 5 X; ’ 1=0,1,---,p—1, 
j=iqtl 

Y= yo Xs” 
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Note that 
Az(m) = pA? (q) + JX. EYiY; + EY?. 
ifj 
For i 4 j and integer k > 1, by the Minkowski inequality 
EY:Y;| < 2NYill2l SK” lla + PC 
Hence by (4.4.8) 


(p + 1)?({|S? Il2/An(q) + p(k) + |I¥pIl3/42(@)) 


|A2(m)/A2(q) ~ pl < 
< (p + 1)?((k? + p?)m =? + p(k)) (4.4.40) 


for every m large enough. Choose k such that (p + 1)2p(k) < ¢/2. Then 
for m large enough 


|An(m)/Az([m/p]) — p| < e 
uniformly in n > M*. Therefore as m 一 œo uniformly in n > M* 
An (m)/A;,([m/p]) — p. (4.4.41) 


If t is a rational number, that is, t = q/p for some integers p and q 
with q < p, then 


A? ([mq/p])/A2(m) = whee 2 (ra 
—4/p=t (4.4.42) 


as m — oo uniformly in n > M* by (4.4.41). 
If ¢ is a irrational number, then for any given 0 < e < 1/2, take rational 
number tı > 0 such that 


e/A4<t—ty <e/2. 
By the Minkowski inequality 
|An([mt]) 一 An([mti])| < An([me] — [mty)). (4.4.43) 
Let p = [m/([mt] ~ [mty])]. Then 


1 
ae < m/(mt — mt; +1)-1 


< p < m/(mt — mt; — 1) < 5e7! 
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for m > 20/e. Similarly to the proof of (4.4.40), 
(p—(p + 1)° p(k)) A3 ([mt] — [mty]) 
< An (m) + (p + 1)?A? ([mt] — [mt1]) A} (k) 
+ (p+ 1PE(X™)}. 
Take k such that p(k) < e/24. Then 
An ([mt] — [mt1])/A} (m) 
< 6p} (1 +3(p + 1) (42 (k) + E(X})?)/A2(m)) 
<13e (4.4.44) 


provided m is large enough. Combining (4.4.44) with (4.4.43) and (4.4.42) 
yields (4.4.39). Hence (4.4.36) is proved. 
Now turn to (4.4.37). We have proved in Step 1 that 


(n) 
Sint] 


for any 0 < t < 1. From (4.4.8) and (4.4.4) we have 


/Alnd g N(0,1) as n 一 OO 


(n) alint) 2 4- 
E(Sinq Spt ) Ani 
[nt] 

= An avar (2X Itim] < |Xil < tn)) 


< C207 EOXI ba < [Xi] < tn))/E(X (Xal < ting)) 
= C207 (H (tn) — H (ting))/H (tne) 
— 0, as n— OOo. 


It follows that 
A,([nt])/Ainy — 1, as n 一 oo. 
Therefore sf /An([nt]) £ N (0,1) as n — oo. By a well-known re- 
sult on uniform integrability (e.g. cf. Theorem 5.4 of Billingsley 1968), 
G /An([nt])}? is uniformly integrable and so is Ge, /An)* by (4.4.36). 
Finally we prove (4.4.38). 
Let ln = = exp{ "8"! p(2i)?/3}. Define 


x) = XiI(|Xi| < tn/In) — EXT (|Xil < tn/In), 
XM = XjI(tn/ln < [Xi] < tn) — EX (tn/In < [Kil S te); 


k k 
sf) = Sox) and sf = Ox"? 
i=1 , i=1 
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Obviously. 
P{ max |S] > 6)An} 
1<i<n 
(n) (n) 
< P{ max IS? | > AAn} + P{ max SQ? | > 5AAn} 
= (4.4.45) 
Note that for any integer K > 0 
[logn] | logn) 
5 PIŻ) < K + p285} 5 poe. 
i=1 i=l 
Hence, when l„ 一 oo as n 一 oo, 
[logn] eee [logn] aia 
D i) = of D> PP) 
i=1 i=1 
Therefore, from Lemma 2.2.5, (4.4.2) and Property A4, it follows that 


E|s 5/2 < Cf KA E( XI) )*)5/4 
[log k] én) 
+ kexp{C D> exp) 


i=1 
< C{(kH(tn/ln))°/4 
[log k] 
+ kexp{C > p/*(2)}(tn/In)!7H (tn/tn)} 


< c{(kH(tn)/In)?/4 + kn4/4H(ty)>/4 /In}. 
Using Lemma 4.1.2 we have 


E max [Sep PP < ef(nH(tn))*4/In}(logn)*”. 


Without loss of generality we assume that p(2*) > 1/(ilog?i). Then, 
recalling (4.4.10) we obtain 


E max |S) [5/2 < c(nH(tn))s/ < c45/2. (4.4.46) 


Whence there exists a 入 > 1 such that for each n large enough 


pi < €/X°. (4.4.47) 
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We now estimate po. Let 


rı = [n/la], T2 = [n/1?], 7 一 71 +T, 


dı = |(n - rı)/r], d= [n/r], 


(i+1)r 
Zi = Jr xe 1=0,1,:--,do, 
7 一 2 十 71 十 1 


T(D)=2Y and 有 (2)=> Z, 
j=0 j=0 
ir+rı 
Y= 2 (Xilltn/ln < [Xj] < tr) 
j=ir+1 
— E| X; H (ta/ln < |X;| < tn)), 1=0,1,.…,di. 


It is easy to see that 


. (n) 
Pf max |S | > 5X4n } 


“<P{ max |Ti(1)| > 2AAn} + P{ max |T;(2)| > 2AAn} 


1<i 1<i 
ir+rı 
(ny ~ 1 

a P{ max, 2, [Xj2 |> 34n} 

7] 三 27 十 1 
(nis 2 
+ 2lnP{ max |S;5°| = 2 和 An} 
=: h +h + 134+ Ig. (4.4.48) 


By (4.4.2) and (4.4.10), there is a Xo > 0 such that 


ri E| Xil (tn/ln < |X| < tn) 
< rilat] | H(tn) < AoAn.- 


Hence for A > 89 


baa, al 
ize P{ max pz > An} (4.4.49) 
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and by Lemma 2.2.2 and (4.4.10) 


In <2l PRK I(tn/In < |Xi| < tn) 


~ E|Xi|I(tn/In < |Xil < tn)) > 7A} 


< ¢ln(AAn) 7? r2E X21 (tn/ln < |Xi| < tn) 
< c (AAn) nts H (tn) 
OX IS ely’ (4.4.50) 


provided n is large enough. 
In order to estimate 11, let 


Ga = (2, 0), Gk = 0(Xi,1 <i<r+kr), 
k 
Uo(0) = 0, Ui(k) = 》 E( pal k = 0,1,.…,di, 
j=l 


T*(k) = Tk(1) — Uo(k). 


Obviously 
n < P{ max |T*(6)| > MAn} + P{ max |Uo(i)| > AAn} 
=; 1) pI.: (4.4.51) 


Noting that {T*(z), G;,i = 0,1,---,d,} is a martingale and using the max- 
imal inequality of martingale, we have 


I® < 4(\A,)72ET*(di)21(|T*(di)| > XAn)- (4.4.52) 
We prove below that for every i,k and n, by induction on k 
EU?(k) < Cykrip(ra)? log?(2k)E X71 (tn/In <|Xi]|<tn). (4.4.53) 
If k = 1, from the definition of p-mixing 
EU? (1) = E(Yit1 E(¥i+11Gi)) < p(r2)|[¥iss lll (Yir1|Gi) 2. 


Thus (4.4.53 ) is true for k = 1 by a version of (4.4.8). If k > 2, assume that 
(4.4.53) holds for every integer less than k. Put kı = [k/2], k2 = k — ky. 
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Then 


EU? (k) = EU? (kı) + EU}, ,, (k2) + 2EUi (ki Ui+ i; (k2) 
< EU? (kı) + EU; “rna (Ra) 


+ 2p(r2)|U:(k)ll2|| > 


j=kı+1 
< Cy {ky log?(2k1) + kz log? (2k2) + 2k? ki’ log(2k2)} 
“rip(r2) EX{ I(t n/ln < |X1| < tn) 
< Cy krip(r2)? log?(2k) EX21(tn/In < |X1| < tn) 


by induction assumption. This proves (4.4.53). From it and Lemma 4.1.2, 
we have 
Bomar. Up (i) < 3C1dirip(r2) log’ (2d1)H (tn) 
< cA? p(r2)? log (21,) 
[log n] 


< cA2p( P p(2") ye). 


Also, 
[log n] [log r2] 
D p(2) >》 p(2) + plr)? log(n/re) 
i=1 1=1 
[log ra] [log n] | 
< plr2) Y Ë) + 2p(r2) YE Are 
?一 1 i=1 


from which it follows 
[log n] 
D (2)? = Opr2) 73) as n> ow. 


Therefore we obtain 


E max Uz (i) < c42p(ro)2/3 (4.4.54) 


and further 
I® < eJ)? (4.4.55) 


provided n is large enough. 
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For Jj, having analogue to (4.4.52) and (4.4.55), we can get that for 
large n 
Iz < e/X? + 4(AAn) ET? (2) 
< e/A? + 4C1(AAn) ° d2r2EX?I(tn/ln < |X1| < tn) 
< EJA? + 4C,(AAn) Pnl H (ta) 
< ef A? + eA) < 2e/d?. (4.4.56) 
Now we can come back to I™® ; 
ET* (d,)?1(|T*(dy)| > An) 
1 
< 4ETZ (1)1(|Ta,(1)| > 5 An) + 4EU2 (d1) 
An 
F. 
; ids n)\2 
+ E( >> XG) + EU2(d)) 
i=dər 
< 144(B(S P7119] 2a) 


n n An 
+ B(SK) PT(SpP| > ATS) 


< 36(E(SKD)*1(|9%| >A 


+ ET}, (2) + EU} (dh) + E( 3 XOY): 


i=dər 


By (4.4.10), (4.4.54) and a version of (4.4.8) 


A} (ET3,(2) + EUR (di) + E( > xe ) ) 


i=dor 
< e(n“ "dara + p(r2)?/9) < e(l} + p(ni/?)?/9) 
< «/2000 


for large n. Using the uniform integrability of (si)? /A2,n > 1}, we find 
that 
AZ? E(S))27(|S@™| > X.A,/12) < €/2000 


for each n > 1 provided 入 is large enough. Moreover, by (4.4.46) 
AR E(SuV PLS) | > AAn/12) < 4A-V? ATS EIS 8/2 < cX 2， 


Whence we obtain that there is a constant A; such that for any A > Aq 
and large n 
I® < efX2. (4.4.57) 
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(4.4.55) and (4.4.57) together yield 

Pee) x (4.4.58) 
Proceeding exactly as the proof of (4.4.58), we also have 

Iz < 2e/d? (4.4.59) 


for any large \ and n. 

It follows from (4.4.45), (4.4.47), (4.4.48), (4.4.50), (4.4.56), (4.4.58), 
(4.4.59) that (4.4.38) holds, as desired. This completes the proof of Theo- 
rem 4.4.1. 
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Chapter 5 Weak Convergence for 


y-mixing Sequences 


The CLT of a y-mixing sequence is one of the earlier results for the 
dependent random variables. Ibragimov (1959) gave the following two 
Propositions. 


Proposition 5.0.1. Let {X,,n > 1} be a strictly stationary »- 


mixing sequence of random variables with EX1 = 0, EX? < oo. If 


g'!?(n) < o, 


Me 


3 
Il 
pad 


then A 
o° = EX? +29 EX X; 
j=2 
converges absolutely, and if the condition ø > 0 is added, then S,/a./n 
converges in distribution to N(0, 1). 


Proposition 5.0.2. Let {Xn,n > 1} be a strictly stationary y- 
mixing sequence of random variables with EX, = 0, E|X,|?+° < oo for 
some 6 > 0 and o2 = ES? — oo. Then Sn,/on converges in distribution to 
N(0, 1). 

Since then, the CLT and the WIP for a y-mixing sequence have ever 
been discussed by many authors. Ibragimov-Linnik and Iosifescu have 
raised the following conjectures: 

Conjecture 1 (Ibragimov and Linnik 1971). Let {Xn, n > 1} be 
a strictly stationary y-mixing sequence with EX, = 0, EX? < oo. If 
o2 一 œ as n — œ, then the CLT holds. 

Conjecture 2 (Iosifescu 1977). Let {Xn,n > 1} be as above. Then 
W,, weakly converges to W, where W,,(t) = Sing/ On. 
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Since 1970’s, some mathematicians have obtained many beneficial re- 
sults around these conjectures. Herrndorf (1983b) showed that there exists 
a strictly stationary y-mixing sequence with o2 一 oo, liminfp_,.. 02/n = 
0, conjecture 2 does not hold. Peligrad (1985) proved that these two con- 
jectures hold true under the additional assumption lim, inf o2/n > 0. Thus, 
we can reduce the study of the above conjectures to that of the variances 
of the partial sums. In those two papers they have also given some suffi- 
cient conditions for the CLT and the WIP of a y-mixing sequence when 
the moment of order 2 is finite. We shall introduce these in Section 5.1. 

In Section 5.2, we will discuss the above two conjectures and a general 
conjecture which was raised by Peligrad (1990). 


5.1 The WIP when the moments of order 2 are finite 


Since p(n) < 2y'/?(n), we have the same conclusion as in Theorem 
4.1.1 with EZ; y!/2(2") < œ instead of °°, p(2”) < oo. 
Herrndorf (1983) dropped the condition on the mixing rate. 


Theorem 5.1.1. Let {Xn,n > 1} be a y-mizing sequence with EXn = 
0, EX? < co satisfying 
(i) a =nh(n), where h(n) is slowly varying, 
(ii) limpsoo P{maxi<i<n |Xi| > eon} =0 for any e > 0, 
(iii) {S2,(n)/o2, m > 0, n > 1} is uniformly integrable. 
Then 
Wn => W. 


Proof. We are going to verify the conditions in Theorem 4.0.4. By 
the definition of y-mixing, 


fn E;} - [I Pte 


where E; = {W(ti) — Wn (si) € Bi}, i = 1,---,r are defined in Theorem 
4.0.4, 6 = minz<i<r(si — ti-1) > 0. And hence, {W,,n > 1} has asymp- 
totically independent increments. Moreover, conditions (i) and (iii) imply 
the uniform integrability of {W2(t),n > 1} for each t > 0. Obviously 
EW,,(t) = 0 and EW?(t) — t as n 一 oo by condition (i). In order to show 
the tightness, we need the following lemma. 


< ry([n6]) 一 0 asn-— ov, 
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Lemma 5.1.1. = Let {Xn, n > 1} be a y-mizing sequence. For any 
given positive integer q anda >0,m>0,r>q+1, we have 


1— plq) — max P{|Sm+r — Sm+j| > a} 
q<i<r 
x P{ max |Sm+j 一 Sm| > 3a} 
< P{|Sm+r — Sm| > a} 
+ P{(q — 1) max |Xmt3| > a}. (5.1.1) 


Proof. Denote A; = {|Xm+i| > 3a}, 


Aj = {|Sm+j — Sml > 3a, |Sm+i— Sm| <3a,1<i< 7-1}, 2<9 <r, 
B; = eee = Smig < a}, 1 <j ETE q, 
B;=%, r-q+1<j<r, C = {|Sm+r — Sml > a}. 


It is clear that 


U 4;B; cCU{(@-1) max |Xmes] > a}. 


j=1 


Hence 


P(C) + P{(q— 1) max [Xmas] > af 


a min P(B;)- ola) } > P(4;). (5.1.2) 


Note that 


aR P(B;) 十 pe P{|Sm+r = Snel > a} > 1. 
Inserting these into (5.1.2) implies (5.1.1), as desired. 
In order to prove that {W,,} is tight, it needs only to show that 


li 5 li P Wr — W,,(k6)| > = 0. 
610, 1/6eN 6 O<KEL/E naa (人 (s) (k6)| e} 


(5.1.3) 


126 Chapter 5 Weak Convergence for y-mixing Sequences 


Choose a positive integer q so large that y(q) < 1. For any given e > 0 
and 6 > 0, by condition (iii) we have 


sup sup P{|Sin(j)| > €on/3} 


m>0 1<j<né 
<9e-” sup E(S?, (j)/o7) sup of/02 
m>0,7>1 1<j<né 
= C(e) sup o? Jož. 
1<j<né 


It follows from (i) and Property A4, that 


limlimsup sup o; o?/ J =0. 
610 n-00 1<j<né 


Therefore, there exists a 60 = bo(e) > 0 such that for any 0 < 6 < ĉo(€) 


lim sup sup sup P{|Sm (7)| > eon} 
n=>œ@ m>01<j<nő 


< C(e) < 5(1 — 2(4)). (5.1.4) 


— 


Applying Lemma 5.1.1 for m = [nké6], r = [n(k + 1)6] — [nké], 3a = con, 
from (5.1.4) we obtain that for any 0 < 6 < 69 with 1/6 EN, O < k < 1/6, 


1 
二 (1 一 plq)) limsup P{ sup |W,(s) — W,(k6)| > e} 
2 n=o0 kô<s<(k+1)6 
< limsup P{|Wn((k + 1)6) — Wn (kô)| > e/3} 
: 1 
+ lim sup P{(q — 1) max |X| > con} 


=: h+k (5.1.5) 
For fixed q, it follows from (ii) that Jz = 0. And from (i) 


lim oln(k+1)6]— [nk6]/ On = ô ya. 


nO0 


Thus we have 
Iı < limsup P{|Sin(e+1)6] 一 Sinks] > eon(k41)6] [ng6]/4V6} 
< 16c-26 sup ES?,(n)I(|Sm(n)| > eon/(4V6))/02. 


m>0,n>1 


Combining it with (5.1.5) and condition (iii) implies (5.1.3). The proof of 
Theorem 5.1.1 is completed. 
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Corollary 5.1.1. Let {Xnn > 1} be a p-mizing sequence with EX, = 
0, EX? < œ. If the conditions (i) and (ii) of Theorem 5.1.1 and 
(iv) sup{ES?2,(n)/o2,m>0,n > 1} < oo 
are satisfied, and if {Xnn > 1} obey the CLT, then Wp, => W. 
Proof. From the CLT and (i), it follows that Sj,y/on converges in 
distribution to W(t) for every t > 0. Now let 0 < s < t be given. We shall 


show 
(Sint) — Sins})/On > W(t) -W(s) asn— o. (5.1.6) 


It is obvious that {(Sins)/On, Sint|/On), n > 1} is tight (see Billingsley 1968 
p.41). Hence, it follows from Helly’s theorem that there exists a probability 
measure Q on R? and a subsequence {np} such that 


d 
(Sing s}/Ongs Stnyt}/Ong) amr Q as k — ©. 


Let mi : R? 一 R, i = 1,2, denote the projections. Then 


(Sings]/ Tng» (Sing t] fa Stngs})/ Ong) 4 Q(T, T2 一 TD) as k 一 oo. 


Taking p = p(n) € {0,1,...,[ns]} such that p(n) — œ and p(n)/on — 0 
as n — oo, we have 


(ESE, p(n) (p(n) /on 
< 


p(n)o-! sup(EX?2)/? 一 0 asn—oco. 
j 


Hence it follows that 


(Sings|—p(n,)/ Onn (Sing t] a Slnis]) /ons) 
a Q(m, 72—-™) 1 ask— oo. 
For any Borel sets A,B C R with Q(m, ra — 7) ~1(O(A x B)) = 0, we 
obtain by an application of the mixing condition 
|Q(m1, T2 — 11) (A x B) — Qay*(A)Q(m2 — ™)~*(B)| 
一 jim |P{ Sinz s}-p(nu)/One E A, (Sint) — Sings])/ Tn; E€ B} 
— P{Stnys}—p(ng)/ One E ASP{(Strzt] — Sinss])/Fn € BH 
= 0. 


Hence mı and m2 — mı are Q-independent. Since Qni! = N(0,s) and 
Qrz' = N(0,t), it follows that Q(ra — 7 )~! = N(0,t — s). This proves 
(5.1.6). 
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The remainder of the proof needs only to check (5.1:3). From (5.1.6) 
it follows that 
lim sup P{|W,,((k + 1)6) — W,,(k6)| > €/3} < N(0,6){x: |x| > e/3}. 
(5.1.7) 


Furthermore 


SN(0, 6){z : |el > €/3} 


1 1 
6/276 Pisce p( 26 
2 E 
sapea 
6 Gp) 
< 23V6 1 ee /1856 
TA E V2n 
Now (5.1.5) and (5.1.7) imply (5.1.3). This completes the proof of Corol- 
lary 5.1.1. 


一 0 as 0 一 0. 


Remark 5.1.1. The conditions (i) and (ii) of Theorem 5.1.1 are also 
necessary for the WIP. 

Suppose that W,, weakly converges to W. For 6 > 0 and a function f 
let w(f,6) = sup{|f(z) — f(y)|: 0< z, y <1, |x — y| < 6}. For any e > 0, 
the set {f : f € D[0, 1], w(f, 6) > e} is closed with respect to the uniform 
topology. Hence 


lim sup P{ max |X;| > con} < limsup P{w(W,, 6) > €} 
n> 一 2 一 多 n—0oo 
< P{w(W, 6) >e}—-0 asp 一 0. 


This proves that (ii) holds true. 

In order to prove (i), we show that A(t) := max(1, oi)/t,t > 0, is 
slowly varying. Since a2 一 œ as n 一 00, A(t) = om/t for large t. For 
t € [0, 1] we have 

Sint] / Tint] s N(0, 1), Sint) /on 4 N(0,t) asn > oo. 
Therefore we obtain for every t € [0,1] 
Ofn] Ta —t as n> oo. (5.1.8) 
Moreover (ii) implies Xn /on £, 0. Hence both Sn/on and Sn/on+1 weakly 
converge to N(0,1) and further on,/on+1 一 1. Consequently for t € [0, 1] 


Oftsj/ Titis] — 1 as s> oœ. (5.1.9) 
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From (5.1.8) and (5.1.9), we obtain lim,_,.. h(ts)/h(s) = 1 for every t € 
[0,1]. Hence h is slowly varying. 

Now we can write the following Corollary for the strictly stationary 
case immediately. 


Corollary 5.1.2. Let {Xn,n > 1} be a strictly stationary p-miring 
sequence with EX, = 0, EX? < œ and o2 — oo. Denote 


1 
Yn(t) = (Sing + (nt — [nt]) Xing} +1) 


Then the following assertions are equivalent 

(a) Wn = W, 

(b) Ya = W, 

(c) {Xn} obeys the CLT and (ii) is fulfilled, 

(d) {S2/o02,n > 1} is uniformly integrable and (ii) is fulfilled. 

Proof. Obviously, (a) and (b) are equivalent and (b) implies (c). 
From Theorem 5.4 of Billingsley (1968), it follows that (c) implies (d). 
Finally “(d) implies (a)” follows from Theorem 5.1.1 . 

Peligrad (1985) weakened the conditions of Herrndorf (1983) and gave 
the following theorem. 


Theorem 5.1.2. Let {Xn,n > 1} be a y-mixing sequence with EXn = 
0,EX? < œ. Suppose that the conditions (i), (iv) and the Lindeberg 
condition 

(v) limno oe Di- EX}I(X? > e02) = 0 for any € > 0 are 
satisfied. Then W, => W. 


Remark 5.1.2. If y* = limno y(n) < 1, then (ii) is equivalent to 
n 
>, P{|X:l >eon}—0 for anye > 0 (5.1.10) 
i=1 
and the Lindeberg condition (v) is equivalent to 
2/ 2 
E max X; /on — 0. (5.1.11) 


In fact, (5.1.10) implies (ii) obviously. On the other hand, by (ii) we can 
choose no and po such that 


pi max X? < eo2} 一 (po) 之 a>0 forn>no. (5.1.12) 
1<i<n 
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Therefore for every x > e > 0,n > no and j = 0,1,---,po — 1 we have 


> P{ x3 > zro, max X?< zo2) 
poti<i<n 


2 2 2 2 
+P{X .> £O max Xi < zo?} 
Potd — M apotjsisn + n 


raran P{ Xia 2 Lon} 
2 > P{Xio+y za ron} 
0<i<|(n—j)/po] 


(P{ px X? < a0} = ot) 


>a > PIX Se 2G, js 
O<i<|(n—-J)/po] 


which implies 


3 A 2 Po 2 2 

2 P{X; > toa} < A P{ max X; > paN: (5.1.13) 
Hence we can obtain (5.1.10) from (ii). The fact that (v) implies (5.1.11) 
follows from 


2 
E max Xi /o? 
< < 十 E max X?1(X? > ea2)/a2 for any € > 0. 
<i<n 


Note that, (5.1.12) and further (5.1.13) hold under (5.1.11). Hence, (5.1.11) 
implies that (v) follows from the following well-known relation: for every 
positive integrable random variable X, 


EXI(X >b) =bP(X >b) + i © P(X > a)de. (5.1.14) 


Remark 5.1.3. Utev (1990) showed that for a y-mixing sequence 
{Xn}, the Lindeberg condition (v) implies the CLT. Furthermore, Grin 
(1991) showed that for a stationary y-mixing sequence {Xn} with y(1) < 1, 
there exists a sequence {An } of numbers such that B7 1S, — An 一 N(0,1), 
where B, = sup{z > 0: Var(5 ?1 Xi1(|X;| < z)) > 27}, if and only if 
{Bn} is regularly varying with the exponent 1/2. 

The proof of theorem 5.1.2 needs the following lemmas. First we state 
an analogue of Lemma 2.2.7. 
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Lemma 5.1.2. Let {Yn,n > 1} be a sequence of random variables. 
Denote Tn = $; Yi. If for some b> 0,p EN and ap > 0 


o(p) + max P{Tn — T;| > bao/2} < n <1, (5.1.15) 
Ssn 
then for every a > a9 and n > p the following relations hold: 


1 
P{ max IT| > (1 +b)a} < rop Pll > a) 


1 
+ ——P{ max |Y;| > 
= l<i<n 


1 <i< 2(p — 1) 


and 
P{|T,| > (1 + 2b)a} < re >a} 


1 ba 
十 rrez lY;| > cae (5.1.17) 


For simplicity, denote 


E,X = EXI(X > a). 


Lemma 5.1.3. Let {Yn,n > 1} be a sequence of random variables 
satisfying (5.1.15). Then for every A > aé we have 


n 
1—7 
2p(1+2b)\2 1 2 
+ ( 5 ) 7 y F A(/2p)? mork : 


EaT? 


Ev +20)2aT, <(1 + 26)? 


Proof. By (5.1.14) and a change of variables one obtains 
Hc 425)2aT2 =(1 + 20)? AP{T2 > (1 + 26)24} 
+ (1 + 2b)? f P{T? > (1 + 2b)?y}dy. 
A 


The lemma follows by (5.1.17) and then (5.1.14) again. 
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Lemma 5.1.4. Let {Xn,n > 1} be a centered sequence such that y* < 
1/4 and {maxi<i<n EX?/02,n > 1} is bounded. Then 


{ max E(Sn 一 5i)2/a2 sn >i} 


is bounded as well. 
Proof. Let p be an integer such that (p) < 1/4. We have 


max E(Sn — Sj)? < max E(Sn-— Si) + p° max EX?. (5.1.18) 
1<i< 1<i<n—p 1<i<n 


For every i < n — p we also have 


salla — S: + (Su — Si4p)lal < p max [Xl 


By Lemma 1.2.8, we have 


ISi + (Sn—Sitp)lle 
> (1 — 2p'/?(p))'/?(02 + E(Sn 一 Sitp)?)”?. 


Therefore 
L 9,1/2/ NN -1/2 ; 
oi < (1 — 2“ (p)) (on +p max | Xill2) 


for every i < n — p. Whence, from (5.1.18) 
_ 9.)2/ 42 
War Elon Siy /aa 
< 2+4(1 — 2p'/?(p))7 


+ p°(1 + 4(1 ~ 20"?(p)) >) max BX?/0? 
<i<n 


as desired. 


Lemma 5.1.5. Let {Xn,n > 1} be a centered sequence with ¢* < 1/4. 
Then {maxi<i<n $?/02,n > 1} is uniformly integrable if and only if 
{maxi<i<n X?/02,n > 1} is uniformly integrable. 

proof. First, because 


P{ max |X| > 2x0, < PL m max x |S: | > zon} (5.1.19) 


for any x > 0, one of the implications follows by the relation (5.1.14). 
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We prove the part of “if”, and hence, assume that {maxi<i<n Xelos, 
n > 1} is uniformly integrable. By the Chebyshev inequality and by 
Lemma 5.1.4 for any b > 0 


Jim sup max P{(S, — S;)? > (b/2)*to2} = 0. (5.1.20) 


t 一 co n 


By ¢* < 1/4 and (5.1.20), we can find some constants b > 0,n < 1/2,p EN 
and ao E€ R such that 


(1+ 2b)?n/(1—n) <1 (5.1.21) 
and 
o(p) + max P{(Sn — Si)” >(b/2) agon} < n 
for everyn > 1. (5.1.22) 
From Lemma 5.1.3 and (5.1.21), (5.1.22) it follows that 


Paa) < (1 + 2b)? 1 a -4(22) 
n n 


2 
+ Gee 1 y F A(/2p)? 2( max 元 


for any A > a and every n > 1. Taking the supremum on n in this 
relation and noting that sup,, £4(S2/o2) is decreasing in A and that 
{maxi <i<n(X?/o02),n > 1} is uniformly integrable, we obtain 

S? 
dim sup Ea (3 =). 
=A o, 


>00 n 


S2 
: n < 2 
jim sup Ea( =) < (1 + 26) i 


Whence it follows by (5.1.21), (5.1.22) that {S52/02,n > 1} is uniformly in- 
tegrable. This implies by (5.1.16) and (5.1.14) that {maxi<i<n $2/02,n > 
1} is uniformly integrable. 


Proof of Theorem 5.1.2. By the proof of Theorem 5.1.1, {W,,,n > 
1} also has asymptotically independent increments. By Remark 5.1.2 it 
follows that {max1<j<n(X?/o7),n > 1} is uniformly integrable under the 
Lindeberg condition. Whence {W232(t),n > 1} is uniformly integrable for 
each t by (i) and Lemma 5.1.5. Moreover, EW,,(t) = 0 and EW2(t) — t 
as n — oo by (i) again. 

For the tightness condition of {W,,,n > 1}, from the proof of Theorem 
8.3 of Billingsley (1968), it suffices to show 


[1/6]—1 


lim li Wr n(t6 = 0. 5.1.23 
5-50 ees 2 a (s Me Wali ) 四 e} ( ) 
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For every 0 <i < 1/6 — 1 denote 


(i+1)nó 
fi = film, 8, a) = e > [> 5 > 5a" ?oo 
By the Chebyshev inequality we have 
(z 十 1)m6 


21 2 
hs (5) I ms yng EL 3 Xx) /on 


By (i), (iv) and the properties of a slowly varying function that follows 
from the Karamata representation (see Appendix) we obtain 


lim li = 0. 5.1.24 
J a nee 


Choose p and b such that 
(p)(1 + 2b)°/(1 — p(p)) < 1 


and choose 60 and no such that for any 6 < 69 and n > ng 


ad, aero 
y(p) + ae fi =n! (n,6,a):=7! <1. (5.1.25) 


From (5.1.25) and Lemma 5.1.3 we obtain for every 0 < i < 1/6 — 1 
2 
Ea+2)2a(( 5 X;) /02) 
ni6<j<n(i+1)6 


2 Xj ) 2 


On 


2 
i 人 = > Bupa (E). (5.1.26) 
b LD Vicjen(it)s 


1 
<(1 + 2b)" Bal 


Noting conditions (i) and (iv), for fixed 6 > 0 we have 
[1/6]—1 


lim sup ye E( >》 ， X) /02 


i=0 ni <j <n(i+1)6 


= = O(limsup 3 oftng]/ Ta ) = O(1). 


i<1/6 


Denote 


[1/6]—1 n 
l(a) = lim sup lim sup 5 Ea ( 5 X;) /a2 . 
0 一 0 ”cs i20 ni6<7T<mn(i 十 1)5 
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From (5.1.26), (5.1.24) and condition (v) we obtain 


(1 + 2b)° pp) 
1 — (p) Ka) 


Since l(a) is a decreasing function in a, and [(1 + 2b)*p(p)|/(1—y(p)) < 1, 
we obtain limg_,9 l(a) = 0. Hence l(a) = 0 for every a > 0, which implies 


1((1 + 2b)?a) < for everya > 0. 


[1/6}~1 
lim sup lim sup y P(| 5 x,| > eon) =0 
2 一 0 n>% j=0 mni5<7T<nm(i 十 1)5 


for any £ > 0. The relation (5.1.23) follows now by (5.1.16), (v) and 
(5.1.24). The proof of Theorem 5.1.2 is completed. 
Particularly, by Theorem 5.1.2 we have the following corollaries. 


Corollary 5.1.3. Let {Xn,n > 1} be a stationary y-mizing sequence 
with EX, = 0, EX? < c,0% — œ and the Lindeberg condition (v) is 
satisfied. Then Wn => W. 


Corollary 5.1.4. Let {Xn,n > 1} be a strictly stationary p-mizing 
sequence with EX, = 0, EX? < œ, 02 — œ and for anye > 0 


lim EXU (X > eon) = 0. (5.1.27) 


Then W,, => W. 


A special case of Corollary 5.1.4 is 


Corollary 5.1.5. Let {Xn,n > 1} be a scaly stationary p-mixing 
sequence with EX, = 0, EX? < œ and liminf, o2/n > 0. Then W, => 
W. 


Remark 5.1.4. Peligrad (1985) pointed out that in some cases the 
Lindeberg condition (v) also is necessary: If {X,,n > 1} is a y-mixing 
sequence such that W,, => W, o2 — oo and y(1) < 1, then the Lindeberg 
condition (v) is satisfied. 

In fact, by Remark 5.1.1 we have ø? = ih(i), where h is a slowly varying 
function on Rt, whence, 


{ max E(Sn — Si} /oż,n > 1} 
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is bounded. So there exists a tg > 0 such that for every n 


y(1) + max P{|S, — S;| > toon} <e< 1. 
1<i<n 


Then by the proof of Lemma 2.2.7 for any z > tå and for each n € N, we 
have 


1 
2 2，< — P{ S? Aa .1. 
P{ max S; > 4z02) ae -PtSn > zon} (5.1.28) 


On the other hand, the weak convergence to W implies the uniform inte- 
grability of {S$2/02,n > 1}. This fact together with (5.1.28) and (5.1.14) 
implies {maxi<i<n S?/o2,n > 1} is uniformly integrable. By Lemma 5.1.5 
{maxi<i<n X?/o2,n > 1} is also uniformly integrable. From Remark 5.1.1 
we have 


im P{ max |X;| > con} =0 for any e > 0. 


Hence we obtain (5.1.11) since {maxi<i<n X?/o2,n > 1} is uniformly in- 
tegrable. By Remark 5.1.2, (v) is a necessary condition for the weak con- 
vergence to W. 


5.2 The Ibragimov-Linnik-Iosifescu conjecture 


We have showed in Corollary 5.1.5 that the Iosifescu conjecture is true 
under the assumption lim inf o2/n > 0. But Herrndorf (1983b) showed by 
an example that the Iosifescu conjecture does not hold true if lim inf o2 /n = 
0. 


Example 5.2.1. Assume that {n,n > 1} be a strictly stationary 


2 
y-mixing sequence with En, = 0, En? < œ, r? = E(X ni) 一 œ, 


lim inf 72/n = 0. If {m,n > 1} does not satisfies the WIP, then we can 
take Xn = mn for n € N. Suppose that {nn,n > 1} satisfies the WIP. Let 
{an,n > 0} be a sequence of independent identically distributed random 
variables, which are independent of {n,} and satisfy 

P{ao 一 akTm } = bn, fork € N, 


P{ao =0}=1-— 》 beng’, (5.2.1) 
k 


where the positive integers nı < ng < ng <---, and the sequences of real 
numbers {ap}, {bx} with ak — 00, bp — oo such that 


》 bkn,’ < 1/2, 》 ,akT2 ben, < 00. (5.2.2) 
k k 
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( For instance, from 72 /n — 0, we can choose mk such that ae. nz! "e a 
and nz to be increasing, ap = k, by = 2*.) (5.2.1) and (5.2.2) imply 
Ea? < œ, P(ao = 0) > 1/2. Now, define 


Xn = Mn + Qn — An-1- (5.2.3) 
Denote Sn = S07) Xj, Tn = jai nj We have 
Sn = Tn + An — Qo. (5.2.4) 


It is clear that {Xn, n > 1} is a strictly stationary y-mixing sequence with 
EX, = 0, EX? < œ, and 


02/7? 1. (5.2.5) 
For n, m > 1 we can write 
Snim — Sm\2 
(= =) 
< 2 (T)? + (Seem Se)" (5.2.6) 


It is well-known that if {nn} satisfies the WIP, then {(Tn4m—Tm)*/72,m > 
0,n > 1} is uniformly integrable. Thus, from (5.2.6), (5.2.5) and 
I|(@n4+m — m)/On|l2 < 2|laoll2/on > 9, (5.2.7) 


it follows that {(Snim — Sm)?/02, m > 0,n > 1} is also uniformly inte- 
grable. Since {n,} satisfies the WIP and the random vector 


l a P 
On 1 (Sinti) E Sinta) ) — Th iia as sdra) 一 0 
for any 0 < tı < ++» < te < 1, (nl Wing) converges weakly to 
Wal,, Where W,,(t) = Stni}/On. We shall show that W,, does not weakly 
converge to W. For t > 0 we have 


P{ max, IS > ton} 


> P{ max la; 一 ao| > 2ton} 一 P{ max \T;| > ton}, (5.2.8) 


1<i< 


P{ Ad lai 一 a| > 2ton} 


> P{ao = 0, max la;| > 2ton} 


IV 


Soe N| 一 


is } 
Hi |a;| > 2ton 


(1 — (P{lao| < 2ton})”) 


IV 
N| me 


exp(—nP{|ao| > 2ton}). (5.2.9) 
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Using (5.2.9), (5.2.5), ap 一 oo, (5.2.1) and bk 一 oo, we obtain 


lim su Pf max |a; — Qo| > 2ta \ 
mae max | a ol Z n 


1 1 1 
> Ja 5 im expl—ngkbk/Nnk) = 5° 


Since {n,} fulfills the WIP and (5.2.5), we can choose to > 0 with 


lim sup P{ max |T;| > toon} < 1/4. 
n= l1<i<n 
Then (5.2.8) and (5.2.9) imply: 
limsup P{ max |S;| > ton } > for every t > to 
n—0o0 iI<ign ”一 一 4 mate 


whence {Xn,n > 1} does not satisfy the WIP. 

Furthermore, Peligrad (1990) pointed out that conjectures 1 and 2 are 
not the most general results which one can expect for a y-mixing sequence. 
After comprehensive survey of the relevant works, she showed that the 
following conjecture might be true. 


Conjecture 3 (Peligrad 1990). Let {X,,n > 1} be a strictly sta- 
tionary centered y-mixing sequence satisfying: 


H (2x) := EX?I(|Xı| < £) is slowly varying as z 一 oo (5.2.10) 
and y(1) < 1. Then W, weakly converges to W, where 
Walt) = Sing /((0/2) bn) = OS ES 1, 
bn = E|S,,|. 


Remark 5.2.1. There are at least two situations of interest when 
it is easy to verify (5.2.10). One is EX? < oo, and the other is that 
P(|X,| > x) is regularly varying with the exponent —2, i.e., 


P(|X,| > z) = 1/(27h(z)), (5.2.11) 


where h(x) is slowly varying as x 一 oo. 
In fact, we can rewrite P(|X,| > x) = h(x)/z?. By the partial integra- 
tion we have 


H(a) =~ | PaP >») 


= -h(x) + f (yy dy. 
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By the Karamata representation (see Theorem A1), we can choose zı = 
21(Z) < x such that 
lim sup sup h(y)/h(z) = 
TH00 zı <y<a 
Jim zx/z1(7) = 00. 
So that 
: -1 7 -1 1 -1 
[ my dy > [hay tay > Zhe) loglezr’). 
21 


Then 
H(2) = (1-+0(1)) | hlw)y dy 


For any given k > 0 we have 


[hw dy < 2008 nls) = of [7 hojas): 


It follows that 
Jim H(kx)/H(x) = 


Peligrad (1990) proved that Conjecture 3 is true under condition (5.2.11). 
Theorem 5.2.1. Let {Xn,n > 1} be a centered, strictly stationary 
p-mizing sequence satisfying (5.2.11) and y(1) < 1. Then 
W, => W. 


The proof of Theorem 5.2.1 will not be presented here. 


Chapter 6 Weak Convergence for 
Mixing Random Fields 


There are two kinds of definitions of mixing dependence for a ran- 
dom field. One is a natural generalization from the classical case, the 
sequence of dependent random variables, to the dependent random field, 
which has been discussed by Bulinskii-Zurbenko (1981), Gorodezkii (1982, 
1984), Bolthausen (1982), Nahapetian (1987), Bradley (1992), Donkhan 
and Guyon (1991), Guyon(1992) and Donkhan (1994), etc. Another is ap- 
peared in the study of set-index partial sum process for weakly dependent 
random fields, which has been discussed by Goldie and Greenwood (1986 
a,b), Chen (1991) and Lu (1995), etc. We shall introduce the first case in 
Section 6.1 and the second case in Sections 6.2 and 6.3 respectively. 


6.1 The CLT for mixing random fields 


A natural generalization from an a-mixing sequence to an a-mixing 
random field has been discussed by some mathematicians. 
A random field {&;,t € Zf}, d > 1, is said to be a,-mixing, if 


am n(r) = sup{|P(AB) — P(A)P(B)|: A € oy, B € ov, 
U,V C Zf, |U| < m,|V| <n,d(U,V) > r} 
一 0 as 7 一 oo， (6.1.1) 


where d(U,V) = inf{d(t,s) : t € U, s € V}, d(t,s) = maxı<i<a |ti 一 
si m,n € NU {oo}, oa = o{&, t € A}, |A| is the number of elements of 
A. 
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For some subsets A j =1,-:-,k, of d-dimensional cube J, = [—n, nJ?, 
denote 
. = 2 
S(n,j) =o, Boe on = VarSj,, 
3 


Sra XY Ch Pex, |I| < œ, 
tel 


M, = | E ll pitS(nj) _ I E esed, 


j=l j=l 
k 
Fe 人 = 六/ ISP Pdo), e820. (6.1.2) 
Sj sn)lze 


Nahapetian (1987) proved the following conclusion, which is a gener- 
alization of Theorem 3.2.1. 


Theorem 6.1.1. Let {Xt,t € Z%} be a strictly stationary a,.-mixing 
random field with EX, = 0, E|Xt|?+ < co for some 6 > 0. If for some 
T>O, 

(i) Ommn(r) < f(m)n7a(r), where f(m) is a non-negative function, 
m € NU {oo}; 


lü) Se rt la6/2+5(r) < co, alr) = o(r~@7+)4), 7 — œ, 
then 
o = 》 EXoXt < œ, 
tez¢ 
and ifo £0, we have 
Sy, /on & N(0,1). (6.1.3) 


The proof of Theorem 6.1.1 will need some lemmas. It is clear from 
the proof of Lemma 1.2.3 that we have 


Lemma 6.1.1. Let random variables X and Y be measurable with 
respect to o-fields oy and oy respectively, |U| < m, |V| < n, d(U,V) > 
r, E|X|P < œ, E|Y|% < œ, p,q > 1, pt+q! <1. Then 

|[EXY — EXEY| < c(E|X|P)"P(E|Y |0) talz -T (r). 
Particularly, if |X| < C1 a.s., |Y | < Co a.s., we have 


|EXY — EXEY| < cC1C2am,n(r). 
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Lemma 6.1.2. Let &1,---,& be a sequence of random vectors, |E I 
x| <00o, t=1,---,n-1, |£&|<1,i=1,---,n. Then 


BIE - [I z6, 
n—-l n 
<E D EE- -1 


i=1 j=i+1 
x |] é&- El- DEl -1) J] él. (6.1.4) 
s=ņj+1 s=jt+l 


Proof. Obviously, we have 


ETI & - [I 6| < < Tee IL & -E&E TI sl (6.1.5) 
s=1 s=1 


j=i41 7 一 ?十 1 
Moreover 
Ine: JI & -EGE TI | 
j=i+1 j=i+1 
< [ECE — 1)(€41 — 1) I] 5 
j=i+2 
- E(& - DE(én -1) JI &| 
j=i+2 
+ [ECE — Déit2 Il &- El& - 1)Eċ+2 [I gj. 
523 gi 


By this recursive process, we obtain 


lve, JI & -zee JI 6 


G j=i+1 


< © at- de-)) 


j=i+1 
x Il 名 去 — 1)E(€; —1) ) TI ĉl, (6.1.6) 
s=j+1 s=j+1 


inserting (6.1.6) into (6.1.5) yields (6.1.4). 


144 Chapter 6 Weak Convergence for Mixing Random Fields 


Proof of Theorem 6.1.1. 
Let p = p(n), q = q(n) be the positive integers such that 


DQ70, p=o(n), g=o(p)asn 一 oo. 
Denote 


k = k(n) = [2n/(p +4)], 


pa dtimes 
In =|) n), I= Inx Inxx In. 
j=0 


Then 7d consists of k? d-dimensional cubes with side p. For given n, we 
denote these k = k? d-dimensional cubes by A PST tee Ry ie. 


k 
d (n) 
PVA 
j=1 


Put An = Jn\I¢. By Bernstein’s blocking technique, we need only to prove 
1) o}?VarS4„, — 0, 
2) Mk —> 0, De VarS(n, 7) — 1 and for any given £ > 0 


[p(e,6) 70, asn—oo. 


From E|X,|?+° < 00, E22; r4-1a4/(+8)(r) < co and Lemma 6.1.1, it 
follows that ø? is finite and VarS; ~ o?|J| for any d-dimensional cube J 
with |Z| < oo. Therefore we have 07, ?VarS4, — 0 and 


k 
5 VarS(n, j) = kon Var sim) 
j=l 


k 
= Garey ne ee 


It also permit us to prove 2) only for the bounded random field (cf. Ibrag- 
imov and Linnik 1971, the proofs of Theorems 18.5.3 and 18.5.4). 
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Now we prove Mp — 0. From (6.1.5) it follows that 


Mk < S| pets i eitS(nm) _ reitS(n,3) 万 il Sn 
ose MEP m=j+1 


< Dee — 1 — itS(n, j) 


ES t 5 ) eitS(n, m) 


m=jt1 


ee Ca PSG É s(n, 让) )E ll eftS(nim)| 


m=j+1 
+ |t| Sesi n, j) ll etts (nm) 
m=j+1 
E ES(n,j)E ll ie) 
m=j+1 
Jais S Pst n, j)? T eitS(n,m) 
m=j+1 | 
ES(n,j)°E i erin) 
m=j+1 
t2 
=; 了 1 + |t|T> 十 了 43. (6.1.7) 
Take p = o(n'/2), we have 
ee S 3 
Ti S277 5 E|S(n, j)| 
a 
n d 3 
< ec| 引 (一 E|S in 
< elt? (DoR EIS yo 
Nd 
< P Cn (n3)? 54 ES? n) 
p d 
< P(A) +0, n>. (6.1.8) 
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Using the proof of inequality (6.1.4) we have 


k-1 k k 
T> < Y > ExXs II eitS (nm) — EXsE I] eftS(nm)| 


j=l sea ™ m=j+1 m=j+1 
J 
k-1 k | k l 
< or1 > > | EXs( eitS(nm) _ 1) Il eitS(n,r) 
j=l sea”) m=j+1 r=m+1 


k 
at EXsE(eits(™m) mot 1) I etts (nr) 
r=m+1 


i (6.1.9) 


Noting |Xs| < Co, |e#5(™™) — 1| < cpt/on a.s. and applying Lemma 
6.1.1 in (6.1.9) we obtain 


k—-1 k 
Tse E Y onld, AM)) 
j=l gear) m=j+ 


k-1 k 
< epi famn oE > (dA, A”) 
j=1 m=j+1 


k 
< cp2dnrdprd y a(d(A™, A”) 
j=l 


< epini Y > a(d(ay”, Ay”) 
I= (1-1) q<d(A™ A) <lq 


< cp'n™ 5 It a(1q). 
l=1 


From condition (ii) of Theorem 6.1.1 it follows that 


d, rd -(2r+1)d $ B(lq) 
Tz < cp*n™q 2 (6.1.10) 
l=1 


where B(n) = a(n)n@7+1)4, Since (n) 一 0 as n 一 0 we can take p = 
p(n) = o(n/?), p(n) 一 co as n — œ and q = q(n) 一 co q = o(p) such 
that the right hand side of (6.1.10) approaches zero. 
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Now we estimate T3. 


k~1 k 
Ts < o7? > 3 | EX;Xu Il eitS(n,m) 


j=l 5 uca ™ m=j+1 
g J 


k 
- EXsXuE [J 690m] 


m=j+1 
k~-1 k k 
一 2 itS(n,j+1 itS(n, 
cot E D Exx) 直 eso 
j=l m=j+1 suca ™ m=j+2 


k 
= EX,XyE(e3 (st) =i) II gestum] 


m=j+2 

2d „d k-1 k 

p p n n 
<TD GA A) 

j=1 m=j+1 

pt nya de dl 
< oaa hp) VO Ys" ale) 

2d,,Td 

pn" B(q) 
S “ma750Grr09 一 as n 一 OO. (6.1.11) 


Combining (6.1.7)-(6.1.11) yields that Mi 一 0 as n 一 co. 
Finally, we prove Lx(e,6$) 一 0. Noting that the stationarity of {&}, 
we have 


d 
Lx (e, 6) < c(=) La 


S 四 |2+5P(dw 
[Saml Pldw) 


之 
Sa |>eon 


-d 
< c(ns/2p) | [Sam |^2+6 P(dw). 


IS) |>eon 


There exist p = p(n) 一 œ, p(n) = o(n), and q = q(n) 一 œ, q = 
o(p) as n — oo such that the right hand of the above inequality ap- 
proaches zero. This completes the proof of Theorem 6.1.1. 


Remark 6.1.1. In the above definition of a,-mixing, the positions 
of set U and V are symmetric, so the assumption: 


am nlr) < f(m)n7a(r) 


in the condition (i) is not very reasonable. The random field {Xt,t € 2Z4} 
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is said to be a-mixing, if 
a(r) = sup{|P(AB) — P(A)P(B)|: A € ov, B € ov, 
U,V C Z4,d(U,V) > r} 
一 0 as 7 一 oo， (6.1.12) 


A more general result was given by Lu (1995)，which is a generalization of 
Theorem 3.2.3 to a-mixing random fields. 


Theorem 6.1.2. Let {Xt,t € ZÍ} be an a-mizing random field with 
EXt =0, EX? < oo. If there exists ag € G such that 


sup Eg(|Xt|) < co, Yea ) < œ, (6.1.13) 
t 
lim Var$;, /né =o’ > 0. (6.1.14) 
Then 
Wn => W 


where Wn (t) = Syntj/on, 0<t <1. 
The proof of Theorem 6.1.2 is similar to that of Theorem 3.2.3. 


Remark 6.1.2. A similar theorem for non-stationary random fields 
has been discussed by Guyon (1992). The central limit theorem for a- 
mixing random fields with continuous parameters has been discussed by 
Gorodezkii (1984), Zhurbenko (1984), etc, and the weak invariance princi- 
ple for this case has also been given there. 

Bradley (1992) proved the CLT of strictly stationary random fields 
under the “unrestricted p-mixing” condition and just finite or “barely in- 
finite” second moments. No mixing rate is assumed. Let {ftt, t € Z?} be a 
strictly stationary random field. For any nonempty disjoint sets S, D C Z$, 
put ' 
P(S, D) = p(o(&,k € 5), o(&,k € D)). 
For each r > 1, define 

p*(r) = sup p(S, D), 


where the sup is taken over all pairs of nonempty disjoint subsets S, D C Z$ 
such that d(S, D) > r. Denote 


L:= L™ = (1,---, 1) Ent, 5 = >> &. 
1<t< L 
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Bradley (1992) proved the following theorem. 


Theorem 6.1.3. Let {Xit,t € Z7} be a centered strictly stationary ran- 
dom field with 0 < EXé < oo, p*(r) — 0 asr 一 oo and the continuous 
positive spectral density f(-) on TŻ, satisfying f(1,---,1) > 0, where T de- 


notes the unit circle in the complex plane. Then as || L™® || = 1 zr 1 一 


co one has that ||S(€,L)||z > œ and S(€, L)/||S(é, L)||2 4 N(0, 1). 
The proof of Theorem 6.1.3 will not be presented here. 


6.2 Convergence of finite dimensional distributions 


Denote 


= {j = (j1/n, jo/n,--+,ja/n): jr, jz, ja € {1,2,.…,n}}, 
Caj = G-—n"1,5), 
(a, b] = {(21, £2, ++, £d) : a; < zi < bi, i = 1,2,---, d}, 
T? = {(a,b] : a,b € [0, 1]*}. 


Let {é&, j JE Ira, n> 1} be a triangular array field. It is easy to see 
that a random field {é, t € Z} on a d-dimensional integer lattice is 
a special case of a triangular array random field {&,j, j E Jn,n > 1}, 
if we write €,; = nj, nj = (J1,J2,°-+,Ja). Now from a random field 
{énj, J © Jn n = 1} we form the set-indexed partial-sum process of the 
n-th level as 


E 4ncC | 
Zn( nS: Ta (Enj Enj) A€B%,nEN, (6.2.1) 
jen nj 
where | - | is Lebesgue measure and Bd is the class of Borel sets of [0, 1]?. 
For the random field {€,t € Z}, correspondingly, define 
Z,(A) =n~4? >》 |AN CH (Et — B&) (6.2.1) 


tezi 


where A/n? € BY, Cy =(t—1,t),t = (ti, te,---, ta), ti E Z. 
In Sections 6.2 and 6.3, we prove the weak convergence of Zn to a 
Wiener process W, restricting its domain of definition to a subset of B? 
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satisfying a metric-entropy bound. We also impose moment and mixing 
conditions on the {én,j}. Let x > 0. 


Definition 6.2.1. The random field {€,j, j € Jn} is said to be 
a-mixing if a(nz) — 0 as n — oo, where 


a(nz) = sup sup |P(AB)— P(A) P(B). 
IL, IC In 4ec(6 j JET) 
Anaa Beo(E, JE) 


Definition 6.2.2. The random field {€,j, j € Jn, } is said to be 
p-mixing if p(nz) — 0 as n — oo, where 
ICov(X,Y)] 


p(nx) = sup sup ——— 
LJCIn X€Le(o(E, jjeD) V VarX VarY 
d(I,J)>x YeLa(o(€, jd€)) 


and L2(F) is the set of L random variables measurable with respect to 
F. 


Definition 6.2.3. The random field {€,;, j € Jn} is said to be 
symmetric p-mixing if p(nz) — 0 as n — oo, where 
p(nz)= sup sup__max(|P(A|B) — P(A)|, |P(B|A) — P(B))). 
LIJCIn 4ec( j JEL) 
ai ,J)2e Bec(e j JEJ) 
P(A)P(B)>0 


Definition 6.2.4. The random field {é&,j, j € Jn} is said to be 
absolutely regular if B(nz) — 0 as n — oo, where 


B(nz) = sup IL(En55 ETU J) 
I, JCIn d(I, J)2£ 


=x LE. isd E DLlénj j E J)||Var 


L(E(-)) is the distribution law of {€(-)} and ||- ||var is variation norm. 
It is clear that 


a(nz) < p(nz) < 2y(nz), a(nz) < B(nz) < (nz). (6.2.2) 


Next, we introduce the metric entropy condition. We say that Borel 
sets A, B in Bd are equivalent if |AAB| = 0, and denote the set of equiva- 
lence classes by €. Define dz (A, B) = |AAB|, it can be proved that dz/(-, -) 
is a metric on E. The set € forms a complete metric space under dz. 
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Definition 6.2.5. A subset A of € is called totally bounded with 
inclusion, if for every 6 > 0 there is a finite set As C €, such that for every 
A E€ A there exist At, A~ € As with AT C AC At and |At \ A7| < ô. 

Note that As is a 6-net with respect to dz for A. 

Let A be a totally bounded subset of €. Its closure A is complete 
and totally bounded, hence compact. Let C(A) be the space of continous 
functions on A with the sup norm || - ||. Because A is compact, C(A) is 
separable. Thus C(A) is a complete, separable metric space. Let CA(A) be 
the set of everywhere additive elements of C(A), namely, elements f such 
that f(AUB) = f(A)+f(B)—f(ANB) whenever A,B, AUB, ANB € A. 
It can be shown that for fixed w,Z,(-) € CA(A), ie. Z, are random 
elements of CA(A). A standard Wiener process on A is a random element 
W of CA(A) whose finite dimensional laws are Gaussian with EW(A) = 
0, EW(A)W(B) = |AN B|. In order that W should exist it is necessary 


(see Dudley 1973) that A satisfies a metric entropy condition. 


Definition 6.2.6. Let A bea totally bounded subset of E, As be the 
smallest 6-net of A. Denote 


N(6, A) = Card As, H(6) = log N(6, A). 


A is said to satisfy a metric entropy condition, or a convergent entropy 


integral, if 
1, H(8)\ 1/2 
LE) dé < œ. (6.2.3) 


Define the exponent of metric entropy of A, denoted by r := inf{s, s > 
0, H(6) = O(6-*) as 6 > 0}. If r < 1, then (6.2.3) holds. 


Remark 6.2.1. Some examples of classes of sets which satisfy the 
metric entropy condition are as follows: 

If C? denotes the convex subsets of [0,1]4, then r = (d — 1)/2 (see 
Dudley 1974). 

If T? = {(a,b] : a,b € [0,1]f} as above, then r = 0. 

If Pdm denotes the family of all polygonal regions of [0,1]? with no 
more than m vertices, then r = 0 (see Erickson 1981). 

If Ef denotes the sets of all ellipsoidal regions in [0, 1], then r = 0 (see 
Gaeussler 1983). 

For the Vapnik-Cervonenkis class V that includes the above three ex- 
amples, it is known that N(6,V,d,) = Card Vs < c6é~” for some c and 
v > 0 (Dudley 1978). 

When {&, t € Z%} is independent, the weak convergence of Z, to 
W has been studied by Bass and Pyke (1984, 1985), Alexander and Pyke 
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(1986), Lu (1992), etc. For the mixing random field {&, j, je Jn, n > 
1}, the weak convergence of Zn to W was first discussed by Goldie and 
Greenwood (1986a, b). They proved the following theorem. 


Theorem 6.2.1. Assume that EG, j =0, and 
(i) forsomes> 2, {nEn jj E€ In, n > 1} is uniformly integrable; 
(ii) the exponent r of metric entropy (with inclusion) of A satisfies 
r<i; 
(iii) B(nz)= O((nz)?) as nz 一 oo, the exponent b of absolute regu- 
larity satisfies b > ds/(s — 2) and b > d(1 +r)/(1 — r); 
(iv) the symmetric p-mizing coefficients satisfy 


erd 1/2 (2in -1) < 00; 


(v) for any null family {Dn,0 < h < ho} in T? (a null family is a 
collection such that Dp, C Dy forh < h’ and |Dp| = k for each h), 


2 (Dn) 
aa 1) =0. 
[Da] | 
Then Zn converges weakly in CA(A) to W. 
For a random field {&,t € Zt}, the versions of Definitions 6.2.1, 6.2.2, 


6.2.3 and 6.2.4 are as follows: 


lim lim sup a 
hl0 n—-00 


a(z) = sup sup |P(AB) —P(A)P(B)|, 
7TJCZd Aéo(€;,iel) 
d(I,J)22 Beo(€ JEJ) 
p(x) = sup su |Cov(X,Y)| 
I,JCZÍ XEeL2(o(éi,ie7)) VVarX VarY 
(I,J) 22 Y €L2(o(&j€J)) 


B(x) = sup IL(6,5 € TUS) — £(§,5 € I)L(§,5 € J) Ilvar, 
I,JCZ4, d(I,J)>zx 

y(x) = sup sup 
I,Jcz4 A€o (£j iE) 


d(I,J)2« Beo(&,,jeJ)P(A)P(B)>0 
x max(|P(A|B) — P(A)|,|P(B]A) — P(B))). 


Corollary 6.2.1. Let {&,t € ZÍ} be a strictly stationary real random 
field with E€(0) = 0. Assume that 
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(i) 五 | 和 ol < œ for some s > 2; 

(ii) A has exponent of metric entropy (with inclusion) r < 1; 

(iii) B(x) = O(x™®) (x 一 œ) for some b > max(ds/(s — 2),d(1 + 
r)/(1 g r)); . 

(iv) Ea P") < 00; 

(v) Diezs Eog; =1. = 

Then Zn, converges weakly in CA(A) to W. 

Dobrushin (1968) showed that the y-mixing condition is not satisfied 
even for some simple examples of Gibbs random fields. Dobrushin and 
Nahapetian (1974) introduced the nonuniform y-mixing condition. 


Definition 6.2.7. The random field {é,t € Z7} is said to be nonuni- 
form y-mixing, if for A; C Zf, |A;| < oo,i = 1,2, there exists a nonnegative 
function | mll) depending only on |A,|, such that 


sup |P(E|F) — P(E) < pja (d(A1, A2)) 
Ee€o(A1),Fe€o(A2),P(F)>0 


and pIAil(T) — 0 as x — oo, where |A| is the cardinality of A. 

Chen (1991) gave a sufficient condition under which a sequence of 
partial-sum set-indexed processes with the nonuniform y-mixing condi- 
tion converges to a Brownian motion when the indexed set A = T? = 
{(a, b], a, b € [0, 1]}. 


Theorem 6.2.2. Let {&, t € ZÎ} be a strictly stationary nonuniform 
y-mizing random field and satisfy 
(i) there exists a non-negative function p(-) on R!, such that for any 
A C Z4, |A| < œ, pall) < |Aly(-), and for some 6 > 0 


lim sup(y(r))!/2r34+44/5 < oo， (6.2.4) 


(ii) Ef =0, Elég|?*° < œœ, 
(iii) 
0 < o? := 5 Cov(é0, £t) < 00. (6.2.5) 
tEZd 


Then Zn/o converges weakly in CA(A) to a Brownian motion as n 一 ov. 

By a direct calculation, Lu (1995) proved that the conclusion of Theo- 
rem 6.2.2 holds for a more general indexed set A (with the metric entropy 
exponent 7,0 < r < 1) and the condition for the rate of nonuniform y- 
mixing was weakened. 
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Theorem 6.2.3. Let {&,t € ZÍ} be a strictly stationary nonuniform 
y-mizing random field, and satisfy 
(i) aC) < |Alp() and v(x) = O(2-74-1~4/°) for some 5 > 0, 
(ii) E& = 0, Elf|?*° < 00, 
(itt) A has a exponent of metric entropy (with inclusion) r <1. Then 


Zn/o converges weakly in CA(A) to a Brownian motion, as n — oo, where 
o? is defined as in (6.2.5). 


Remark 6.2.1. From Theorem 6.2.2 a uniform central limit theorem 
for certain Gibbs fields has been given in Chen (1991) which is also true 
for indexed set A, if A has the exponent of metric entropy r < 1. 

The proofs of Theorems 6.2.1 and 6.2.2 are omitted here. 

The proof of Theorem 6.2.3 will need the following lemmas. Some 
lemmas for moment estimations are of independent interest. 

A slice in Rê is a set 


S(c,a,n) = {x € RA :a<c'x <a+n}, 


where x € R4, |c| = 1, a € R, and ņ > 0. The thickness is n, the direction 
(of the normal to the two bounding hyperplanes) c, and the displacement 
a. The slice splits a set A C R? into three parts, namely AN S(c,a,7) and 
two sets 


A, =AN{xe Ri: cx>a+n}, A-=AN{xe€ Rİ: cx <a}. 


If A is measurable and |A;| = |A_| we say the slice bisects A. 


Lemma 6.2.1. There exist Co,q, depending only on d, such that for 
all p satisfying 0 < p < 1/d, and for every measurable A C R? of finite 
measure, we can find a slice S that bisects A, has thickness (|A|/2)?, and 


is such that 
IAA S| < Co(|A|/2) +7/ (ty). (6.2.6) 


The proof of Lemma 6.2.1 was given in Goldie and Greenwood (1986b). 
Let {Xi i € Z4} be a p-mixing random field with EX; = 0. Denote 


co 
p=) (2), o = sup ||Xill2, 
i=0 1 


Z(A) = >》 4ncilX， Ae Bt. 


icz¢ 
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Lemma 6.2.2. There exist constants a,b, depending only on d, such 
that 
12(4)l <ae’olAl/?, Ac BY. (6.2.7) 


Proof. Without loss of generality we assume o = 1. Set 


o(h)= sup 1204)l2， o(h) = sup o(h’). 


AeBd,|A|=h h’<h 
Observe 
IZ(A}ll2 < > 1AncillX;llz < > ANC] = Al, 
jezd jezi 
SO 
o(h) <A. (6.2.8) 


Take p in Lemma 6.2.1 to be such that the exponent r = (q+pd)/(q+1) 
does not have any positive integer power equal to 1/2. This is to avoid 
a minor technically later. Pick A of positive finite measure 2m, say. The 
slice S in Lemma 6.2.1 is S(c,a,m?) for some c,a. We refer to {x € R°: 
cx > a+ mP?P} and {x € Re :cx < a} as the “sides” of S containing A; 
and A_, respectively. Since |A;| = |A_| we know 


m > |A;| = |A-| > m — |ANA S| >m—Com’. 


We may find 44，such that 44 is in the side of S containing A+, is 
disjoint from A_, and has measure |A’, | = m — |A,|. Thus |44| < Com’. 
Let 44 = A, UA‘; then |44| =m. Similarly we construct A’ and A” 
on the side of S containing A_. Now if x € A, y € A” then 


Ix- yll = ax -yl> ad 2m. 
Hence if Ci and Cj intersect A? and A”, respectively, then 


1—Jji| > mt 一 
i — jl] 2 am? — 2, 


whence 
E(Z(A4.) + Z(A“))? 
< (1+ p(d7/?m? — 2))(EZ?(A",) + EZ?(A")) 
< (1+ p(d-*/*m? — 2))20(m)?. 
Since 


Z(A) = Z(A") + Z(A") — Z(A',) — Z(AL) + Z(ANS) (6.2.9) 
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the triangle inequality gives 
o(2m) < 21/2(1 + p(d-/?m? — 2))'/2a(m) 十 35(Com7)， 
Choose h > 1, then h = 2*m where k E€ N and 1/2 < 六 < 1, and we have 
om) <1, — o(2?**m) < ajo(2?m) + Bj, 
where 
oj := 21/2 (1 + p(d-/729PmP — 2))/?, Bj := 35(Co2’"). 


Iterating, 
k-1 
) < I aj + 3 Bi TI Qi. (6.2.10) 
i=j+1 


Let l € N satisfy p > 1/l. Now d!/22iP2-P — 2 > 25/! for 7 > jo > 1, so 


> p(d~'/223PmP 一 Son (27/) 
J=Jo j=l 
co i a 
=) >.p(2727) 
j=0i=1 
co 1 2 
< > (2?) = lp 
j=0i=1 
Thus 
TIG + pd 1/22? m? — 2))'/? < 2%0/2¢lP/? =: aye, (6.2.11) 
j=0 
and (6.2.10) yields 
k-1 f ; 
o(h) < aye? (2*/ 27435 2013) 25(Co27")). (6.2.12) 
j=0 


Let v be the integer such that r” < 1/2 < -1 (recall that r” = 1/2 
was excluded by choice of r). We shall use (6.2.12) iteratively, v times, to 
obtain the result of the lemma, 


olh) < ae’ h}/?, (6.2.13) 


6.2 Convergence of finite dimensional distributions 157 


Applying (6.2.8) to the right-hand side of (6.2.12), if v = 1 we find 
a(h) < ale5228/211 + 3Co(1 一 Oa eae 


and since 2*/2 < 21/2h1/2 the proof is concluded. In the other case, i.e. 
when r > 1/2, we obtain 


o(h) < ayetP2k/? S1 + 5Co(ar-¥? E Da, 


whence G(h) < aje®Ph" for some aj. Substituting this in (6.2.12), if 
r? < 1/2 we obtain (6.2.13) and otherwise o(h) < aze’h"’. After a total 
of v uses of (6.2.12) we obtain (6.2.13). 

By the same way, we can prove the following lemma. 


Lemma 6.2.3. Suppose that T := sup; ||X;||;5 < oo for s = 2 +8,0 < 
6<1 and 


p” BE Y p?/8(2') < 00. 


?一 1 


Then for any A € B? we have 
Z(A) lls < ce? 了 4|VY2. (6.2.14) 


Proof. First it follows from Lemma 6.2.2 that Lemma 6.2.3 holds 
true for 6 = 0. For the case of 0 < 6 < 1, let 


T(m) = eon IZ(A)lls 7(m) = sup r(m’). 


AeB4,| Al=m m’ <m 
From (6.2.9), we obtain 
T(2m) < ||Z(A.) + Z(AZ)|lo45 + 37(Com’). (6.2.15) 


By using 
|1 + z|?t? < 14 9]a| + 9|æ| tE + |e], (6.2.16) 
we have 
E|Z(A") + Z(A“)|?*° 
<272 (m) + 9(E|Z(A4 |Z (A2) 
+ E|Z(A" |+] Z(A")]). (6.2.17) 
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By Lemma 1.2.7, we have 
E|Z(A4)||Z(AZ)|° 
< EZ(A% EACE + 4p% (d~ 2m? — 2)r?#9(m) 
< (1+ 4p? (dim? — 2))r?+ (m). (6.2.18) 
Similarly we have 
E|Z(A} +Z (A)| 
< (1+ 4p% (d 2m? — 2)) r? (mh). (6.2.19) 
Inserting (6.2.18), (6.2.19) into (6.2.17) yields 
1 20 1 
(AY) + (AY )lla4s < 202 (1 + 2038 (d-#m? — 2)) 
Write po = p2/(@+9)(d-1/2mp — 2), whence 
r(2m) < 207 (1 + 2po Js (m) + 37(Com’). 
Iterating, for h = 2*m,k € N,1/2 < m < 1 we have 
k~1 
) < T+ da TI Qi, 
i=j+1 
where 
ea ; 
j < 207 {1 + 2053 (d7 32PmP —2)} 7, pj = 37(Co2f" m"). 
The conditon p” < co implies that 


> pre (a 32Pm? — 2) < 00, 
j=jo 


where jo is defined as in Lemma 6.2.2. The remainder of the proof is the 


same as in the case of 6 = 0. The proof of Lemma 6.2.3 is completed. 
Denote 


P =X PP), 
i=0 
g(y) = sup EX? 1(|X;| > y). 
1 
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Lemma 6.2.4. Let {X;, i € Z%} be a p-mizing random field. If 
{X}, i € Zİ} is uniformly integrable and p' < œœ, then the set of ran- 
dom variables {Z?(A)/|A|, A € B4,|A| < oo} is uniformly integrable, i.e. 
there exists a constant C depending only on d, such that 


(27 > y)) < fca Ay *)+ Ca(y'!4) be, (6.2.20) 


Lemma 6.2.5. Let {W(A), A € B%} be an additive processs that sat- 

isfying 

(i) EW(C)=0 for any C € T, 

(ii) EW?(C) =|C| for any Ce T$, 

(iii) W(C),---,W(Cx) are independent whenever C,:--,C, € T? 
and d(C;,C;) > 0 fori $j, 

(iv) limmoo Vjetm P{|W(Cmj)| > €} = 0 for any e > 0. 
Then W is a standard Wiener process on R = R(I*) (the ring of all finite 
unions of elements of TŻ). 


Lemma 6.2.6. Let {Z,(A), A E R= R(T), n > 1} be a sequence of 
additive processes such that 
(i) EZ,(C) 0 (n — œ) for any C € T$, 
(ii) EZ2(C) > |C| (n > œ) for any C € T, 
(iii) whenever Cy,---,Cy € T? are such that p(C;,Cj) > 0 fori # j 
we have for all real z1,---,z, that 


k 
PIEC) < zi)} 一 Il P{Z,(Ci) < z3} 30, asn— oo, (6.2.21) 

i=1 
(iv) limm—oolimsupy_.oo Vjetm P{|Zn(Cmy)| > €} = 0 for any e > 

0, 

(v) for each C € T4, the set {Z2(C),n > 1} is uniformly integrable. 
Then the finite dimensional distributions of Z, converge weakly to the cor- 
responding finite dimensional distributions of a Wiener process W on R. 


Lemma 6.2.7. Let {Z,,} be a sequence of additive processes on B? such 
that the set {Z2(A)/|A], A € B? n > 1} is uniformly integrable, and satis- 
fying Lemma 6.2.6 (i), (ii), (iii). Then the finite dimensional distributions 
of Zn converge weakly to the corresponding finite dimensional distributions 
of a Wiener process W on Bt. 
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The proofs of Lemmas 6.2.4—6.2.7 are given in Goldie and Greenwood 
(1986 a, b). 


Theorem 6.2.4. Let {£5 j € In}, be a p-mizing triangular array. 
The smoothed partial-sum processes Zn are defined by (6.2.1). Suppose 
that 

(i) Enj =0 for any n >1,j€ In; 

(tt) the set {n E2 przZLje Ta} is uniformly integrable; 

(iii) sup, >) 产 1 pil? (n12) < œ, and Lemma 6.2.6 (ii). 
Then the finite dimensional distributions of Zn on B? converges weakly to 
the corresponding finite dimensional distributions of a Wiener process. 

Proof. By Lemma 6.2.4 we have uniform integrability of the set 
{Z2(A)/|A|, n > 1,A € Bł}. Because pn(z) is non-increasing in z, condi- 
tion (iii) implies pn (x) 一 O(n 一 oo) for each fixed x. Thus an(x) 一 0(n 一 
oo). Clearly the left hand side of (6.2.21) does not exceed (k — 1)an(0), 
where 0 > 0 is the least separation distance between the sets Cy,---, Ck. 
Hence Lemma 6.2.6 (iii) is satisfied. By Lemma 6.2.7, the proof of Theorem 
6.2.4 is completed. 


6.3 Tightness 


Fisrt we present a lemma for nonuniform -mixing sequence, which is 
similar to Lemma 6.2.3. 


Lemma 6.3.1. Let {&, t € Z%},{Z,(A),A € Bd} be as in Theo- 
rem 6.2.3 with p(x) = O(2~(4+149)), for some 0 > 0, instead of v(x) = 
O(a~(24+1+24/5)) Then for any A € B? 


lZa(A)ll2+6 < coon Al!/? (6.3.1) 


where og = Etg. 
Proof. First, we prove that for 6 = 0 


o(2m) < 212(1 + 2m! 2y"? (d Ym? — 2))/2o(m) + 3a(cm"), 


where o(m) = supyepe Alam I|Zn(A)ll2, T(m) = supprcmo(m’). Take 
0 < p < 1/d in the bisection lemma to be such that the exponent r = 
(q + pd)/(q+ 1) does not have any positive power equal to 1/2. For any 
given h > 1, we write h = 2*m,k € N,1/2 <m < 1. Note that olm) <1, 


6.3 Tightness 161 


and for nonuniform y-mixing, by the same discussion as in the proof of 
Lemma 6.2.3 we have 


o(23*+!m) < ajo(2!m) + bj, 


where 
a; = 21/2 (1 +2. 2i/2mi/29(d-1/22ipmp 2))12， 
Bj =3 5(c27). 
Iterating, 
k-1 k—1 k-1 
olh) < I] a; + ` B; I] Qi. (6.3.2) 
j=0 j=0 i=j+1 


does not 


Furth tak 上 > l such that r = 
rthermore, we ake p, 了 p Tee = 


q 
also have any positive power equal to 1/2. There exists a jo > 1 such that 
d}/29ipQ—-P > 23/(4+1) for j > jo, so 


q+ pd 
十 1 


iD :一 23/2 41/2 (q-1/293PmP — 2) 
| j=jo 
< Y5 2/212 (Nd) 
j=1 


OO ， 
< cS oko Fat) 


= ec (20/24) 人 


(> 
lI 
j 


Thus we obtain 
a(h) < ce” (23 +3 Y 2 5(c27")). (6.3.3) 


The remainder of the proof is the same as in the proof of Lemma 6.2.2. 


This proves that (6.3.1) holds for 6 = 0. 
Consider the case of 0 < 6 < 1. Recall the notation of Lemma 6.2.2 


and write 
Zn(A) = Z,(AL) + Zn( A") — Zn(A',) — Zn(AL) + Zn(ANS), (6.3.4) 


where |A| = 2m,S is a slice of A, |A%| = |A“| = m, A‘, and A” is 
situated on the different side of S, the separation distance d( A’, A”) > 
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d-1/2mp,|A',|,|A_|, and ANS all do not exceed em’. Denote r(h) = 
sup aj=h,AcBe I|Zn(A)|lo+6, TR) = suppr<h T(h’). From (6.3.4), 
(2m) < ||Zn(A) + Zn(A")llazs + 37cm"). (6.3.5) 
By (6.2.16) we have 
E|Zn (A4) + Zn( AL) Pt 
< 27° (m) + 9(E| Zn (At )I|Zn (42) t 
+ E|Zn (A) Za (A)|). (6.3.6) 
By the property of nonuniform y-mixing, we have 
E\Z,(A4)||Zn(AZ) |? 
< E|Z,(A4)|B|Zn (AL)? + 22th (d im” — 2)72+5(m) 
< (1+ 228 pas(d $m? 一 2))72+5(mm)， (6.3.7) 
Similarly we have 
E| Za (At Zn (4) 


1 


< (1+ 2m7 p (dim? 一 2))72+5(m)， (6.3.8) 


Inserting (6.3.7), (6.3.8) into (6.3.6) yields 


1 


IZn(A4) + Zn(A“)llogs < c(1 + mE pF (dm? — 2)) ™ (m). 
Whence 


T(2m) < c(1 十 MI oT (d- 2m? 一 2)) *+° + (m) + 3cT(cm"). 
Iterating, for h = 2*m,k € N,1/2 < m < 1 we have 
k-1 k~- 
) < I Qj + 2 bj 可 Qi, 
=0 i=j+1 


where : 


j< cf1+ 2748 mats pats (d-$2ipmp — 2 
Note 
os oe ee 1 下 
S274 pits (4-22)? mP = 2) 
J=Jo 


< cy (2/ rat)) -i a 
i=1 
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The remainder of the proof is the same as in the case of 6 = 0. The proof 
of Lemma 6.3.1 is completed. 


Proof of tightness in Theorem 6.2.3. For f € C(A) write the 
modulus of continuity 


ws(f) = sup |f(A) — f(B)I. (6.3.9) 
A, BEA, |AAB|<6 


Then, since A is compact, we can use a version of the Arzela-Ascoli the- 
orem: a subset U of C(A) has a compact closure iff it is equibounded 
(supyev supaeA|f(A)| < œ) and equicontinuous (lims)9 supsey ws(f) = 
0). Using this, from Theorem 8.2 of Billingsley (1968) it follows that a se- 
quence {Zn} of random elements of C(A) is relatively compact, i.e. every 
subsequence of {Zn} contains a weakly convergent subsequence iff 

(a) for each element A of some countable dence set in A, the family 
{Zn(A),n > 1} is tight, and 

(b) for every A > 0, lims)olimsup,_,,, P{w(Zn) > A} = 0. 

(a) follows from Theorem 6.2.4. We need only prove (b). Without loss 
of generality, we assume that o? = 1, E& = 0. For 0 < u < v < œ, define 


Hn j(t,v) = a Ae Tu < nP/OM nA 6 |< v) FE 


ANC, 3 
Z,(A,u,v) = > Gs) 


iC | (m j(us v) = En, j(u, v)). 
jETn nJ 


Lemma 6.3.2. Suppose {&, t € Z*} satisfies the conditions of Theo- 
rem 6.2.3. Then as n 一 œ, U,(I4,a,00) > 0, a.s., EU,(I4%,a,00) 一 0, 
where I? = [0,1]*,a > 0 and 


|A N en jl 
Te hyla 00). 


Proof. We use Bass’s technique (1985). For k = (ki,---,ka) € Z4, 
let u(k) = max{ky,---,kg} and U(i,a) = sup{k € Z} : akd/(2(1+6)) < 
i+1}. It is well known that Card{k € 24 : u(k) = r} < Cr*1, where C 
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is a positive constant depending on d. 


5 (i 十 1 > au(k)% C+D) p(k) -4/? 


kezd 
一 3 > I(i +1> ar CEED eae 
7=1j:p(j)=" 


= 23 I(i 十 1 > a VON) ) 212 


Thus 
5 Blé xh (a(k) YCH < lé] < 00) (a(k) 


kez4. 
<> D (i+1)P{i < | 人 | < i + 1}(u(k)) 7? 
k i+l>a(u(k))4/20+8)) 


< 5 [> (i +1> a(u(k))/ 0+) (u(k))- 4?) 
i-0 k 
“(i+ 1)Pf{i < |G] <i+1} 


Oo 

< ca it+1) tpP{i< |éol <it+1} 
i=0 

< ca-lE(lto| + 1)?*° < o. 


Then for any £ > 0 and almost sure w, there exists an ni1(w), such that 
D ee (au(k) Y C0 < [ee] < 00) |/(u(k)) 4? < e. 
k:u(k)>nı 
From this, 


Un(I4,a,00) < > [el (and C0) < jek] < o0)n7*2. 


p(k)<ni 
Thus, as n 一 œ, U,(I4,a, oo) 一 0, a.s. Analogously, we can obtain 
EU,,(14, a, 00) 一 0. 


Lemma 6.3.2 is proved. 
In order to prove (b) we need only prove 


lore Dhl Ee (6.3.10) 
vl n=œ 
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where A, = {A\B : A,B E€ A, |A\B| < v}. Since Z,(A) = Z,(A,0,a) + 
Zn(A, a, 00), and 


|Zn(A, a, 00)| < Up(I4, a, 00) + EUn (IŻ, a, 00), 
by Lemma 6.3.2, in order to prove (6.3.10), we need only prove 


lim lim sup P{||Z,(A, 0, a)l a, > A} = 0. (6.3.11) 
v 侯 一 OO 


Let pn = [n@+9/204+5))) and mp = n/(2pn). We divide I? in the 
following two ways: Cy, 1,1 € Jp, and Cop, 1,1 € Jop,. There are 2% Copn 1 
in each Cp, 1. Denote by Inj; the ith Cop, 5 in Cpns 1E Jpasj € Japn- 


Let 
U lali i= 1 22. 
leJpn 
Then 
2d 
Zn(,0,a) = 》 Zn(: N Ini, 0,4). 
i=1 


Now in order to prove (6.3.11), we need only prove 


lim lim sup P{||Zn(A Insi, 0,a)l]a, > A} = 0. (6.3.12) 
vlo n=œ 
Write 
|A NT Cn jl 
Zn (4 N In iy 9, a) = 5 TT Cons a En, (0, a)) 
leJp, JES(n,1,2) 
= 》 Vi(AN Ini, 0,4), 
lEJpn 
Nn j(0, a) = nP E jI (n eis: sah ETa 
where S(n,l,i) = {j € Jn: Inii N Chj A O}. Denote V,) = Va (A N 


Ini, 0, a). By the property of Pee hee y-mixing, we have 


Ee” ke Ion, Vak <Ee® Vad Ee” Zk k€Jpn “nk 


+ Alsnog | nk |je%al |oo. (6.3.13) 


Note that |V,)| < 2a and eoVnl <1+aV,) +a7V4 when aa < 1/4. From 
Lemma 6.3.1 it follows that 


EVA SCIAN Ipu] for i=1,2,...,24. 
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Therefore for aa < 1/4 
Beal < eBa Vn < eCPM Ll, (6.3.14) 
Inserting (6.3.14) into (6.3.13) yields 


Ee” >D TA Val < wEe” Ž kzl, ke pn, Yak 


where 


w sO Mm (1 + 2e¥/7|5(n,Li)lo(s—)) 
n 


< eC@lANn nil (1 4 26 ae (5). 


Iterating this procedure, we have 


He 2_lem， Val < eC% lANIn il (1 十 2e!/2 lE) 
n n 
< exp(ca?|A| ae ent (2) 
n 


6 
一 exp(ca?|A| 十 cm 25 ) 


< c exp(a’|A|) (6.3.15) 


for large n. 
Now we return to estimate the left hand side of (6.3.12). Since 0 < 


r <1, we can take s > 0 such that r < 1/(1 + s). Set 


Sues 0 1 


\j = Age rs) ae eee 
ae A(1 a DT 
oj = ei(1+7)/(2+s)a, Jeila en 


a = t/t), co = (6E|£o|? +: /MN) 0+9. 


For any A € Apo there exist Aj, AF E Ao(6;) such that A; CAC AF and 
|A} \ Ay < 6;. Then 
Zn(A N Ini, 0, a) 


= Zn(Ao N Ini, 9, a) + >》 {2n(4j+1 N Ins 0, aj) 一 Zn( Aj N Ini, 0, a;)} 
j=0 


+ >》 {Zn(4 N Ini aj, Qj-1) 一 Zn(Aj N lenä) F 
j=0 


6.3 Tightness 167 


So if ||Z,(-A Ini, 0,a)||_4, is to exceed à, at least one of the following must 
hold: 
(a) for some Ao € Aolo),  |Zn(Ao N Ini, 0,a)| > Ao; 
(b) for some j, for some 
A; E Ao(6;), Aj+1 E Ao(d541), |4; AA+] < 26), 
|Zn(Aj+1 N Ini, 9, aj) 一 Zn(Aj N In,iy 0, a; )| > 2253 
(c) for some j, for some 
Aj, A7 € Ao(5;), Aj © AC AP, |A] Aj] < 5), 
|Zn(A N Jinan Qi) 一 Zn(A; N Ini, aj, aj—1)| > Àj. 
The number of pairs Aj, AF in Ao(6;) is < exp(4H(6;/2)), while the num- 


ber of pairs A; € Ao(6;), Aj+1 € Ao(6j41) is < exp(4H(6;41/2)). 
We have 


CO oo 
P{\|Zn(- A Inj, 0, a)l > A} < po + Do rj + sj, 
j=0 j=l 


where 


po < 2exp{2H(60/2)} max P{|Zn(Ao MO Ini, 9, a)| > Ao}, 
|Ao|<260 


rj < 4exp{4H(6;+1/2)} Re a {|Zn((Aj41\ 44) N Ini, 0, @)| > Ag} 
+ P{|Zn((Aj\Aj+1) Inés 9, @)| > Ay })s 
sj < exp{4H(6,/2)} max P{ sup |Z,(AN Ini, aj, aj-1) 


AjCAP JAP \Asl<26;  AjCAGAF 
一 Zn(Aj N niyta) > Aj} 


By (6.3.15), taking a = 1/4ao， we have 
po < 2exp{2H(0/2)} exp(-22 + oo) 
一 4ao az 
-r 和 ôo 
<2 2+1 — -一 十 co 一 上 
< exp{ 0 ias + 2 
Similarly 
入 ; 6; 
- rtls—r _ 2 -也 
rj < 4exp{ c2 ó; Ja; + o L, 


入 ; 6; 
8) < exp{c2"+167" 一 十 ca 二 上 
j 
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Thus 


OO OO 
pot Dorit) sj 
j=0 j=l 


< 6》 exp{ 65" ee + coi} 

E pm 7 4a, aj 
OO 

< 6 5 exp{ (a — p> vs 十 cus 2 Bs) 29") 
j=0 


Because of r < 1/(1+ 8), the coefficient of 2°" may be negative by choosing 
v small enough, and (6.3.12) follows. Theorem 6.2.3 is proved. 


Chapter 7 The Berry-Esseen Inequality and 
the Rate of Weak Convergence 


It is well-known that the uniform estimation of the difference between 
the distribution function F;,(z) of the normalized sum of the first n terms 
of the sequence of independent random variables {X,,n > 1} and the 
normal distribution function ®(x) is given by the Esseen and the Berry- 
Esseen inequalities. Furthermore, there exists a succinct non-uniformly 
estimation 


|Fn(x) — ®(2)| < Apo/(Vn(1 + |z\°)) 


for the case of iid. random variables {X,} with E|X1|° < œ, EX, = 0, 
where po = E|X,|?/03, o? = EX?, F(x) = P{S,/a/n < z}. 

In this chapter, we shall give the uniform estimations for a-mixing and 
p-mixing sequences in Section 7.1 

In Section 7.2 we shall discuss the Prohorov distance L(PoW,-1, W) be- 
tween the measure W,, generated by the partial sums processes {Wn (t), 0 < 
t <1, n > 1} and the Wiener measure W. We shall give the estimation 
of L(P o W,-1,W) for a y-mixing sequence. 


7.1 Rate of convergence in distribution 
for a-mixing and p-mixing sequences 
The proofs of the Esseen and the Berry-Esseen inequalities for the in- 


dependent random variables are based on the following proposition (Petrov 
1975): 


Proposition 7.1.1. Let F,,(xz) be a distribution, f,(¢) be the char- 
acteristic function of Fa(x). Then for any given T > 0 and b > 1/(27) we 
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have 


sup |Fa(¢) — soso ee L i Ge a 
for some y(b) > 0. 

To obtain the estimation of |fn(t) — e7’/2| is the key to the proof. 
It is simpler in the case of independent random variables. How to get 
the estimation of | f,(t) — e7*’/?| for the case of mixing dependent random 
variables ? A method was given by Tikhomirov (1980), a modification of 
which was given by Sunklodas (1984). The sketch of this method is as 
follows: 

Let {Xn,n > 1} be an a-mixing sequence with EX, = 0. Denote 


o? = ES, Za=Snf/on,  Fr(x) = P(Z, <2). 


Assume that 1<h<n-—1, 2<k<n-—1 such that 2kh+1 <n. Put 


[p—j|<th 
a a Zn, 
2 = Z, — 2, (7.1.2) 
oe orp lite D- 29)} 1, 


了 一 二 l 
f= Te) 
l=1 
F(T) 
nf? = ei 一 
fn(t) =F Ee’? , 
for 7 = 1,2,:--,n;1=1,2,---,r—1; r=2,---,k. Since 
(0) 
flt ) = iY BYei2" =i Y` BYje itz; 
j=1 j=l 


and 


ite”) T r r i 
Ee = E(nf” +1)falt) + El(n — Ene] 
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for j = 1,2,---,n; r = 2,---,k, the derivative of the characteristic function 
fn(t) has the representation : 


n k n 
PA = if Z a PEMP +D) + S PEM + yh fall) 
j=1 


r=3 j=1 


j r—1 
+i {2% [I eit) _ p(y, T] Oye n 
I 1=1 


k n 
+i > Vial VEL (nl — Ene} 
r=2j=1 


n n k 
-45(1) p(k) 
+i EYjes ATi》 EY; TLE Me . (7.1.3) 
j=l j=1 1=1 
If we can give the estimation for each term of the right hand side of (7.1.3) 
under some suitable conditions, then we get the differential equation 
falt) = (~t + a(t) fr(t) + b(t). (7.1.4) 


By solving this differential equation, one obtains the estimation of | f,(t) — 
et/2|. Finally, from (7.1.1) the estamation of A, = sup, |F,(x) — (x)| 
follows. 

Denote s = 2+ 6. Assume that 


d:= max E|X;|?+° < oo， 0<6<1, (7.1.5) 
1<j<n 
02 := ES? > con for 0 < & < oo. (7.1.6) 


Sunklodas (1984) gave the following theorems. 


Theorem 7.1.1. Let {Xn,n > 1} be an a-mizing sequence with EX = 
0, and satisfy conditions (7.1.5), (7.1.6) and 


a(n) < Ke” 入 > 0, K>0. 


Then there exist cl = ci(K,6), c2 = co(K,6) such that for A, AP<AK< 
A2, 


d log(on/ca!”) 1+6 
An S ang (ne) v Aer (7.1.7) 


where 
` = ca(log(on/cn!”))°/n, b> 2(1 + 6)/6; 
A2 = 4(2 + 6)67! log(on/cq!”). 
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Theorem 7.1.2. Let {Xn,n > 1} be as in Theorem 7.1.1, but 
a(n) < Kn™, u =2B(1 + 6)(2+6)/8, B>1, K>0. 
Then there exists a C = C(K, 8,6) such that for every n > 1 


Arx Cdeg PPG o 0DE), (7.1.8) 


Remark 7.1.1. Theorem 7.1.1 implies the Theorem 2 of Tikhomirov 
(1980). Theorem 4 of Tikhomirov (1980) also points out that if E|X,|4*7 < 


oo, y > 0, then 
An < cn-1/2 logn. (7.1.9) 


The proofs of Theorems will use the following lemmas. 


Lemma 7.1.1. We have 
+> 0) 一 1/2 42/8 5 (s—2)/2s)4) / „3/2 
1》 ai“ = —t + O20(1 + 12a)/7d7/*o,(a(h + 1)) |t|/¢5 


+ @(2°~*/(s —1))d(2h + 1)*~"|t"/(coom”), (7.1.10) 


where a = Erala a, s=2+6,0<6<1 and O is a constant 
with |O| < 1. 

Proof. Let 7 be a random variable uniformly distributed on the set 
{1,2,---,n}, and independent of {X1, X2,---, Xn}. It is easy to see that 


for i = 0,1,---,k and any b>1 
E|Z|° < (2hl + 1) e5 BLY; |? /n. (7.1.11) 
j=l 
By the Hölder inequality and (7.1.11), we obtain 
Y EUV NZ PY) < rly lel 2 
j=l 
< (2h+1) 》 ELY;|°. (7.1.12) 
j=l 


Denote by 2; =) the sum of those Yp from 2! ) , for which p < j —lh, and by 
PAG) the sum of those Yp from z ) , for which p > j +lh. Thus a = AYEN 
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z0. From Lemma 1.2.4 it follows that 
|EY; | < 10(a(h + 1)) 2: Vo lle 
< 10(1 + 12c)!/2d?/*(a(h + 1))(6~2)/?8 / (on). 
The same quantity also bounds |EY; Z| for 7 = 1,2,---,n. Since 


jai EYZn = 1, we have 


D LY; 2) =1- D (EY + BY;%) 
j=l j=l 
= 1 + ©20(1 + 12a)!/¢?/s 
x (alh + 1))672)/2%q, /e3/? (7.1.13) 


where we have used (7.1.6). According to Taylor’s formula 

iÑ aP = - VY EY; 204 + 0(23- */(s — 1) 2 BY, 2 A- ep 

7=1 j=1 j=1 
Inserting (7.1.12) and (7.1.13) into this equation and using (7.1.6), we 
obtain (7.1.10). 

Lemma 7.1.2. For |t| < (on/32d'/*(h + 1)) =: Ti, j = 1,2,---,n 
and r = 3,4,---,k, we have 

jal" | < (h + 11/2)" /o8 
$ a i + 1))(s-2)/s PEY + r4" (a(h + 1))"*] 
On 2 
=: a!) (7.1.14) 


and 
ja] < 2d7/*(h + ltl/o2. (7.1.15) 


Proof. Note that a = EÍY; Is ah From 


ja\| = |EYjE™| < IEIX| SD IXpl/02 
lp—j|<h 


< 2d?/°(h + UIE\/on, 


(7.1.15) follows. 
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Now, to prove (7.1.14). Denote 


i j—(l-1)h 
ED = = exp{it > Yp} — 
p=j—lh+1 
D ane 
gpeexpfit D h- 
p=j+(l—1)h+1 
Obviously 
l l l 
EPI < 16l + 1681. 


It follows that 


r—i 
ss Bhs HI 


r—-l1 k 7 一 1 
22 2 E|Y; Hey? I 6 (7.1.16) 
k=0 v=1 


u=k+1 


where the summation }`* sums up for 1 < lh <---<&<r-1, 1< Al 
<- <l Sr-1, l # l, (v #4). For each term of the right hand 
side of (7.1.16) we have 


E|Y; i (lv) Tete 
H, 


< (ElyIT ov IT E 
IT S'e (tn) 


where [[’ is the product for all even l, []” is the product for all odd i. It 
is easy to see that 


EEPE? 
v u 


L Ty piel) 2 TT niellu) 28 
< EPAI Bg IHT Ege 


1+8 
8) 246 


2+6 : 
) 745 (7.1.17) 


2+6 
1+6 


+ cr2"-1(a(h + PE R [2+6 Fs, (7.1.18) 
" (l) n (la) 2+6 
E| e II £72 


< er27 一 | a(h + 1) 1 )+ IP Bké ny PSTD rge P (7.1.19) 
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and 


tlbn \ 2+6 
max( EP +, Be P+) < (EH aas, 


where bp = maxi <i<asi||j=1 Xill as It follows from (7.1.17)—(7.1.19) 


that we have 


E|Y; ITs: TT 24 


< a ii + 1)2t?(1/2)£ /o3 


+ c2 (alh ie bE” + r2"(a(h + n]; (7.1.20) 


Note that the number of terms of the right hand side of (7.1.16) does not 
exceed 2”. (7.1.14) is proved. 
We shall use the following results: for any finite p > 1 


Str? er < 00. (7.1.21) 


r=1 


And for j = 1,---,n; r=2,:--:-,k 
(Emi?) < |t\d¥/*(2rh + 1)/on. (7.1.22) 
Assume that 1<h<n-—-1,2<k<n-—J1and 


k3/24F(a(h +1))/8 <1. (7.1.23) 


Lemma 7.1.3. Jf (7.1.23) is satisfied and |t| < Tı. Then 


k n 
Soa 3 4) 


7 一 3 j=1 
< [a (ht /on + + don (a(h + 1))°-/*], (7.1.24) 


k n 
> | af Ejn Z Enf )e't2"] 


7 一 2 7 一 1 
< ——l(h +1)? + a?) [d3 (h + 1)*t? /o2 


+ dl/s(a(h + 1))( -2/s]. (7.1.25) 
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In addition, if k > (log n)/8 log 2, then 


Le il g® etti) 


< cco api + 1)?t?/o? 
+ ccjld!/son, (a(h + 1)) 2)/s. (7.1.26) 
Proof. 


Sey SSI D p(n m4 +1)| 


r=3 j=1 


n 


k n 
SDL Bn 1+ DDD O! 


j=1 r=3j=1 


which implies (7.1.24) by using Lemma 7.1.2, (7.1.22), (7.1.23) and (7.1.6). 
Further, Cov (£, n) = E(€—E£&)(n — En). Applying the Holder inequal- 
ity and Lemma 1.2.4, we obtain that for r = 2,3,---,k 


| svat El (a? — Enf ec) 
j=l 


<{(¥ zs > Jalal cov(n”, ni) "7 


1|p—j|<2rh j=1|p—j|>2rh 


Has > jas lage 


J=1 |p—j|>2rh 
. Pee ae x 1/2 
x (allp = jl = 2h) E In” EY (7.1.27) 


Let r = 3,4,---,k. Since for 7 = 1,---,n, In| < 2 and for |t| < 


Tı, jar) < a!"-)), and ar-D is independent of j, considering (7.1.6) 
we get that right hand side of (7.1.27) does not exceed 


ad E a} 


j=1 |p—j|<2rh 


1/2 


tor-d{ E (ellp- jl- 2rh)) edy 


jJ=1 |p—j|>2rh 
< cep? on[r/2(h +1)? + oa -Dd). (7.1.28) 
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For r = 2 we proceed in the same way but we estimate 7?) for j =1,2---,n 
according to (7.1.22). One gets that for r = 2 the right hand side of (7.1.27) 
does not exceed 


ceg dè’ (h +1)5 t/o + ceg adlh +1)? fon. (7.1.29) 


Adding over r from 2 to k in (7.1.27) and considering (7.1.28), (7.1.29) and 
(7.1.23), we get the proof of (7.1.25). 

Finally, since for k > (logn)/(8log2) we have that (1/2) < n712, 
(7.1.26) follows from the proof of Lemma 7.1.2, (7.1.6) and (7.1.23). Lemma 
7.1.3 is proved. 


Lemma 7.1.4. We have 


us ae (1) 
y \EY;e7 | < 32c7 1dl/so, (a(h + 1))E-V/s, (7.1.30) 
j=1 


If (7.1.23) is satisfied, then 


k 


> Yer, TI Deta -E (Y; T g9) pett | 
l=1 j=l 


r=2j=1 
< 480) 1d/%on(a(h +1) TD. 


Proof. We only prove the second inequality since the first can be 
proved analogously. From the definition of a , we have that for all 
r = 2,3,---,k, ge) and zo) cannot be equal to zero simultaneously. 
Without loss of generality we assume that zo) # 0 and PAG # 0. Then, 
according to Lemma 1.2.4 


TT ite) — ply, Te) weit” 
B05 TT Pe”) -em TT ) Be 
i= l=1 


7—1 r-1 b 
<e Pin) -e(r [Lge et 
l=1 l=1 


r—1 ts r—i naii 
+ |e(Y; [I el) itt! ) EY; Il EO peta | 


-1 
.一 (r) > (r) (r) T 
tz; tz; itz: (1) 
+ [Heit pea" — Ee |.|gy; TI | 
l=1 


< 48d"/*(a(h + 1) 27t Jon. 
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Adding the inequalities obtained over all j = 1,2,---,n andr = 2,3,---,k, 
we use (7.1.6) and (7.1.23). Lemma 7.1.4 is proved. 


Proof of Theorem 7.1.1. 
According to the basic method of the proof , we first establish the 
differential equation (7.1.4). Denote a = Pg; a(k)s/(2+6), let 


ao = cd /on(a(h + 1))O?)/* /co, 

ay = cd?!*(1 + a) on(alh + 1)) 6-2/8 8”, 

cd3/s(h + 1)? /co0n, az = cd(h + 1)! /co0!7?, 
bo = ed'/*((h + 1)? + a?) (ah + 1)) d Jeg? + ao, 
ba = cd?/° ((h + 1)? +a™?)(h + 1)? /c9 03, 

Tz = min{1/ag, 1/(6a2), (1 /6a3)!/ 72}. 


Suppose that 1<h<n-1, 2< k< n-— 1 such that 


a2 


logn 


一 8log2， B3/24F(a(h+1))/8 <1, 2kh+1<n. (7.1.31) 


From (7.1.3), Lemmas 7.1.1, 7.1.3 and 7.1.4, it follows that 
falt) = (—t + Oa(t)) fr(t) + Ob(t) as || <T (7.1.32) 
where |O| < 1, 
a(t) = ao + a4|t| + azt? + az|t|5™t, b(t) = bo + bzt?. 
Next, we solve the linear differential equation (7.1.32) and get 


|fn(t)—e~* /?| 
< |zole 


tel? 人 b(u) ep = + ic a(v)dv bdu, (7.1.33) 


ul 


=t? /2+|zo| 


where zo = D Oa(u)du. Let 0 < u < t. Then for a; < 1/6 and |t| < Tz we 
have 


t t2 pe u2 
f a(v)dv < 1 + ; (7.1.34) 
u 4 
and it is easy to see that 
lel 
f u? exp(u?/4)du < 2|t| exp(t?/4), (7.1.35) 
0 


lt 
f exp(u?/4)du < min(4/|t], ltl) exp(t?/4). (7.1.36) 


7.1 Rate of convergence in distribution for a-mixing and p-mixing sequences 179 


From (7.1.33)—(7.1.36) it follows that for |t| < min(Ti, Tz) and a, < 1/6 
fat) - e7’. < (alt) + Se? + Sle] + Feen 
A At} + 2ebo|t]. (7.1.37) 
By Lemma 1.2.4 we have 
2 < (1+ 12a)d?/*n, 
and hence 1 < (1+ 12a)/?2K, K = d¥/*/c\/?. Thus from (7.1.37) and 


(7.1.1) we get 


a? On 
+K?((h +1)? + ge 
0. 


s—1 2 
An a ope ae 十 ht 


+K?(1 + a) õn lalh + 1))&-2)/28 
+K((h +1)? +a"? )(a(h +1))6/} (7.1.38) 


where G2 = a2 /co0. 
Finally, we prove (7.1.7). Let 0 < ÀA < àz = Ars) log õn and h = 
[152 log õn], n > 1. Then ed Atl., Hence, by the condition 


一 logon 
a(n) < Ke~*”, we obtain 


pee COUA "7 
T=1 
< 5 KPO (h a 1)'/? /(log oy 
< C(K,6)(h +1)”. (7.1.39) 
This means 
1 < C(K,6)(h+1)'/?K. (7.1.40) 


For the chosen A, 
(a(h + 1))8/22+8) < 6/2245) e—-A8(h+1)/2(2+8) 


a KPC MG. (7.1.41) 
(alh + 1))s/(2+6) < K/C+)G—4, (7.1.42) 
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We get from (7.1.39)-(7.1.42) and (7.1.37) that 


An < C(K,6) corset ye 
n— ? g8 on 
oqan ED 


n 


(7.1.43) 


It remains to check whether there exists a k,2 < k < n — 1, such that 
for h = [632 log õn! , where A; < À < Ae we have 


l 
、 logn 


> glop K Alah) <i, Akh <n. (7.1.44) 


It is easy to verify that for all large n(n > no) and for 
(4/8) log on — (log K)/(2 + 2 
(3/2) + log 4 
the first two inequalities hold and the third inequality does not constrict 


the interval of change of the parameter À. 
Considering (7.1.40), we have 


b= | 


n7! < C(K,8)K?+ (h 4:1)!*9/68. 


This also proves Theorem 7.1.1 for all n < no. The proof of Theorem 7.1.1 
is completed. 

The proof of Theorem 7.1.2 is analogous to that of Theorem 7.1.1. 
We only indicate that for this it is sufficient to set h = [6%], where a = 
26/(B +1)(6 +1), and 


k= eae + 5)) log õn — (log K)/(2 a] 
(3/2) + log 4 
in (7.1.31)-(7.1.33). 
Remark 7.1.2. Tikhomirov (1980) proved the Berry-Esseen inequal- 
ity for the p-mixing sequence with the exponential rate of decay of p(n). 
Zuparov (1991) improved his method to prove the following theorem in 


which there is a better order of A, when E|X,|§ < œ, 2< s < so(< 
1+ v3), and the rate of p(-) was weakened. 


Theorem 7.1.3. Let {Xn,n > 1} be a strictly stationary p-mizxing 
sequence with EX, = 0 and 


p(n) < Kn~®, 6>0, K>0,E|X,|* <œ, 
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0—1 0—~1\2 4+20 
2 < s < so(0) = 一 十 (a) + = 


If o? = ES? > trnEX?. Then there exists a constant C = C(s,0, K,T) 
depending only on s,0,K and r such that 


An < C(s,0, K, 7) B./n8-2/?, 


where Bs = E|X1|°/(EX?)/?, so <1+ V3. 
The proof of Theorem 7.1.3 will not be presented here. 


7.2 The rate of weak convergence for a y-mixing sequence 


Let {Xn,n > 1} be a sequence of random variables with EX, = 


0, o2 = ES2. Define the partial sum process as follows: 


1 to? 一 ae ， 
Walt) = — (Spg + 3——! 


X int +1 j> (7.2.1) 
Ofnt+1 一 = ) 


2 
Pint} 


+p 2 2 2 
if af <ton< Oint]+1° 


Denote by P, the distribution of W,, in C[0,1], ie. P, = PoW,}. 
The weak invariance principle holds, i.e. Pa = > W, that is equivalent to 


L(Pa, W) — 0, (7.2.2) 
where L(P,Q) is the Lévy-Prohorov distance: 
L(P,Q) = inf{e : VB € F, P(B) < Q(B*)+e, Q(B) < P(B*)+e}, (7.2.3) 


where F is the Borel o-field of C[0, 1], B® is the e-neighborhood of Borel 
set B, 


Be = {y : y € C[0, 1], 3z € B,|ly—z||<e}, ly-zl| = up ly(t)—z(t)|. 
Denote 


An(e) = Pup EW € B)— P(W € B*)|, 


It is obvious that 
L(P,,W) = inf (e V An(e)). (7.2.4) 


Then without changing the distribution of {W,,n > 1}, we can redefine 
process {W,,,n > 1} on a richer probability space together with the stan- 
dard Wiener process {W(t),t > 0} such that 


"An(e) < P{||W, — WI| > €}. 
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Therefore, in order to estimate the rate of weak convergence, we need only 
consider the following inequality: 


L(Pa, W) < inf(e V P{||Wn — WI > €}). 


For the independent random variables {Xn,m > 1}, Prohorov (1956) 
gave a precise estimation : 


L(P,, W) = O(L\ log? L3), 


where Ls = PẸ} E|X;,|°/o3. For i.i.d.r.v.’s, Borovkov (1973) proved: if 
E|X |+ 
<œ, 0< <1, then 


L(Pa,W) = O(LY.G+9) = O(n FEF). (7.2.5) 


Borovkov (1973) also pointed out that the weak convergence rate (7.2.5) 
can not be improved if we use only the Skorohod method. Utev (1981) 
generalized this estimation to the case 0 < < 3 and gave 


L(P,, W) = O(n 2875), whenE|X,|2+5 < oo 0<6<3. (7.2.6) 


Utev (1984) gave the same estimation as (7.2.6) for y-mixing sequence 
under a stronger condition on the rate of decay of y(n). 


sequence of random variables with EX, = 0, EX? =1 and E|X,|?+° < co 
for some 0 <6 < 3. Suppose 


Theorem 7.2.1. Let {Xn,n > 1} be a strictly stationary p-mizxing 


p(n) < en? 


where g > j(u)(j(u)— 1), u = (12 + 58)/(2(3 — 6)), j(u) = min{2k : 2k > 
u,k E N}. Then 
L(Pa, W) < cn 到。 


By using Lemma 2.2.10, Lu (1993) weakened the conditions and proved 
the following theorem. 


Theorem 7.2.2. Let{Xn,n > 1} be a p-miring sequence of random 
variables with EX, = 0, Ao = sup, EX? < œ, As = sup, E|X,|?+° < 
œ, 0< 6 < 3. Suppose that 

(i) ifo? 一 oo as no, 
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(ii) p(n) <en I, g > (36+¢e)/(2(3—6))V (2+) for anye > 0. 
Then we have 


6 
L(Pa, W) = O(n 26+), (7.2.7) 
Proof. By using (i), As < co, Lemma 2.2.2 and Lemma 2.2.10, we 
have 


‘ 2+6 < 2+6 
E max [S(t < c((n) ¥ +B, max, |XiP**) 


< cnl1+6/2. (7.2.8) 


Without loss of generality, we can assume that o2 = con, co = 1. Then Wn 
is a random polygonal line with nodes at (k/n, Sk/Vn), k = 0,1,---,n 
Denote 


XP = XXil < yn) ~ EXX] Syvm) i= ln, 


where y = n! (52 E|X;,|?+9)V/G4+9) < n` TFE) APS Note that there 
exist all finite moments of X; D for any given n. 

Let si) 一 Ban x) and wi) be a random polygonal line with nodes 
at (k/n, SW /Vn). By using Lemma 2.2.10 , we have 


P{||WO — Wall > eee 


< P{ max | Fa (Sk = SP) > on 820} 


< cn-3(2+5)/2(3+5) max see g(t) 2+8 
o<k<n 


< en 3(2+6)/2(3+6) [( 


! 


(1) )2 = 
max ElSe 一 SK’) 


十 3 E|X; 一 XP] 


< cn 2/2849), (7.2.9) 


Next, put J = [n8/6+8)-7], m = [ns/(3+6)+7], n > 0 (specified later 
on), writen =Im+r, O<r<l. Let we ) be a random polygonal line 
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with nodes at (kl/n, S)//n), k =0,1,--+,m and (1,58 / yn). We have 
| P{W ~ WE > b) 
< È Pay Is, = SPI > va) 
< sy bn "PE m max x |S% TO 
k=0 


< cmb tn 2.2 


—u/T\ lu 
= cb Gy j2, 


where we have applied Lemma 2.2.10. If we take b = cn-é6/2(3+6) u > 
2 + 36/[(3 + 6)n], then 


N\1-u/2 _ 6(u+1) 
(=) <n 2(3+5) , 


Therefore we have 
P{W — WO > en WB} < on RW. (7.2.10) 
Put h = [nf], 6 > 0 (specified later on). Let d = l — h, 
(1) _ (1) 
Sk =x 1l+0 
i=1 


W® be a random polygonal line with nodes at (kl/n, pe eH yn), we 


have 


P{W -WPI > b} 


sp max |S 一 -> 


1<k<m+1 
7 一 1 1 一 1 


k 
= PY, max, | 2 2o 2 bvn} 


k h 
Seat x a 
< cb "n eal Re cage ED 2X, |X (j- 1)l+d+il |) ] 


m+1 


+> ly XG anesaral] } 
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where the first term does not exceed c(mh)“/? and the last sum does not 
exceed em h"/? = o((mh)“/*) by Lemma 2.2.4, therefore 


PIWS — WA | > b} 
< cb 'n- (mh)? < cb (h/l)*/?. 


If we take b = cn~§/2(8+5) and 


3-6 47 
< 一 -一 一 一 .2. 
De (7.2.11) 
then (h/l)*/? < en~6%+1)/23+45) so that 
P{W) — WD > en 5/23+6)} < en78/23+8), (7.2.12) 


In the remain of the proof, imitating the proof of Utev (1984), i.e. by 
Berkes and Philipp (1979) Theorem 2, we have 


P{|WY — WO > cp(h)n/1} < ep(h)n/I, (7.2.13) 


where Wi”) is the random polygonal line with nodes (kl/n, 2 aa /Vn); 


k = 0,1,---,m+1, the pe are independent and distributed same as F 
And by Sakhanenko (1981), we have 


zlo 
P{W —wO| >a} < vv>2， (7.2.14) 


where W,°) is the random polygonal line with nodes (kl/n, De Y; / vn), 
k = 0,1,---,m+1, the Y; are independent normally distributed random 


variables with EY; = 0, VarY; = Varé\), j = 1,2,---,m+1 and 


m+1 m+1 a 
qu = eà > BEM") / (X varel? 
i=1 i=1 
It is easy to see that by (7.2.8) we have 


qu = cn, SO < cn ~tl 21771212 
i=1 


< e(n/l)!-“/?, (7.2.15) 


so that 


1 
uti ~5/2(3+6) 


qu Sen 
when u > 2 + 36/(3 + 6)n. 
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At last, if we take 


then P 
y(h)n/l = O(n 9434547) < en78/2(3+8), (7.2.16) 


Combining with (7.2.11), we have 


3-6 4n 


2(3 — 6) 36 
< EA Jat oe 
Ee Te +n) <0< 3+5 3’ 
that is to say, we need take 7 as follows: 
Gee =e 3 一 0 3e06 
7S 3+462(9+36+2e6) 


Combining (7.2.9)-(7.2.16) together we obtain 
P{||Wn — WI] > en/23+6)} < en-é6/2(3+6). 


Since L(Wn, W) < infe(e + P{||W, — W|| > e}), (7.2.7) holds true. The 
proof of Theorem 7.2.2 is completed. 


Remark 7.2.1. Utev (1984) discussed the rate of weak convergence 
for an a-mixing sequence and obtained the following result: 

Let {X,,n > 1} bea strictly stationary a-mixing sequence with EX, = 
0, EX? =1 and E|X,|?+° < œ, 0<6<3. Assume that 


0 < 0° := EX? +2 》 EX\Xn41 < oo 
n=1 


and 


where 


g > max(5,"j(u)(J(u) + 61), 6; 7(2(2 + 6))G(2(2 + 6)) + 41), 


12 + 2) 7 6 
23-6)? 1 (24+6)(3 +46)’ 
j(u) is defined as in Theorem 7.2.1. Then 


u = max (2(2 +6), 


L(Pa, W) < cAgn79/28+8)) 
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where c = c(A,g, ô). 

If 6 = 1, i.e., assume that E|X,|? < œ, a(n) = O(n-(438+e)), then 
L(P,, W) = O(n-"/8), 

Gorodezkii (1983) has also given a similar result. 


Remark 7.2.2. Yoshihara (1979) discussed the rate of the weakly 
invariance principle for the strictly stationary absolutely regular sequence 
{X,,n > 1}, and proved that if EX, = 0, E|X,|**® < oo for some 6 > 0 
and EX nB(n)*/(4+9) < oo, then 


L(Pa, W) = O(n! E (log n)!/2). 
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Part III Almost Sure Convergence 
and Strong Approximations 


In this part, we study the almost sure convergence and the strong 
approximations of the partial sums of a mixing dependent sequence. Since 
1960s, the almost sure convergence has been discussed by some authors, 
e.g., losifescu and Theodorescu (1969) obtained the 0-1 law, the strong 
law of large numbers and the convergence of random series of a y-mixing 
sequence, etc. The complete convergence of various mixing sequences has 
been studied deeply by Shao et al. in the past ten years, from which the 
elegant results of the strong laws of large numbers follow. We shall discuss 
these in Chapter 8. 

The strong approximations of the partial sums S, = 2 jr_1 Xk for a 
mixing sequence {Xn,n > 1} by a Wiener process were done by Philipp 
and Stout (1975) et al., and were improved comprehensively by Shao and 
Lu; the limiting behaviour of the increments of partial sums for a mix- 
ing sequence was obtained by Lin et al. Those elegant theorems will be 
discussed in Chapter 9 and Chapter 10 respectively. 

The strong approximation of a mixing sequence with set-indexed will 
be introduced in Chapter 11. 
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Chapter 8 Laws of Large Numbers 


and Complete Convergence 


We shall introduce the Borel-Cantelli lemma, the weak law of large 
numbers and the strong law of large numbers for a y-mixing sequence 
in the first two sections. Since the concept of complete convergence was 
raised by Hsu and Robbins (1947), this subject has attracted the attention 
of many mathematicians. The complete convergence of weakly dependent 
sequences has been obtained by some mathematicians. We shall introduce 
the complete convergence of a y-mixing sequence, a p-mixing sequence and 
an a-mixing sequence in Sections 8.3-8.5 respectively. At last, we discuss 
three problems which are posed by Prohorov for the complete convergence 
of p-mixing sequence in Section 8.6. 


8.1 Weak law of large numbers 


Theorem 10.1.1 of Chow and Teicher (1978) gave a sufficient and nec- 
essary condition for the weak law of large numbers for an array of inde- 
pendent random variables {Xnj;,1 < j < kn}. Du (1993) generalized this 
result to the y-mixing case and proved the following theorem. Denote 
ee yey Xnj- 


Theorem 8.1.1. Let {Xnj,1 < j < kn 一 oo} be a random variable 
array which is p-mizing in each row. There exists an integer M such that 
(M) < 1/2. Then for some real numbers An 

Ry. (8.1.1) 


P{ max |Xn;| > e} 一 0 for any e>0, (8.1.2) 
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as n —> œ iff 
kn 
>》_P{lXnjl>e}—0 forany e>0, (8.1.3) 
j=1 
kn 


Var ($ Xn I(|Xnjl < 1)) = 0, (8.1.4) 


in which we can take 
kn 
An = X` EXnj(|Xnjl < 1) +0(1). 
j=l 
The proof of Theorem 8.1.1 will needs the following lemmas. 


Lemma 8.1.1. Let {Xn,n > 1} be a p-mizing sequence. Denote by 
m(Y) the median of a random variable Y. Then we have 


P{ gax l5; — m(S; — Sn+k-1 + Sj(k — 1))| > e} 


< 


P{(k—1) [Xjl+ lSnte-1| >e} (8.1.5) 


2 
1—2C 1<j ae 1 


for large k and some C, 0 < C < 1/2, where S;(k) = DES 
Proof. Take k so large that C := p(k) < 1/2. Let 


= { min C: Sy — MS; — Sn+k—1 + Si(k — 1)) > e}, 
n+1, if the above set is empty. 


Denote 


= {S; — Sn+k-1 + Sj(k — 1) 
< m(S; 一 Snik-1 + Sj(k 一 1))}, 1<j<n. 
It is clear that P{B;} > 1/2. Since {T = j} € FÍ = o{X1,.… »X;},B; € 


PT we have 


U (Bi (VT =) c {Sn — Slk- 1) > e} 


j=l 


c {(k-1) |X; | + Snt- 12 ef. 


max 
1<j<nt+k—-1 
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From the y-mixing property it follows that 


< 一 ; i S 
P{(k Da |X5| + Sn+k-1 > e} 


> (P(B;) — ok) PIT = j} 


> (5 - O)P{L<T <n} 
= G = C)P{ max (5; 
~ m(Sj — Sntk-1 + Silk — 1)) >e}. (8.1.6) 


By the same way, we have another inequality when X; is replaced by —X;. 
(8.1.5) is proved. 
Denote 


B= { max |Si(n -1)| > e}, 


Bj = {ISi(n = j)| > e, max |Se(n—k) <e}, 0<j<n, 


Bn = {|Xn| > €}, F;=(JB,0<j<n Frit = 0. 


i=j 


Lemma 8.1.2. Let {Xn,n > 1} be a p-mizing sequence with |X;| < 
r< œ, j =1,2,---,n, and y(M) < 1/6 for some M > 0. Then 


(1 — 6p(M))E{max)<i<n S?} — 4e? 


P(B) > SS SS IM. 8.1.7 
(B) 2 3E{maxi<i<n SP} +5M?r? + 12(e +r)? — 2e? ( ) 
Proof. For 1<i<k<7 we have 
:| < (k—1)} <2 ilk— 2)|. 8.1.8 
max [S| < |Sk| + max |5i(k — i)| < 2 max |5i(k — i)| (8.1.8) 
FO<M<n,0<i<n-— M, we have 
max |Si| < max x [51 +Mr, i<j<i+M, (8.1.9) 
and 
< M i /一 ?一 Ad 8.1.10 
See Sie ie me ieee |! BEO) 
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for i+ M <I <j < n. From (8.1.8)-(8.1.10) it follows that 


max |Sı| = max{ _ max |Sx|, Isl} 
1<l<j <k<i+M i Me 


max z [Sel + Mr + ie [Siml — i — M)| 


Ea 


BA 


max x [Sel + Mr +2, Me, (Sig 一 中 


max x [Sel + Mr +4, ieee |Si(n — 1)| 


for j = 1,2,---,n. Therefore for any given 1,1 <i<n— M we have 


< 一 8.1. 
max |S1| max. Pel Mr ee mer, |S;(n — 1)]. (8.1.11) 


Note that 


max |Si(n — D1s, 


< Xj} |B; w |Si(n g 1) | Ip; < (r+ e)Ip, 


for j = 1,2,:--,n and (a +b+ c)? < 3(a? +b? +c’). By (8.1.11) we obtain 
n 
E Sflp= > E S?Ip, 
o 2 1<i<n ile, 


M n 
< 27 3 
<J E max Sip, + 9, Ey, max |Sel 
j=0 一 j=M41 


2 
+Mr+4 mar |Si(n 一 1) } Tp, 


M 
22 = S? Ip, +3 > ca, SIs, 
j=M+41 
十 ae + 12(r + ¢)*)P(B). (8.1.12) 


Put Y; = maxı<k<j-M |Sz|, M < j < n. By Lemma 1.2.10 and noting 
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that P(F;) is non-increasing for i, we get 
n 


2 
E max y Sklep, 


jou Sk 
aA 2 
= 5. EY; Ip; 
j=M+1 
= Ð (BYP, -EYPlrn) 
j=M+1 
= EY Maley 7 = E(Y? — Yl 
j=M+2 


< EYmr{P(Fu+i) + 29(M)} 


af > E(Y? —Y? 4){P(F)) + 2%(M)} 
j=M+2 


< EY} {P(Fu+1) + 29(M)}. 


Moreover 
M 


LE max Sjlp, < (Mr +e)?P(B) 
< 2(M?r? + e?)P(B). 
Inserting these into (8.1.12) we have 
E max Si Ip 
< 3E max SI (P(B) + 2(M)) 
十 (5M27r2 + 12(r + £)? + 27) P(B). (8.1.13) 
On the other hand 
E o S?Ig = E m S? -E D S$? Ipe 
> E max S? — 4e?(1 — P(B)). (8.1.14) 


Combining (8.1.14) with (8.1.13) yields (8.1.7). 


Lemma 8.1.3. Let {Xn,n > 1} be as in Lemma 8.1.2. If Sn almost 
surely converge to a random variable as n — oo, then Emaxi<k<n Se are 
convergent. 
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Proof. Denote Drnim = ULE" {|Si(n+m-—i)| > e}. If e(M) < 1/6, 
by Lemma 8.1.2 


P{Dnn+m} 
(1 — 6p(M))E{maxn<i<nim S?\ — 4e? 
T 3E{maxn<i<n+m 57} + 5M?r? + 12(e + r)? — 2e? ` 


Using the reduction to absurdity, if E maXı<k<n S are divergent, then for 
any given n > 1 


E max S?>E max S? -E max S? > 6) >0 (8.1.15) 
n<l<n+m 1<l<n+m <Il< 


for large m. On the other hand, from Sp a5; S we have 


PLD nia Pi, max ， |Si(n +m — i)| > e} 


< P{ max, lsn(D)| > 2/2} 
+ P{|S,(m)| > ¢/2} 一 0， 


as n,m — oo.The contradiction to (8.1.15) implies that Lemma 8.1.3 holds 
true. 


Lemma 8.1.4. Let B= {maxi<j<n |X;| > e}, Tn = V1 JX > e). 
If p(M) < 1/2, we have 


(1 - 2(M)) ET, 


P(B) > 
(B) > ET, +M +1 


(8.1.16) 


Proof. Denote 


ae = 0, T, n(m) = fae Trs 
= {|X,| > €e}, 
i E {max |X| <E, |Xj| > Ek 


n 
P = (JB, jG Te Fai = Í. 


i=j 
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We have 
M 
ET, Ig 一 》 E(Tj-1 + Tj-1(n — j + 1))1(B;) 
j=l 
十 > E(T;_m-i1+T;_m-i1(M) 


+ Tj-1(n — j — 1))1(B;) 


M M 
< > MP(B;) + D> P(B;) 
j=l j=l 


+ 5 (ET;_m+11(B;) + MP(B;) + P(B;)) 


j=M+1 
= SO E(Tj-m-1(I(F;)-— I(Fj+1))) 
j=M+1 
=ETI(Fuy2)+ >> EI(|X;j-m-1| > e)I(F;) 
j=M+3 
7 一 AI 
< { >》 ， EI(|Xi| > e) {P(Fm+1) + 29(M)} 
i=1 
< ET,{P(B) + 29(M)}. 
Therefore 


ET, = ET„ I(B) 
< ET,{P(B) + 2p(M)} + (M +1)P(B), 


as desired. 


Proof of Theorem 8.1.1. 
The part of “if”. It is clear that (8.1.3) implies (8.1.2). In order to 
show (8.1.1), denote 
kn 
了 


j=l 
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By (8.1.4) we have Vn — EV, £, 0. From (8.1.3) it follows that 

kn 
P(Vn # Sn) 2 P{|Xn;| > 1} = o(1), (8.1.17) 


ie., Sn — EV, => 0. (8.1.1) holds true for A, = EV, + o(1). 
The part of “only if”. From Lemma 8.1.4 we have 


1 — 2y(M))E Sm I(|Xnj| 2 € 
P{ max [Xnj| > T 
SIS E Yje (|Xnjl 2 €) +M +1 


so that (8.1.2) implies (8.1.3). In order to show (8.1.4), let Y; be an 
independent copy of Yn; and put 


yey. WH ve 
From (8.1.17) and (8.1.1) it follows that V,—An £, 0. Therefore V 0. 


Denote V* = )7*_, Y*. By Lemma 8.1.1 
nk j=l inj y 


P{ Rx lVe =s 


M — * * > 
< o (M= max Yale} 


= o(1). (8.1.18) 
Hence by (8.1.2) and (8.1.18) 


pI max |V, ale} 
1<k<kn 


< Pf max |V%,|> e} 
1<k<k,—-—M 
kn 


本 > P{|Yz;| = €/M} = o(1). 


j=kn- M+1 


Using the same method as in the proof of Lemma 8.1.3 we get that VarV,* 


tends to 0. Thus VarV,, = VarV,*/2 approaches 0 as well. Theorem 8.1.1 
is proved. 
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8.2 Strong laws of large numbers 


First we show the Borel-Cantelli lemma for a y-mixing sequence. 


Theorem 8.2.1. Let {Xn,n > 1} be a p-mizing sequence and let 
{Fn = 0(Xn),n > 1} be a sequence of o-fields. Then for any given 
An € Fn, P{An, i.o.} = 0 iff 


3 P{A,} < œ. (8.2.1) 
n=1 


Furthermore, that S072, P{An} = œ implies P{An,i.0.} =1. 

Proof. For the first part, we need only to show that P{Ap, i.o.} = 
0 implies 772, P{An} < oo. Otherwise, if $; P{An} = oo. By the 
assumption, there exists an l > 0 such that 6 := y(l) < 1, and there is 
some j,0 < j < l— 1 such that $p; P{Ani+;} = 00. We have 


PLU Airi} =P{ Am4} + P{ Any; N An- H 


二 Et4nn NO A N Amit} 


By the y-mixing property we get 


Pf U Aus; 
> P{Ani+5} + P{A(n—ai4j}(P{Anij} H 
+ P{ Amii (P Aim NO N Aah — 4) 
> 5. P{ Aius} (P{( U Aiti) \ _ 6). 
=m i=m+1 
From ER, P{Asiij} = oo it follows that P{(US,, Aij) } < ô, ie, 
P Ua Aiti} > 1 — ô, therefore P{A,, i.o.} > 1 — ô, which contradict 
with P{An, i.0.} = 0. 
Secondly, if $72; P{An} = œ, it follows from the above discussion 


that 
P{lim sup An} = P{A,, i.o.} £0. 


It is clear that lim sup An € N31 Viz, Fi. We now show that (N21 Vn Fi 
is a trivial o-field. Otherwise, there exists a set B € NZL VZ, Fi, 0 < 
P(B) < 1. By the y-mixing property, for every A € Vi_1 万 we have 


|P(AB) — P(A)P(B)| < nP(A), (8.2.2) 
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where 7 < 1/2. It is easy to check that the class of sets which satisfies 
(8.2.2) includes the o-field V221 Fi, so that taking A = B we obtain 


P(B) - P(B)? < nP(B), 


which implies P(B) > 1/2. On the other hand, we have also B° € 
nai Vien Fi- A contradiction leads P{An, i.o.} = 1 as desired. 


Corollary 8.2.1. Let {Xn,n > 1} be a p-mizing sequence of identi- 
cally distributed random variables. Put Sn = } k-11 Xk. If Sn/n > b a.s., 
where b is a finite constant, then E| X| < oo. 

Proof. From S,,/n — b (a.s.) we have 
Xn Sa Sasi n—-1 


n n n—1 n 


Therefore P{|X,/n| >£, io = 0 for any e > 0. By Theorem 8.2.1 


ElXi| < >》 P{|X1| > n} < œ. 


n=0 


For the y-mixing sequence of identically distributed random variables, 
we have the following Marcinkiewicz strong law of large numbers. 


Theorem 8.2.2. Let {Xn,n > 1} be a y-mixing (p-mizing) sequence 
of identically distributed random variables with 


>》 p'/?(2") < co (X p(2") < œ), E|X4|" < oo 
n=1 n=1 
for some 1 <r <2. Then 
1 n 
> 》 (和 一 已 Ki) 一 om) a.s. (8.2.3) 


?1 一] 


Theorem 8.2.2 is an immediate consequence of Corollary 8.3.4 (Corol- 
lary 8.4.2), so we omit its proof here. 


Corollary 8.2.2. Let {Xn,n > 1} be a y-mixing sequence of identi- 
cally distributed random variables with YZ; y!/2(2") < oo. Then Sn/n 一 
b a.s. iff E|X1| < co and b = EX). 


8.3 Complete convergence for y-mixing sequences 201 


Remark 8.2.1. Xue (1994) showed that Theorem 8.2.2 is also true 
for a y-mixing sequence {Xn,n > 1} with 5 pl/2(2") < oo, if there exists 
a random variable X such that for any x > 0, P{|X,| > £} < P{|X| > z} 
and E|X|" < oo for some 1 < r < 2. 


Remark 8.2.2. JIosifescu and Theodorescu (1969) have discussed the 
convergence of a series of a y-mixing sequence, for example, they showed 
that for $` Xn a.s. convergence is equivalent to convergence in probability 
under some condition. They have also discussed the following strong law of 
large numbers: if an T 00, XX; VarXn/a2 < œ and ZX] y/?(n) < œ 
then 


1 
—(S,-ES,)—-0 as. 
an 


Remark 8.2.3. Chen and Wu (1989) have proved a strong law of 
large numbers for an a-mixing sequence. Suppose that sup, E|Xn|? < oo 
for some p > 1, and 


ee if 1<p<2, 
a(n) = 


O(n7>~*) if p>2. 


Then (Sn — ESn)/n = o(1) a.s. 


8.3 Complete convergence for y-mixing sequences 


The concept of complete convergence was introduced by Hsu and Rob- 
bins (1947). They showed: if {X,,n > 1} is a sequence of i.i.d. random 
variables with EX, = 0, EX? < oo, then 


XO P{|Sn| > en} < oo 


n=1 


for any es > 0. Baum and Katz (1965) showed that EX, =0, E|X,|"' < œ 
forr>1,1<t< 2 iff 


yon Pisa > enl/t} < oo 


n=1 


for any £ > 0. Bai and Su (1985) obtained: 
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Theorem 8.3.1. Let {X,,n > 1} be a sequence of i.i.d. random vari- 
ables andr > 1, 0<t< 2, A(z) be a slowly varying function as x 一 oo. 
Then the following conditions are equivalent: 

(i) E|X,|"h(|Xi|') < oo， 

(it) STS n"-2A(n)P{|Sp — nb| > en'/*} < œ for any e > 0, 

(iti) 3, n"*h(n)P{supzps,, |S~—kb|/k'/t > e} < oo for anye > 0, 
where b= EX, if1<t<2, and0 if0<t<1. 

Since 1970s, the complete convergence of a mixing sequence has been 
discussed by some research works. The best result corresponding to that 
for an i.i.d. sequence is due to Shao (1988a). 

Let I(x) and (x) be positive even functions such that 

| I(x), B(x)/x® (some0 > 0) and x?/B(x) 


: ; (8.3.1) 
are monotonically nondecreasing 


for x > 0. Shao (1988a) proved the following theorems. 


Theorem 8.3.2. Let a(x) = inv B(x), {Xn,n > 1} be a p-mizing se- 
quence of identically distributed random variables with EX, = 0. Suppose 
that 

EB(X;)I(B(X1)) < ov. (8.3.2) 


If one of the following conditions is satisfied: 


a) B(x)l(B(x))/x 1, B(x)l(B(x))/x? | and there exists a r > 2 such 
that 


> 2 (8.3.3) 


and 


D o2) < Flog i(n); (8.3.4) 


b) B(x)I(B(x))/x T, B(z)(B(x))/x? |, 


3 IC) sona as 7 一 oo (8.3.5) 


Gr) ~~ Lon) 


3 PH2(25) < o0; (8.3.6) 


?一 1 


c) B(x)l(B(x))/x? t and there exist gl > q2 > 2 such that 


B(x)I(B(z))/x® I, 
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© 1(n) n? ya [log n] ee 
一 一 |( 一 一 | exp; 3q yp (Z)? < oo. 8.3.7 
2 n (0) { 2 )} ) 
Then 
S (n) 
ye ~~ P{ max B(S;) > en} <œ, forany < > 0. (8.3.8) 
n=1 FE, 


Theorem 8.3.3. Suppose that I(x) is strictly monotone. Let {Xn,n > 
1} be a p-miring sequence with a common distribution. If (8.3.8) is satis- 
fied then (8.3.2) holds and 


S U AAA up AS) 


> e} <œ, for any ¢>0. (8.3.9) 
n i>n 2 


n=1 


Remark 8.3.1. If I(n) = O(I(n) — l([n/2])), (8.3.8) is equivalent to 
(8.3.9). 

Let I(n) = n™!,r > 1,8(n) = n',1 < t < 2 in Theorems 8.3.2 and 
8.3.3, we have 


Corollary 8.3.1. Let {Xn,n > 1} be a y-mixing sequence with a com- 
mon distribution. The following results are equivalent: 
(i) E\X,|"' <œ, EX, =0; 
(ii) Ei n?*P{ maxi <i<n |S;| > ent/t} <œ, forany e¢>0; 
(iti) Y nz?P{supk>n [Sg|/kY/t > e} < oo， for any ¢«>0. 
Choosing I(n) = logn, B(n) = nt, 1 < t < 2, we have 


Corollary 8.3.2. Let {Xn,n > 1} be a p-miring sequence with a com- 


mon distribution and p(n) (logn)~? for large n. Then the following 


LE 
. ~ 49 
results are equivalent: 

(i) E|X,|' log(1 + |X1|) < œ, BX, =0; 


(i) P 28" Pf maxıci<n |S;| > ani/t} <œ, forany e>0. 


Corollary 8.3.3. Let {Xn,n > 1} be a y-mizing sequence with a com- 
mon. distribution and EX, = 0, E|X,|'< col <t <2. FYL y/?(2") < 
oo then 

aoa | 
> -P{ max |S;| > eni/t} < oo 
n 


ae 1<i<n 
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for any e > 0. 


Remark 8.3.2. Corollary 8.3.1 can be strengthened as follows: the 
same result as Theorem 8.3.1 holds true for a y-mixing sequence with a 
common distribution, i.e., if h(x) > 0 is a slowly varying function, the 
following are equivalent: 

(i)’ E|X1|"*h(|X4|*) < œ, EX; =0; 

Gi)’ re n?*h(n)P{ maxi<i<n |S;| > cn/ < oo, for any £ > 0; 

(iii)? > 1 n™=?h(n)P{ maxr>n 1Sk| /EL > e} < œ, for any £ > 0. 


wherer>1,1<t<2. 
Corollary 8.3.2 can be strengthened similarly. 


Proof of Theorem 8.3.2. 
It is easy to see that (8.3.1) implies 


a(x)/x/? 1, a(x)/r/? |. (8.3.10) 
Put . 
Ka = Xi1{|Xi] < a(n)}, Sat = Aa 
j= 
We have 
yo) Pf max B(Si) > en} 
n=1 a 
xl 
< È KO pmax |X;| > a(n) } 
+ 2 O) pmax [Sni| > a(en)} 
=: h + Io. (8.3.11) 


It is clear that 


i(n)P{|X;| > a(n)} 


~ 
IA 
Me 


3 
II 
en 


lin) YD PU < BO) <j +1} 


J= 


Me 


3 
ll 
= 


HG)PLI < BX1) <j +1} 


lA 
Me 


&. 
lI 
= 


B(X1)1(8(X1)) < CO. (8.3.12) 


IA 
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Now we estimate Jz. Without loss of generality we can assume that 0 < 
e < 1/2. By (8.3.10) 


nl EX11{|Xi| < a(n)}| < nE| X| HIX] > a(n)} 
< Fey BCX MBX) 7% > a(n)} 
a(en) 


< ATI) PPA WBC) > a(n)}. 


Noting that 1(1) > 0, limn soo EB(X1)I(B(X1))I{|X1| > a(n)} = 0, we 
have 


n|EX11{|X1] < a(n)}] < Zalen) 


for large n. Therefore 
se) lln) p P{max [Sni — E Snil > -a(en)}. (8.3.13) 
mai 2 2 


By Lemma 2.2.2 and Lemma 2.2.10, for given q > 2 (specified later on), 
there exists a Cg = C (q) depending only on q such that 


PÍ max [Sni — ESni| > za 人 en)} 


[logn] 
< C,(a(en))~*((nexp(3 5 w2) 
?一 1 
 BXPI{|X4| < a(n)})" 
+ nE|X PHIX: < a(n)}). (8.3.14) 


If condition a) is satisfied, let q = 28(r + 1). From (8.3.10), (8.3.13) 
and (8.3.14) we have 


[log n] 


h < > aed Geren exp(3 5 PH2( (25) EX? HIX] < a(n)}) 


i=1 


bey AEX < a(n) 


=: h+ Ig. (8.3.15) 
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By (8.3.4) 
In < >» WD AAO) naonao 
- >» ae 
< >» “ilu < 00. (8.3.16) 


S 19) Sil) j? 
2 AG) = 2. 2G) at2(5) 59? 
na21(n) 2 1l 
~ ad(m) 2 Fp 
= (Sa) (8.3.17) 


Therefore 


heey 2 3 EIXO < BX) <j +1) 


n=1 
<< (5 A xg < B(X1) <j +1) 
sey LË EIG < AX) <j +1) 
j=l 
< cEB(X1)I(B(X1)) < œ. (8.3.18) 


From (8.3.15), (8.3.16) and (8.3.18) it follows that Iz < co, i.e., Theorem 
8.3.2 holds true under condition a). 

When condition b) is satisfied, let q = 2. By the similar discussion 
we have Ig < oo. If condition c) is satisfied, let q = qı. Note that from 
(8.3.7) we have I3 < oo. Since B(x)I(B(x))/x® | implies zl(x)/a(x)®2 
by (8.3.10) we have 
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It follows that I4 < oo. Therefore Iz < oo. The proof of Theorem 8.3.2 is 
completed. 


Proof of Theorem 8.3.3. s 
First we show that (8.3.8) implies (8.3.9). Put d, = D I(j). We 
have 


S HA pf f > 


n=2 n 


< OEL ) = U([n/2}) » Pfs up POD >e) 


j=l n=2ji i>2) 
oa So = B(S:) 
-2 Dn) -2 E Um) P{sup = >e} 
j=l n=2i n=2i-1 i>27 2 
en) P i) > e2*} 
S 2? 2 "deP toe max, (Si) 2 e2*} 
l 
22 Ko) pf max (Si) > <2*} 


z 


IA 
. II 
Me ~ 


2k+1<n<2k+2—1 


Mn) P{ max B(Si) ><} < oo (8.3.19) 


3 
ll 
一 


This proves that (8.3.9) holds true. 
Now we show that (8.3.2) holds true. From (8.3.19) it follows that 


k k 
210 )P{ max |X > a(e2 )} < 00 (8.3.20) 
for any £ > 0, which implies 
k 
P{ max |X;| > a(e29 — 0, ask > oœ. (8.3.21) 
Since y(p) — 0 as p 一 co, there exist ko and po such that for any k > ko 
í k 
(po) + P{ max |Xi] > a(e2*)} < 1/2. 
Then, as in (3.2) of Lai (1977) we have 


ok 
k k 
P{ max, |X; | > a(e2 )} > 3 PXI > a(e2 )}. 
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Whence 


5 u(28)2* PAIX, | > a(2*)} 


k=1 
< és (2) Pt max |X;| > a(e2*)} < 00. (8.3.22) 
= 1<i<2k 
On the other hand 
EB(X1)l(B(X1)) 
< (1) + X 271(27)P{27-* < B(X1) < 27} 
j=1 


< 1) +X 271(27)P{| Xi| > a(27")}. 
j=l 
From (8.3.22) we obtain EGB(X,)I(B(X1)) < œ. (8.3.2) is proved. This 
completes the proof of Theorem 8.3.3. 


8.4 Complete convergence for p-mixing sequences 


The conclusions of complete convergence for a p-mixing sequence have 
not arrived completely as for the y-mixing case, but some ideal sufficient 
conditions can be given. 


Definition 8.4.1. A function I(r) > 0(z > 0) is said to be quasi- 
monotone non-decreasing, if 


limsup sup l(t)/l(z) < oo. 


E00 0<t<z 


A function I(x) is said to be quasi-monotone non-increasing, if 
lim sup sup l(t)/l(zx) < oo. 
Z 一 oo t>z 


Throughout this section, we assume that I(x) is a positive, even and 
quasi-monotone non-decreasing function, 3(x) is a positive even function 
and G(x)/x°, x?/G(x) are monotone non-decreasing for some 0 > 0. Denote 
a(x) = invA(z). 

Shao (1989c) proved the following theorems. 
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Theorem 8.4.1. Suppose that 3(x)l(B(x)) and x*~©°/B(x)l(B(x)) for 
some 0 < so < 1 are quasi-monotone non-decreasing functions, {Xn,n > 
1} is a p-mizing sequence with a common distribution and EX, = 0, 


EB(X1)UB(X1)) < co. If 


X p(2”) < œ, (8.4.1) 
n=l 
then for anye > 0 
3 AP} pf max {(5;) > en} < 00 (8.4.2) 
n licn ` _ 


Theorem 8.4.2. Suppose that there exist q > 2, qo > 2 andé > 0 such 
that x7/G(x)l(B(x)), B(x)l(B(x))/x? are quasi-monotone non-decreasing 
functions, and I(x) > x°(x > 0), 


7 w25)" < 00. (8.4.3) 


Let {Xn} be a p-mizing sequence with a common distribution and EX, = 0, 
EB(X1)I(B(X1)) < co. If 


5 p/"(2") < oo (8.4.4) 
n=1 
for some r > q, then (8.4.2) holds. 


Corollary 8.4.1. Let {Xn,n > 1} be a p-mizing sequence with a com- 
mon distribution and EX, = 0, E|X1|PA(|Xq|'/%) < oo forp>1, pa > 
1, a> 1/2 anda slowly varying function h(x) > 0. If 


pi (n) < oo (8.4.5) 


Me 


1 


n 


forr =2 when1 < p< 2;r >p, when p > 2, then 


Pa 一 2 a 
5 n h(n)P{ max 15;| > en } < oo (8.4.6) 


n=1 


for anye > 0. 
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An immediate consequence of the above complete convergence result 


is the following Marcinkiewicz-Zygmund law of large numbers. 


Corollary 8.4.2. Let {Xn,n > 1} be a p-mizing sequence with a com- 
mon distribution and EX, = 0, E|X,|? < 00,1 < p < 2. Assume that 


Oo 


p(2”) < oo. 


n=1 


Then 
lim S,/n/? =0. as. 


Corollary 8.4.3. Let {Xn,n > 1} be a p-mixing sequence with a com- 
mon distribution and EX, = 0, E|X,|PA(|X4|?) < 00, 1 < p< 2, and h(x) 
be a monotone non-decreasing slowly varying function. Suppose that 


> p(2") < œ. 


n=1 
Then for anye > 0 


1<i 


A h(n) 1/ 
` Pf max |5;| > en P) < 00. 
n=l n Sien 

If E|X,|?+® < oo for some 6 > 0 instead of the condition E|X,|P?h 
(|X1|1/%) < oo in Corollary 8.4.1, condition (8.4.5) can be deleted. Fur- 
thermore Kong and Zhang (1994) pointed out that (8.4.6) also holds true 


for non-identically distributed random variables. 
The proofs of Theorems 8.4.1 and 8.4.2 need the following lemma. 


Lemma 8.4.1. Let {&,,n > 1} be a p-mizing sequence with E€, = 0, 
Eg(|En|) < œ, where g(x) is a function for which there exists a constant 


0 < C < œœ such that supzr>t Ia < Cay for any t > 0. Denote Ti(i) = 
Spay 116 Then for any qi,g2 > 2 there exists a constant K depending 
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only on qi, q2 and p(-) such that 


P{ max |To(é)| > z} 


= 和 PHI > 4} 十 Kia (na 


| 
ap(K Y o(2') 
i=1 


-max [E&E] < B) 


[logn] 
+ nexp(K X pla (2) 
i=1 


-log® (2n) max E|é:|"1(\gi| < B)) 


[logn] 
+r P (ne? exp(K 5 p(2°)) 
i=1 


-max |&:1(B < |&l < A? 


+ ($). k exp(K ple (2) 
i=1 


-max Eléil®1(B < |&| < A)) 
logn] 

十 Z . np’(k) exp(K 2 p(2')) 
?一 1 


n 


“log [7] ‘max EG; I(B < | 和 | < A)} 


for any k (< n), x > 0 and A > B > 0 which satisfy the following 
conditions 


4nCA 


HCE max EJEDE > A) < 2, (8.4.7) 
48k BC 
DJ T, Eg(\&: |M (é:| > B) < z. (8.4.8) 


Proof. For simplicity, we assume that {é,éi,1 > 1} have a common 
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distribution. Put 


an = &1(|&| < B) — E&I (|&| < B); 
Gia = &iI (B < |&| < A) — E&I(B < |&i| < A); 
&i3 = SiT (lé: > A) — Eé1(|éi| > A); 


Tee) bigs, S23 
j=l 


It is clear that 


P{ max |To(i)| > z} 
< P{max ITa] > i} + P{max |Ti2| > 7} 
十 P {max |Tis| > 5} 
= h + Io + 13. (8.4.9) 


From (8.4.7) 


Is < PLD Ell A) 2 $ 


i=1 


- Ð EIEE: > A)} 
i=1 


< PLY E&A a3 


TAGA 
-Ae A) 


n T 
<P{X eel 4) > 3} 


< 3 P(|&| > A). (8.4.10) 
i=1 


By Lemma 2.2.5 and Lemma 4.1.2, there exists a constant Kı depending 
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only on qı and p(-) such that 
[logn] 
I < Kyr ®t (n™/\\e7((€| < B)||? exp( Ki 3 p(2") )) 

+ nlog® (2n) |E (IE < DIZ 
[log n} | 

-exp(Ki > p7/"(2'))). (8.4.11) 
i=0 


In order to estimate I2, put 


(2i+1)k 
5 E52, 1=0,1,---,p1, 
j=2ik+1 
2(i+1)k 
Zi = > E52, t= 0, 1, “**,p2 (8.4.12) 
j=(2i+1)k+1 
where 
n n 
pr = KẸ - 9/2]; p2 = (È - 372]: 
Denote 
j=0 j=0 
Then 


h < P{ max Wi] 2 = ah sg P{ max |W," 2 a 
PY mma E PEJE = a} 
=: I4 + I5 + Ig. 


(8.4.13) 
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By Lemma 2.2.5 and (8.4.8) we have 


(i+1)k 
n 
I <22 
ee aii Pee Ei|L(B < |&i| < A) 
— Elél1(B < |&| < A) 
A (i+1)k 
Sag E\G|I(B < |g| < A)} 
j=ik+1 
n (i+1)k 
<9: J2 l 
2 egea 


— BIG|(B < 6| < A) > =} 
< Ka 5 ]2-® (KPB < [él < ADP 


logn] 
-exp( Ka 》 (24)) 
i=0 
[log n] 
+ KIIEI(B < |l < A exp(K2 > 9/”(2/))) 
?一 0 


< Koa” (n® E(B < |E] < A)IP 


[log n] 
-exp(Ka >> p(2’)) 
?一 0 
+n: IEB < |El < Ag 
[logn] ! 
-exp( Ko J` p?/®(2)). (8.4.14) 
i=0 


Now we estimate I4. Denote F; = o(€;,7 < 2(¢+1)k), i =0,1,---, py, 
F_, to be a trivial o-field. Put 


U; =Y;- EY Fi) Gi= > Un 
一 0 


i 
Hi = 》 E(Y;|Fj-1), i=0,1, +, pr. 
j=l 
It is easy to see that 

x x 

lz i ee 

ne PY max Gil > el + P{ max il > al 

=: J7 + Íg. (8.4.15) 
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Note that {U;,F;,i > 0} is a martingale difference sequence. Hence by 
the maximum velue inequality for a martingale difference sequence, the 
Marcinkiewicz-Zygmund inequality and Lemma 2.2.5, we have 


r < (Z) (ee-) HIG, 


24 q2 一 1 
< Kay @. q2/2 B|U.|® 
Shae ph a, EIO 


< Ker -2 . pP? (k@/E1(B < |E] < ADP 
logn] 
-exp(Ks >> p(2’)) 
?一 0 
+ kIEM(B < |él < ME 
[log n] 
-exp(Ks >. 97/#(2'))) 
?一 0 
< Kaz-® (n®71€1(B < |El < ADIIP 


[log n] 


-exp(Ks >》 o(29) 
i=0 


+ (te . El€|®1(B < |é| < A) 


[log n] 


- exp(Ks > peio): (8.4.16) 
i=0 


By imitating the proof of Lemma 2.2.2 and using Lemma 2.2.5, there exists 
a constant K4 depending only on p(-) such that 


itm 


E( 》 EYF) 
j=itl 
< Kamkp’(k)EE I(B < |é| < A) 
[log n] 
-log?(2m) exp(Ka $ p(2')). (8.4.17) 
1=0 


From Lemma 4.1.2 it follows that 
E max H? <3K4pikp*(k) log*(2p,) E€71(B < |€| < A) 
<i<pi 


[logn] 
‘exp (Ka 3o p(2)). (8.4.18) 
?一 0 
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Thus we obtain 
Ig < Kyx~?np*(k) log! [| eer < |€| < A) 


[logn] 


-exp(Ka X (2')). (8.4.19) 
i=0 
(When [n/k].< 2, we have pı = 0 and hence Ig = 0, i.e., (8.4.19) holds 
true; when [n/k] > 2, (8.4.18) implies (8.4.19).) From (8.4.15), (8.4.16) 
and (8.4.19) it follows that 


Ty < Koga? (n®/? GIB < |G] < AIP 


[log n] 


-exp(Ks > p(2')) 


?2 一 0 
Ny 42/2 
+ (Z) KIE < [él < Ag 


[log n] 


: exp (Ks `> po2e (29 ) 
=; 


_ n 
+ Ksx~*np?(k) log‘ [Z] |é&7(B < |éi| < ADB 


|é7(B < |&l < A)ll2 
[logn] 


exp (Ks 2 p(2')). (8.4.20) 


By the same way, we have also (8.4.20) for J5. Lemma 8.4.1 is proved. 


Proof of Theorem 8.4.1. 

From the assumption that I(x), B(x)l(G(x))/zx, x2~©°/B(x)l(B(x)) are 
quasi-monotone non-decreasing, it follows that there exists a constant C > 
0 such that for any t > x >0 


I(x) < Cl(t), (8.4.21) 
B(x)U(B(x))/x < CB(E)IB(E))/t, (8.4.22) 
7 /3(xr)1(B(x)) < Ct?“ /A(t)I(B(t)). (8.4.23) 


By (8.4.22), (8.4.23) and the monotonicity of B(x) we have 
a(x) _ 1 a(t) 
SS 
al(z) ~ Ctl(t)’ 


aœ? (r) a? Eo (t) 
ZL(Z) tl(t) 


(8.4.24) 


<C 


(8.4.25) 
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Let Cn = log-8/eom and take A = a(n),B = a(nC,),k = [nC,],2 = 
a(en), g(x) = B(x)I(B(x)) in Lemma 8.4.1. Then (8.4.7) and (8.4.8) are 
satisfied for large n. In fact, for n > 1/e, from (8.4.24) and (8.4.21) we 


have 


Ap BAX)BX I > a(n)) 


< 4C olen) pg x BXNINX > a(n) 


= elfen) 


3a EN 
< EE ET EBED] > a(n)). 


Noting that limp. EL(X DBX JM(|X1ı| > a(n)) = 0, for large n we 
obtain 


EOT BBOUAXDI(IX| > a(n) < alen). 


This proves that (8.4.7) is satisfied. Similarly we can verify (8.4.8). By 
Lemma 8.4.1, letting qi = q2 = 2, we have 


Es ` i) p*(nCn) (log log n) EXiI(|X1| < a(n) 


4x a?(en) 
= Jı + .2 + J3 + J4. (8.4.26) 
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From (8.4.21) 


J < TEPU < B(X1) <j +1} 


n=1 j=n 


= > l(n)P{j < B(X1) <j +1} 


< cEB(X1)I(8(X1)) < œ. (8.4.27) 
From (8.4.23), (8.4.25) and the monotonicity of z/af (x), a?(x)/x we have 


ce I(n) log? na? (nC) 

J2 < 2 C2 ny A 

< ce 2/0 > 2E CH) maA) 
azi a(n 


oo 2 
< D9 log n Geo/? 


n 


n=l 


| 
<c>， < 00. (8.4.28) 


2 
fay Plog’ n 


Since ZL; p(2”) < co we have p(n) < clog n. Hence 


ees: 


n=1 


a 


I(n) E 
Zenj Ë 3/2 nEX{I(|X1| < a(n)) 


wr 


<0 § O og-32n EEX) 


< oo. (8.4.29) 


At last we estimate Jz. From (8.4.25) and z/a2(z) |, we have 


oo 1(7) je0/2 1 
Lag 


1(7)7 
7 a2—€0(7) oso (j) jl+teo/2 


jan 


el(n)n!+60/2 = Leven (9 


Se a D3 


j=n 
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Therefore 


ey ei BX?1(j < P(X1) <j +1) 
ae) 


< cEB(X1)I(8(X1)) < œ. (8.4.30) 


Theorem 8.4.1 follows from (8.4.27)—(8.4.30). 


Proof of Theorem 8.4.2. 


From the assumpuion that I(x), 27/G(x)I(B(z)) and B(x)l(G(x))/x? are 
quasi-monotone non-decreasing it follows that there exists a C > 0 such 
that (8.4.21) is satisfied and for any t > x > 0 we have 


a(x ad x)l( Bla 
as) < ctl), Ng eh 
Let C, = n~©!, where sl = ge let B = a(nC,),k = mg(z) = 


B(x)l(B(x)). Take z = a(en) in Lemma 8.4.1. Then (8.4.7) and (8.4.8) are 
satisfied. In fact, by I(x) > xê we have for large n 


48C'a(nC,) 
Tine.) PPE (X1)) 
< Feet EACX BO)) 
48Calen) 


< ae EBX). 


Thus (8.4.8) is satisfied for large n. By the same way (8.4.7) is satisfied as 
well. 


220 Chapter 8 Laws of Large Numbers and Comolete Convergence 


By Lemma 8.4.1 with q1 = qo +q+4,¢2 = r we have 


= Bs I(n)P{|X1| > a(n)} 


[log n] 


ae A 
t$ LO (tne, K Y ae) 


log” nE|X4|71(|X1| < alaca) 


十 c > aon (n P(EX?I(X: > a(nC,)))"/? 


+ nE|Xi"1(|X1| < a(n))) 
=: Li + L + L3. (8.4.32) 


As in the estimation of Jı in the proof of Theorem 8.4.1, we have 


Lı < œ. (8.4.33) 


Noting that exp(K slice a p2/ a (21)) log” n is a slowly varying function, 
©) 1, and using (8.4.31) and condition (8.4.3), we have 


Co 
l 
L2<cS, nm/2p|xXlI(|Xi| < a(nCn)) 


(nnn/2an (nC,) 
< os eee ace rt {Sh 
Der (n)l(nC;, nC, 


sey n ELO: (8.4.34) 
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Next we estimate L3. From (8.4.31) it follows that 


2] 
ae 


ATN 


a? (n) 


<c 3 Un) a"(nCn) 
ee 
ln)n at(nC,) 1 
<c AR 
2 a (n) nCnl(nCn,) mnC7/2 11r/2-1(nC,,) 
z 1 
< a a 
T “全 of ' (nC, )(r/2- 1)6 
<cy nF < ov, (8.4.35) 
n=1 


By (8.4.35) and (8.4.31) we obtain 


ey SHEIK < a(n)) 
: a Hel 
n=l 
2 io $ |X IG < B(X1) <j +1) 
A nl(n) nz atl) 


nl(n) mr 一 9)/2 1 
n) a®~4U(n) nit(r—49)/2 


j=l n=j ( 
-E|X1|\"IG < B(X%1) <j +1) 


<1 pes r BX < B(%1) <j +1) 


< cEB(X1)I(B(X1)) < oo. (8.4.36) 


Then Theorem 8.4.2 follows from (8.4.32)—(8.4.36). 
In order to prove Corollaries 8.4.1 and 8.4.2, we need the following 
lemma. 


Lemma 8.4.2. Let h(x) be a positive slowly varying function. Then 
z°h(x) is a quasi-monotone non-decreasing function for any £ > 0. 
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Proof. By the property of a slowly varying function, we have 


lim sup ofl). = lim BLS =j: 
Nooo2N<z<2N+t1 h(2N+1) N—>oo2N<s<2N+1 h(2N+1) 
Therefore there exists an N such that for m > N we have 
E san S08. ree in aoe (8.4.37) 
For any t > x > 2%, let Mi, M2 > N such that 
QM pe MIT, Mreta Mart, (8.4.38) 


From (8.4.37) and (8.4.38) we have 


h(s) 


: h(2™M1+!) 
2Mı <s<2Mı+1 h 


zh(z) < 2° 


< ge Ma- Mit I) p(gM2+1) 


< © 2°(Ma— Mi +2) h(t) 
< te2e(M2 一 MI 二 1) ge(Ma=Mi +2) p(t) 


= 2°. teh(t). 
This proves that x*h(x) is a quasi-monotone nondecreasing function. 


Proof of Corollary 8.4.1. From pa > 1 and Lemma 8.4.2 it fol- 
lows that n?*~!h(n) is quasi-monotone nondecreasing. If 1 < p < 2, 
xP h(x), x°? /h(x) are quasi-monotone nondecreasing. Then Corollary 8.4.1 
follows from Theorem 8.4.1. If p > 2, x?~?h(x) and x’~?/h(zx) are quasi- 
monotone non-decreasing. Then Corollary 8.4.1 follows from Theorem 
8.4.2. If p = 2, lim, n EX? -I(|X1| < n%) = 0 for any e > 0, and 
hence Corollary 8.4.1 can be obtained by repeating the proof of Theorem 
8.4.2. 

Proof of Corollary 8.4.2. Obviously x?~1h(x) is increasing. By 
Lemma 8.4.2, x7? /h(x) is quasi-monotone non-decreasing. Hence Corol- 
lary 8.4.2 follows from Theorem 8.4.1. 
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For the complete convergence of a-mixing sequences, Hipp (1979) ob- 
tained the following result: 
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Theorem 8.5.0. Let 
> <a<1,2<r<o,l/a<p<r,{Xn,n>1} 


be a strictly stationary a-mizing sequence of random variables with EX, = 
0, E|X1|" < co. Assume that 


> alelm) <oeo for some 0> [2 p | os, (8.5.1) 
ay r—ps pal 
Then 


Oo 
a—2 : a 
ae P{ max |S;| > en \ <œ forany <s>0. (8.5.2) 
n= 


However, an example contrary to Hipp’s conclusion was given by Berbee 
(1987) when r = oo, i.e., in the case of X1 bounded. 


Shao (1993c) proved the following theorem. 


Theorem 8.5.1. Let 1/2<a<1, l/a<p<r<o, {Xn,n> 1} be 


an a-mizing sequence of random variables with EXn = 0, suPy>3 ||Xnllr < 
oo. Assume that 


a(n) = O(n~"?- YIP) logn) forsome B>rp/(r—p). (8.5.3) 
Then (8.5.2) holds true. 


An immediate consequence of Theorem 8.5.1 with p = a = 1 is: 


Corollary 8.5.1. Let 1 <r < oo, {Xn,n > 1} be an a-mizing se- 
quence of random variables with EX, = 0,supn>1||Xnllr < œ. Assume 
that 


a(n) = O(log’ n) for some B>r/(r—1). 
Then 


OO 

1 
X -Pf max |S;| > en} <œ for any e>0Q. 
mead n l<i<n 


Particularly, we have 
Sn/n—0 as. 
The proof of Theorem 8.5.1 will needs the following lemmas 
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Lemma 8.5.1. Let {Xn,n > 1} be a sequence of random variables 
with EX, = 0 for every n > 1. Then 


ak : : 
P{ max Sj) > 2} < 40 2 EXX] >c) 
+ 42% 十 323mcz talk) (8.5.4) 


for anya > 1, x > 1, c > 0 and integer k satisfying 


1 < k < 2/(64aclog x) (8.5.5) 
and for some s > 2, 
k 
(£ XX < of) ar 2/s(i) < x? /(323a log z). (8.5.6) 
w=1 ?一 


Proof. Let 


X; = Xil(|Xi| < ce) — EXi1(|X;| < ©), 


(2i+1)kAn e i 
Yi1 = 5 Xai 1 = 0,1, ,91 :一 一 -一 一 |， 
j=1+2ik p Al 
2(i+1)kAn s 
Y; 2 = > Xj, i= 0,1,- , q2 :一 [z -1 
j=1+(2i+1)k 
S; = X Xp Ti1 一 5 Yj1 Ti,2 a 5y Y; 2. 


It is easy to see that 


max |Si| < max 15;| 
l<i<n 


十 [XilI(|Xi| > c) + >》 EIXilI(|Xi| > o) 
?一 1 ?一 1 


and 


P{ max S| >z} < P{ max [5:| > 2/2} 


4z-1 ŞS EXX >c). (8.5.7) 
i=1 
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Since 


< 
max |5i| pmax [Til + pmax, |T;,2| + 2ke 


< . p 
pmax [Ti] + max [Tizlz + 2/32 


by (8.5.5), we have 
Pt sees. Pil 2 2/2} 


< P{ max Tial > x/8} + P{ ma mar |T;,2| > x/8} 


=: h + I. (8.5.8) 
We first estimate J,. The estimation of I is completely similar. Put 


G1 =0(9), Gi =0(Xj,1 < j < (2i + 1)k), 


ui = Yia — E(Yia|Gi-1) Ui= ol uj, i=0,1, 
j=0 


Then 


qı 
D < P{Y |E(%11Gi-1)| > 2/16} 
2 一 0 


+ P{ m max |U;| > z/16} 
=: lz + L (8.5.9) 


and {Ui, G;,i > 0} is a martingale with |u;| < 2kc for every i > 0. Noting 
that for each real t and i > 1, 


E(e™|Gj1) =1+ 2 p(s) IG.) 


= (|t|2k 

<14+t?E(u?|Gi-1) ) 2 人 
=0 

< exp(Perte E(u G1) 


< exp(t?e7"* ECY? |Gi-1)), 


we find that {exp (tU; Sees Lio EYA |Gj-1)) Gii > o} is a non- 
negative supermartingale for every t and hence 


(8.5.10) 


P{ max exp(tU; — co E ae >y} < 
<i< Z 


< |m 
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for y > 0, by the maximum inequality of the non-negative supermartingale. 
Take t = (32a log x)/z in (8.5.10). By (8.5.10) and (8.5.5), we have 


PÍ max U; > 2/16} 


0<i< a 


< P{ max exp(tU; — te ate)” BOL AET 1) )) 


0<2<qi 


> exp( = — te ate 9” BO, 2,1G;-1)) $ 


2 


<P{2 20 p11Gj-1 Kon 


+P{ mex exp(tU; — te mey BY 711Gs- 1 )) 


5 a t2e2ltlke z2 } 
“PUIG r 
qı 2 


< PIV pO Gae 
= id (¥511G5-1) > aaa ee 
zt f2e2lt|ke y2 


+exp(—5 ena) 


2 
T 
<P > E(YA|G; 一 一 一 一 一 ate 5.11 

bs (Yl j— 1) 2 F372 mae ook) 


Using Lemma 1.2.4, one can obtain 
qı (2j+1)k 


> EY so AD D XKX < OIE 


j=0 i=2jk+1 


k 
sha Ys () Do (Xl < ol? 


2 


= 
~ 8(32)%a log x 
by (8.5.6). Hence 


r2 
Pid YfilGs-1) > 二 


32)2alogz @ 
< SEDIE? 》 BIEWAIG:1) - EYA (85.12) 
j=0 
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Write €; = E(Y¥?,|Gj-1) ~ EY}7,. We find that 
Elé| = E(¥}, — EY?,)sené; < 4(kc)?a(k) (8.5.13) 


$ 


by Lemma 1.2.4 again. Inserting (8.5.13) into (8.5.12), we obtain 


qı 2 
P Bye (Guy Sa ee 
D2 (YlGi-1) > ge | 


(32)3anc*ka(k) log x < (32)?nca(k) 


< 7 7 (8.5.14) 
by (8.5.5). Now a combination of (8.5.11) and (8.5.14) yields 
P{ max U; > =} < 7z + (32)?ner~'a(k). 
Similarly, we have 
P{ max U; < ==} < 17° + (32) ner~ talk). 
Hence 
Ig < 217° + 2(32)} ncr ta(k). (8.5.15) 
Also, one can get that 
E\E(Yi1|Gi-1)| = EY, isen(E(¥i,1|Gi-1)) < 4kca(k) 
and hence 
Iz < 64ncx7'a(k). (8.5.16) 
It follows from (8.5.9), (8.5.15) and (8.5.16) that 
I, < 2x7? + 3(32)}° ner~ ta(k). (8.5.17) 
Similarly, we have 
In < 217° + 3(32)} ncr la(k). (8.5.18) 


This proves (8.5.4) by (8.5.7), (8.5.8), (8.5.17) and (8.5.18). 


Lemma 8.5.2. Let {Xn,n > 1} be an a-mizing sequence with 


EX;=0,  |X:il <D and ali) < Coi” log 
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fori > 1 and for some 1 <v < œ, Co > 1, T >0 and real A. Then there 
exists a finite positive constant K depending only on v, T, A and Co such 
that 


P{ max |5;| > 2} < Kn(D/2)40+ 049) jog- D-0 +A aD) 
<i<n 
(8.5.19) 
for any x > KDn¥/2 log? n, 
Proof. We assume , without loss of generality, that D = 1. It 
suffices to show that there exists a constant K such that 


Pt max |S;| > x} 


1<i<n 
< Knet U+) og -DT-N/(V+T) x (8.5.20) 


for any z > Kn!/? log +l/2 n. Take 


C = 227/(¥47) Jog) 47) g, 
a=T+2, k= [xr/(64aclogz)| 


in Lemma 8.5.1. Assume that 
Knz “(+ E47) og DO -AMC+TT < 1, (8.5.21) 


Otherwise, (8.5.20) is trivial. If the conditions of Lemma 8.5.1 are satisfied, 
then (8.5.20) will follow from (8.5.4) immediately. So we need only to 
verify (8.5.6). In what follows we denote by K; the finite positive constant 
depending only on v, T, 4 and Co, whose value may be different from line 
to line. If 1 <v < 2, then 


n k 
(DXX < D) Doar) 
i=1 i=0 


< 2mnkc ”< anc!” /(32a log zx) 
ee 

(32)5aloga' 

log’ TI-A) 0+7) y 
Pe 


e 
~ (32)3alogz 


32)221 -Yng ”(T+1)/(v+7) 


(8.5.22) 
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by (8.5.21). When v > 2, we have 


n k 
i=1 i=0 
k 
< n(1 + Co Soi Jog A1-2/) i) 
i=1 
< Kyn(log thlQ-2/) k + k770-2/v)+1 Jog7A0-2/) k) 
< Kin(logl+Alz + (z/(clog 7)) 7702/1 Jog AG-2/) 7) 


x? 


< Ga 1" log2+AIG-2/m y 
+ Kinz OHD +T) log -D-A)/0+7) g) 


z 
< — 8.5.23 
~ (32)3alogz ( ) 


by (8.5.21) and z > Kn!/2log!t!Àl/2 n. Now we conclude from (8.5.22) and 
(8.5.23) that (8.5.6) is satisfied. This completes the proof of the lemma. 


Proof of Theorem 8.5.1. By Lemma 8.5.2, we have that for any 
e€ > 0, there exists a positive constant K such that 


P{ a |Si| > en ) 
< Kn! O+r(p-1)/(r-p))/(r+r(p-1)/(r-p)) 
Jog 7 P-re-1)/(r-p))/(r+r(p-1)/(-P)) n 


= Kn)-P4 Jog} (r—-P)(8—1P/(7-P))/7 n, 


which yields (8.5.5) immediately by (8.5.6), as desired. 
The example below shows that Theorem 8.5.1 does not remain valid, 
if the assumption 8 > rp/(r — p) is replaced by 3 > r/(r — p). 


Example 8.5.1. Letl<p<r, 1/p<a<1. Put 


____ or —p) tt yu -1 
d= 一 b= d= 一 一 一 一 ， 
r(l-a)+pa-1 r—p r—1-—a(r—p) 


g(x) = x*log?z, «>0, 


G0) =0, Gln) = Do), m= 125-5 


f(x) = (g(2) C/C (og g(r))"/" log log g(x), > 0. 
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Let {Yn, n > 1} be an independent sequence of random variables with 


Pioa 


2f (n) 
1 


Hne =1— 375, 


Define a sequence {Xn,n > 1} by Xn = Y; for G(j — 1) < n < G(j). Then 
{Xn, n > 1} has the following properties. 


EX,=0,  E\X,|" =1, (8.5.24) 

a(n) = O(n "PV/(r Pp) Jog~7/("-P) n(loglogn)~!), (8.5.25) 
co 

5 n?° P{|Sn| > en%} =œ forany e> 0. (8.5.26) 
n=l 


Example 8.5.2. Letr > 1. Put 
a= (r—1)/r, g(n)= [net exp(n”)], G(n)= >》 9g(i. 
Let {Y,,,n > 1} be an independent sequence of random variables with 


1 
P{Y, = tn" log!" n} = Shine P= oe 
gn 


nlogn` 


Define X, = Y; for G(j — 1) < n < G(j). Then {Xn,n > 1} has the 
following properties. 


EX,=0, DLE 
a(n) = O(log~/"-) (log log n)~'), 


co 
1 

> —P{|S,| >en}=oo, for any e>0. 
n 

n=1 


Remark 8.5.1. We now can discuss whether Theorem 8.5.0 is true 
or not in the case of r < oo. Assume that 1 < p < r/2. Then (8.5.1) will be 
satisfied with 0 > 8 provided p large enough. But Example 8.5.1 says that 
the mixing rate n~(°—)/2 is required at least. This means that Theorem 
8.5.0 is quite possibly not true. Unfortunately, {X,,n > 1} in Example 
8.5.1 is not strictly stationary. Shao (1993c) conjectured that there is 
a strictly stationary a-mixing sequence satisfying (8.5.24), (8.5.26) and 
a(n) = O(n-"(p-D/(-P) log! n). He also conjectured that the assumption 
B > rp/(r — p) in Theorem 8.5.1 can be replaced by 8 > r/(r — p). 
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8.6 A further discussion on the complete convergence 
for partial sums of a mixing sequence 
Let {Xn,n > 1} be a sequence of i.i.d.r.v.’s, Sn = S07, Xi. Assume 


that positive functions H(t) and w(t) are defined on (0,00) and H(t) f 
o0(t + 00), Y(t) = fj p(u)du, t > 0. Denote 


(as KS Seno 


nle) = sup{(|Sul = eH (n))*/e}, 
x(e) = sup{n > 1 : |S,| > eH(n)}, 


where e is an arbitrary positive number. Three problems posed by Pro- 
horov are as follows: 


(i) Is 
oO 
w(n)P{|S,| >eH(n)} < œ, ve>0 (8.6.1) 
n=1 
equivalent to 
Exp(v(e)) <œ, Ve > 0? 
(ii) Is 
Oo 
w(n)P{ max |S,| > eH(n)} <œ, ve > 0， (8.6.2) 
= 1<k<n 
equivalent to 
Ev(invH(n(e))) < œ, Ve > 0? 
(iii) Is 
5 p(n)P{sup|Sk|/H(k) >e} <œ, Ve > 0， (8.6.3) 
n=1 kzn 


equivalent to 


a 


Ey(x(e)) <œ, ve > 0? 
Let 


M, = {4 : y(x) > 0,x € [1, 00), 361,62 > 0, such that 
rl- 61yp(z) ie e274) (a) l, z—> oo}. 
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Sirazgimov and Gafrov (1987) discussed these problems and showed 
that under the following assumptions: 


lim sup H(Cz)/H(z) < oo, VC >1; (8.6.4) 
lim inf P{S, >-eH(n)}>0, ve>0 (8.6.5) 


and 
pEM, or (z), as z> œ, 


the following three conclusions are equivalent 


P(w,H,¢) 

:一 5 w(n)P{S, > eH(n)} <œ, ve > 0， (8.6.6) 
M(4,H, a 
2 w(n)P{ max Sk >eH(n)}<oco, Ye>0, (8.6.7) 


n=1 


S(¥,H, a. 


= `> PET p Sk/H(k) >e}< oo, Ve>0. (8.6.8) 


n=1 


Su (1989) studied these problems and gave the following result. Sup- 
pose that the following conditions are satisfied: 

(A) There exist constants C > 0, to > 0 such that w(t) < C(t) for 
any t > fo; 

(B) t(t) 1 co(f — oo) and there exist C” > 0,t 9 > 0 such that for 
any t > to 


f WSC Y(t); 
0 


(C) 0< Bı < H(t)/t < Bo < +00 or H(t)/t T œ(t > œ) or H(t)/t | 
0 and H?(t)/t 1 co(t 一 00); 
(D) There exist a positive integer N and 62 > 0 such that for every 


integer k > 0 
RE+1 


NF 
> y(n) > (1 + 62) 2 y(n). 


Then (8.6.1) <=> (8.6.2) <=> (8.6.3) = Ey (x(e)) < co. 
Wang (1993) discussed Prohorov’s three problems for a strictly sta- 
tionary p-mixing sequence. Denote 
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y*(1) = sup sup 
k AcFE,BeF eR ,,P(A)P(B)>0 
- max{|P(B|A) ~ P(B)|,|P(A|B) - P(A)|} (8.6.9) 
1 x x 
p(x) = 了 (zy(z) = [e(z] Erh (8.6.10) 


My = {4 : yz) > 0,2 > 1,ny(n) > 00, n(n) > [n/2]([n/2])}. 


Wang (1993) proved the following theorem. 


Theorem 8.6.1. Suppose {Xn,n > 1} is a strictly stationary p-mizxing 
sequence satisfying 


lim inf P{S, > —eH(n)} > *(1) for anye >0. (8.6.11) 


Suppose that y € My, H(n) satisfies (8.6.4) and 
X v(n)p(n) < oo (8.6.12) 
and fory € M* — Mı 


S 
P {sur 2€} 


paue AIR 
> CPt int Fy < -Ce}, n=1,2,---, (8.6.13) 
for some C > 0. Then for anye >0 (8.6.6) <=> (8.6.7) <=> 

S(y*, H,£) < œ. (8.6.8) 


The proof of Theorem 8.6.1 will be given by several lemmas. 
Lemma 8.6.1. If for any x > 0 
liminf inf PtSn — Sk > —z} > y*(1), (8.6.11’) 


then there exists a constant C > 0 such that for any y and n € N 


P{max Sk > y} < cP{s, >y- x}. (8.6.14) 
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Proof. By the definition of y*(1) and (8.6.11’) we have 


P4 Sn >y-r} 
> PÍS, SU > y} 


= $. P{Sn 2 y- 2, Sk > y, max Si <y} 


> DO (P{Sn - Se > -1}P{ Sk > y, max Si < y} 
k=1 


zpi )P{ Se > U maz Si < y}) 


> CP{max S, >y}, n= 1,2,***. 


Lemma 8.6.2. Let {Xn,n > 1} be a strictly stationary sequence sat- 
isfying (8.6.11) and ny(n) > C, n=1,2,---. Then (8.6.6) <=> (8.6.7). 
Proof. We need only to prove (8.6.6) => (8.6.7). Take y = eH(n),z 
= eH (n)/2 for any e > 0 in (8.6.14). It is enough to prove (8.6.11’). First 
we have 


P{S, > cH(n)}— 0, as n= œ. (8.6.15) 


Otherwise there exist {n;},r and so > 0, such that 
P{Sa. 之 eo H(n;)} >r>0. 


Without loss of generality, we assume that nj,1 > 3n;, i = 1,2,---. So by 
(8.6.11) for any 2n; < n < 3n;, i = 1,2,--- we have 
E 
P{S, > S H(n)} 
> P{Sn, > coH (n), Sn — Sn; > -2 H(n)} 
> P{Sn > eoH(n)}(P{Sn — Sn; > -2 H(n)} - y*(1)) 


APA eoH(n)} (P{ Sn—n; > -2H(n = ni)} 一 p*(1)) 
>r,>0 
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for some rı > 0. It follows from ny(n) > C > 0, n = 1,2,--- that 


3ni 


P(w, H, £0/2) > > SO v(m)P{Sm > eoH(m)/2} 
1 一 1 m=2n1 
3ni 


>m $ mym 
?一 1 m=2ni 
3ni 


Snes: Sy —-= 


i=l] m= Di 


which contradicts with (8.6.6). Therefore from (8.6.15) and (8.6.11) we 
obtain that for any £ > 0 


lim inf ant {Sn — Sk > —2eH(n)} 
> liminf inf ,Pt{Sn > —eH (n), Sk < eH(n)} 
> liminf pant (Pt{Sn > —eH(n)} — P{S, > eH(n)}) 


Sion): 


Lemma 8.6.2 is proved. 


Lemma 8.6.3. Let {Xn} be a sequence of random variables, H(z) 
satisfy (8.6.4) and n(n) > [n/2]b([n/2]), n =1,2,---. Then (8.6.7) => 
(8.6.8). 


Proof. Noting that n(n) 1T and H(n)/H(2n) > 6 we have 


ye sup = > eh 


n=2 in 2 


D AO of say 8 > 
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sD Lovley ~ I/22) 


Pt sup 7 > e} 


2k-1<į<2k H 


S 2 Ww) -i 2 nap(n)) 


A P S; > eH(2*-! 
Sipe a 


2F+1—1 


< > 未 ny(n)P{sup S; > eH(2k-1)} 


n=2k isak 


oo Qkt+1_y 


2), 5 y(n)P{ sup S; > eS H(2k+1)| 


k=1 n=2k i<ak 


<2 5 y(n)P{sup Si > 28° H(n)}. 
n=2 


i<n 


lA 


By the arbitrariness of £ and (8.6.7) one gets Lemma 8.6.3. 


Lemma 8.6.4. Under the conditions of Theorem 8.6.1, we have (8.6.8 ) 
= (8.6.7). 


Proof. For any given £ > 0, put sl = max{e,Ce}. From (8.6.13) we 
have 


(1407!) P{ sup Si/H(i) > e} 


> P{ sup S;/H(i) > e} + P{ inf Si/ H(i) < -Ce } 


> P{sup |Si|/H(i) > e1}. (8.6.16) 


i>2i 
By (8.6.4), there exists a 6,0 < 6 < 1, such that for every x > 1 


6H (2x2) < H(z). (8.6.17) 
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Hence, we have 


{ sup|$i|/H(i) > ex} 
i>2i 
oo 2it1—1 
=U U {S| 2 eH(k)} 
i=j k=2t 
oo 2i+1—1 oe re 2A | 
DU U {isl = FH} Uflsl = FH) 
i=j k=2i i=j 
ae 1 2 
DU U {ISe- Sxl > FH) 
i=j k=2i 
2el 


= {sup max |Sk— Szi| > 
tj Qi<k<Qitl 


F H(2')}, 
Combining it with (8.6.16), we obtain 


Pf sup S;/H(i) > 16} 


i>2i 


~1\~1 Ge i 
Sie y P{sup , max [Sk 一 Sz:|/H(2) > 2e1}.(8.6.18) 


Denote 
' Sk = 一 Soi 
= 一 -一 一 二 > 
B; {2 ma H(2*) i 2e1}, 
OO 
Ai= [| BE 
l=i+1 


B= Sk — Sai 


| max Sk Ss 2e; }. 
: 2i<k<2i+1-_2i-1 H(2*) = 


It is easy to check that any mixing sequence obeys the 0-1 law. Since 
{B;,1.0.} E Wo, o( Xn, k > n), we have P(B;,i.0.) = 1 or 0. If P(B;, i.o.) = 
1, then 


Be 00 . 
Plsup, max. (2) 2 2e1} m PLU Bi} ae go Se 
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By this equality, (8.6.18) and the property of Mj, we have 


27 一 1 


S(b",H,€0) > 27( So nyin) 
7 一 2 n=25-1 
23-11 S; 

2 Oe 

oo 23-1 23-11 
> oDe 5 ny(n) — 27078 5 ny(n)) 

j=2 n=27-1 n=2i-2 

2N—1 1 

z4 Jim (27" D> n(n) — 5¥(1)) = 00. (8.6.19) 


In fact, for any given M > 0 there exists an No, when N > No,n > 


2No-1, we have ny(n) > 2M, so that 27^ eee n(n) > M. (8.6.19) 


n=2N 
contradicts with (8.6.8’). Therefore we have 


P(B;, i.o.) = 0, 


i.e. P(Ui41 Bi) 一 0, as i 一 oo, so that P(A;) > 1 asi 一 oo. 
Combining it with (8.6.17), stationarity and the dennition of p-mixing, 
for large j we have 


{sup max, Hey 22] 
和 P{U B:) 
> P{U Bi4i = > PBA > > P(B* A;) 
> Pw *)P(Ai) — o(2°7")} 
> PC ep lyt 
>e) {P { max, Se > = (a yy ep(2*-")}. (8.6.20) 


Since n(n) > [n/2]eb({n/2]), ZZi ndb(n) > 0257271 nv(n), combining 
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it with (8.6.18), (8.6.20) and (8.6.12) for any given e > 0, we have 


co > S(y*, H, 6) 


Oo 27 一 1 27 一 1 一 1 
> ey oat 5 ny(n) — 2 5 ny(n)) 
j=2 n=2j-1 n=2i -2 
- P{sup max > e1ô} 
i>j 2i <k<2i+1 H® 2 
_, a1 27 一 1 一 1 
> ey ae D ny(n)—2 5 map(n)) 
j=2 n=2371 n=2i-2 
Sk = Soi 
P {sup oi cheat 五 (2) 2 2e1} 
251 
3 De 5 ny(n) 
i=2 j=2 n=2i-1 
27 一 1 一 1 
-270-) 》 ny(n))P(B}4:) 
n=2i-2 
co zet 
>c 2 >》 ny(n)P(B} Ai) 
i=2  n=2i-2 
co 271-1 2 | l 
> DD 5 p(n )(P {a max, Sk > = Hiatt) — ep(2*1)) 
Ea 2 


> Un)? {max Sk > tH (n )} -oY wen 


= cM(Y, H, 2e,/6) —c S wn)p(n 


n=1 


Lemma 8.6.4 is proved. 
Theorem 8.6.1 follows from Lemmas 8.6.1 — 8.6.4. 


Remark 8.6.1. The condition (8.6.13) is only used in the proof of 
Lemma 8.6.4. It can be removed when one considers the convergence of 
two-sided tail probability series. 

Further discussion of Prohorov’s problem for a sequence of independent 
random variables were given by Su (1989) and Shao (1991), etc. 
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Chapter 9 Strong Approximations 


The law of the iterated logarithm and the strong invariance principle 
for a sequence of mixing random variables have been discussed by some 
mathematicians in the sixties. Applying Strassen’s martingale embedding 
method to strong approximations for partial sums of dependent random 
variables by a Wiener process, Philipp and Stout (1975) established the al- 
most sure invariance principle for a-mixing sequences, p-mixing sequences, 
lacunary trigonometric series, a class of Gaussian sequences and additive 
functional of Markov chains. The results for strictly stationary y-mixing 
and p-mixing sequences have been improved by Berkes and Philipp (1979), 
Dabrowski (1982) and Bradley (1985) respectively. These results are im- 
proved essentially by Lu and Shao. In Shao and Lu (1987), they got 
a better approximation order for a y-mixing sequence. This will be in- 
troduced in Section 9.1. For a sequence of stationary y-mixing random 
variables {X,, n > 1} with EX1 =0, EX? < œ and YX y! (n) < oo， 
Heyde and Scott (1973) first gave that the order of strong approximation 
is o((nloglogn)'/2). Shao (1989a, 1993b) improved this result and gave 
that the same order of strong approximations for y-mixing and p-mixing 
sequences when the rate of mixing is O((logn)~!~©). These results imply 
the law of the iterated logarithm. When the (2 + 6)-th moment is finite, 
he gives the further results which imply the Chung law of the iterated log- 
arithm. We shall discuss these results for the y-mixing and p-mixing cases 
in Section 9.2. Shao and Lu(1987) and Shao (1989a) have also studied the 
strong approximations for an a-mixing sequence. These will be given in 
Section 9.3. 


9.1 Strong approximations for a y-mixing sequence 


Let {Xn, n > 1} be a sequence of y-mixing random variables with 
EXn = 0. Put Sp = Shay Xr, S(t) = Sty (t > 0). In this section, we first 
discuss how fast is the rate of strong approximations for a sequence of g- 
mixing random variables when applying Strassen’s martingale embedding 
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method. The rate of strong approximations gotten by Shao and Lu (1987) 
approaches the ideal order O((n log logn)'/4(logn)!/*) for a sequence of 
i.i.d.r.v.’s. The following theorem is proved. 


Theorem 9.1.1. (Shao, Lu 1987) Let {X,, n > 1} be a sequence of 

y-mizing random variables with EX, = 0. Suppose that 

(i) oł =ES?>Cn for some C > 0, 

(ii) sup, EX4 < œ, 

(iii) p(n) = O(1/n). 
Then without changing the distribution of {S(t), t > 0}, we can redefine 
the process {S(t), t > 0} on a richer probability space together with a 
standard Wiener process {W (t), t > 0} such that for any e > 0 


S(t) — W (o?) = O(o}/? (log at)9/4+e) as. (9.1.1) 
as t — œ, where of = oè 


i 
From Theorem 9.1.1 we have the following corollary immediately. 


Corollary 9.1.1. Let {Xn, n > 1} be a sequence of stationary w- 
mizing random variables with EX, = 0. If 


o? = EX? +25) EX\X, (9.1.2) 
k=2 


is absolutely convergent, by assuming o = 1 without loss of generality, then 
under the conditions (ii) and (iii), we have 


S(t) — W(t) = O(t/4 (log t)?+°) a.s. (9.1.3) 


In order to prove Theorem 9.1.1, we first give a fundamental propo- 
sition. The proof of the proposition points out how to use the Strassen’s 
martingale embedding method for a mixing sequence to get the results of 
strong approximations. 

Let Fo = {0, Q} and {Fn, n > 0} be a sequence of non-decreasing 
o-fields. Assume that X, is F,-measurable, n = 1,2,---. Define 


Qn 
Yn = S{E(Xn+el Fn) = E(Xn+k|Fn-1)} 
k=0 
= Xn + Un — Un—1 — Un (9.1.4) 
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for every n > 1, where 


2” 2” 
tn = >) E Xare Falo t= >, EX Fazi): (9.1.5) 
k=1 k=27-1 


{Yn, Fn, n > 1} is a martingale difference sequence. 


Proposition 9.1.1. Let {Xn,n > 1} be a sequence of random vari- 
ables with EX, = 0, sup, E|Xn|?+®> < oo(0 < 6 < 2). Let Fa = 
o{Xk,1 < k < n} be a natural o-field sequence. If the following con- 
ditions are satisfied: 

(a) o2 = ES? > Cn for some C > 0, 
(3) lanllars = OG), E22; lonllars < 00, 
(c) for some A >0 


E| So (YR - EY~2)|C+9/? = O(n(logn)?), (9.1.6) 
m<k<min 


then without changing the distribution of {S(t), t > 0}, we can redefine 
the process {S(t),t > 0} on a richer probability space together with a 
standard Wiener process {W (t), t > 0} such that for any e > 0 


S(t) — W(o?) = O(of/C* (logo) t 0A) as. (9.1.7) 
as t — œ. Particularly, for 6 = 2 we have 
S(t) — W(o?) = O(0;/*(logar) EMA) a.s. (9.1.8) 
Proof. 1) We first prove that for each e > 0, 


S(t) — P Yr = OCHA (ogt) +t)/2+5)) a.s. (9.1.9) 
kt 


In fact, noting that 


S(t) -X Yr = So vr — upg, 


k<t k<t 


using condition (b) and the Borel-Cantelli lemma, we conclude that (9.1.9) 
holds. 

We now apply a martingale version of the Skorohod-Strassen repre- 
sentation theorem. There exists ‘a probability space, on which a standard 
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Wiener process and a sequence of non-negative stopping time T, are de- 
fined such that 


(W(X); n> 1} and 全 n> 1} 


have the same distribution. Hence without loss of generality, on this new 
probability space we can redefine Y, by l 


n=w(Z2)-W(Z3) 


and keep the same notation. Now, write Fa = o{W (Z ;jck Tj); 1 <k <n}, 
and Gn = o{W (t); 0 < t < jcn Tj}. It is easy to see that Fn C Gn, Tn is 
Gn-measurable and for every n > 1, 


E(Tn|Gn—1) = E(¥2|Gn-1) = E(V2|Fn-1) a.s. (9.1.10) 
Moreover, for each 1 < p < 2, 
E|Tal? < E|Y¥n|??. 
2) Write 


S(t) - W(o?) = S(t) -DY +W (X Te) - W (02). (9.1.11) 
k<t k<t 


In order to estimate the second difference of the right hand side of 
(9.1.11), we have to estimate Dp< Tk — of. Write 


>》 Trk- o? 


k<t 
= $ {Tù — E(Te|Ge-1)} 


k<t 
+ DEVE |Fe-1) - YR} + {JY - o?}. (9.1.12) 
k<t k<t 
We shall show that 
5 Tk — o? = O(a4 +8) (logo)! tEt20+A)/(2+8)) a.s. (9.1.13) 


k<t 


Put Rj = Y? — E(Y?|Fj-1). Then {R;, Fj} is a martingale difference 
sequence. We obtain from condition (b) that 


B|R,|C+9/? < 16B|Y;?+* = O(1). 
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Hence by the fundamental theorem on the martingale (cf. Chow 1965), we 
have 


YO Ry. = O(t) (log t)PT 9/249) a.s. (9.1.14) 


k<t 


Similarly, we have 


> (Te — E(Te|Ge—1)) = O(t C+ (log t)?+/0+8) as. (9.1.15) 
k<t 


For the third term of the right hand side of (9.1.12), by the condition (c), 
Moricz’s theorem and the Borel-Cantelli lemma, it is easy to show 


>》 o? tz EY?) = O71 259 (log t)1+E+20+A)/(2+8)) a.s. (9.1.16) 
k<t 


Noting that {Y}, Fk} is a martingale difference sequence, from the condi- 
tions (a), (b) and the Schwarz inequality, we obtain 


》 EY} - o? = E(D) -0 


k<t k<t 
= 2B (YX) (we 一 =) + E(u = La) 
= 00, g (9.1.17) 


Hence by (9.1.16), (9.1.17), and condition (a), we have 


Sve -0 = O(a}/?*9) (log gy tet a (9.1.18) 
k<t 


Equality (9.1.13) follows from (9.1.14), (9.1.15) and (9.1.18). 
We now conclude 


W(S Th) — W (02) = O(0? C+ (log oe) tet0+A/2+8)) a.s. 
k<t 


by (9.1.13) and the proof of Theorem 3.2B in Hanson and Russo (1983). 
Combining (9.1.11) with (9.1.9) yields the proposition. 

Proof of Theorem 9.1.1. We now verify that the conditions 
(b) and (c) of proposition 9.1.1 are satisfied. By Lemma 1.2.8 and Lemma 
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2.2.8, we have 


unllats = 至 un 一 E(un(sgnun)|un|'**) 
n—1 ait? 


= E(Xn4ilun|'t®sgnun) + X E( > Xn+klun| t sgnun) 
i=0 k=2i+1 


n—l 
= O (llunllBt + D> C+C (94) 94/2 unlit) 
2 一 0 


5 
= O(|lunllats), 


which implies that . 
lunll2+5 = O(1). (9.1.19) 


Similarly, we have 
onlar = O(N Oro or /2); 
Hence 


OO 
> llonll2+6 < oo. (9.1.20) 
n=1 


Therefore condition (b) is satisfied. 
For condition (c), put 


Tm(n)= X (¥P-EY2), Tn =sup||Tn(n)|l2. (9.1.21) 
m<k<m+n si 


It is easy to obtain 
TC) la < Em (in/2) + Tsao n/a + 2n +27, (9.1.22) 
where l = [2n(log(2n))~?~¢]. Note that 


E(Trn( (2/2]) + Tmall)? 
< 2rfyay + 2E{Tm( (0/2) Ti ln/2)}. (9.1.23) 


By an elementary calculation, from (9.1.4) and Lemma 2.2.8 we obtain 
ET m([n/2]) Tm-+[n/2}4t([r/2]) 
2 
< 29/1) |Tm([r/2))llal| D> Xe, 
k 


+ [Zl o/2))ll (Iles la + lunala + So llovlla) | 3 Xe, 
7 k 


+ [|Za(72/2])lk> (lum I + lunli? + 5 Holla), 
k 
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where > is extended over m + [n/2] +1 < k < m+ 2[n/2] +l and 
No = m + [n/2] +l, Ny = m+ 2[n/2] +1. 


Using Lemma 2.2.8, (9.1.12), (9.1.13) and conditions (i) , (ii), we con- 
clude that there exists a constant C such that for each m,n > 1, 


ET n([2/2]) Tm in/2}4u((r/2]) < Cr([n/2])n/? (logn). (9.1.24) 
From (9.1.22), (9.1.23) and (9.1.24), we obtain 
T(r) < 2? 7([n/2]) + C n? (log n)** 
+1([2n(log n)~?~*]). (9.1.25) 
Finally, from (9.1.25) and by induction we have 
Tn < Con? (log n)?*, 


with Co = max(exp(2?/*),2C). This shows that condition (c) holds for 
à = 4 + €, and Theorem 9.1.1 follows. 


Remark 9.1.1. Let {Xn; n > 1} be a y-mixing sequence with 
EX, = 0. Suppose that condition (i) of Theorem 9.1.1 is satisfied and for 
some 0 < 6 < 2, 

sup E|X,|?+° < oo 
n 


and y(n) goes to zero with the polynomial rate. Shao and Lu (1987) have 
also given the following results: 
1) If 0 <6 <2 and y(n) = O(n) for some a > 1, then 


S(t) — W (o?) = O(02/?*) (log at)l+e+(1+TA)/(2+0)) a.s. 


for any es > 0, where \ = 2log3/log 071,0 = 1 — 2(a — 1)/(a(2+6)) > 0. 
2) If0 <6 < 2 and y(n) = O(n-®), (2 + 6)/(2(1 + 6)) <a < 1, then 


S(t) — W(o2) = O(a, /tte) as, 


for any € > 0. 


9.2 Strong approximation for a p-mixing sequence 


In the introduction of this chapter, we have mentioned an interesting 
problem: what the rate of strong approximation of partial sum process S(t) 
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for a mixing sequence by a Wiener process is when we only assume that 
sup, EX? < œ and y(n) = O((logn)~*), a > 1 (or p(n) = O((logn)~*), a 
> 1)? In this section, we deal with a p-mixing sequence, and the strong 
approximation order O((n log logn)'/2) is given. With this result the law 
of the iterated logarithm holds true for this p-mixing sequence. In order to 
get the Chung law of iterated logarithm for a p-mixing sequence, we need 
the assumption sup,, E|.X,,|?+° < oo. 


Theorem 9.2.1.(Shao 1989a, 1993b) Let {Xn,n > 1} be a strictly 
stationary P: -mizing sequence with EX, = 0, EX? < œ. Assume that 
(i) o = ES 一 co as7 一 oo， 
(ii) ne <= O((log n)~1-©') for some e’ > 0. 
Then without changing the distribution of {S(t), t > 0}, we can redefine 
the process {S(t), t > 0} on a richer probability space together with the 
standard Wiener process {W (t), t > 0} such that 


S(t) — W(0?) = o(o;(loglogt)!/*) a.s. (9.2.1) 


as t 一 oo. 


Theorem 9.2.2.(Shao 1989a, 1993b) Let {Xn,n > 1} be a strictly 
stationary y-mizing sequence with EX, = 0, EX? < œ. Assume that 
(i! o%+0 asn—oco, 
(ii) EL pl/2(2") <œ. Then (9.2.1) is also true. 
With the help of the law of the iterated logarithm for a Wiener process, 


from the previous theorems we have the following corollary. 


Corollary 9.2.1. Under the conditions of Theorem 9.2.1 or 9.2.2, we 


have 
lim sup |Sn|/4/ 202 loglogo2 =1 as. (9.2.2) 
了 一 OO 


The following strong approximation theorem implies the Chung law of 
the iterated logarithm. 


Theorem 9.2.3.(Shao 1989a, 1993b) Let {X,,n > 1} be a strictly 
stationary p-mizing sequence with EX, = 0, E|X,|*+® < œ for some 
6 >0. Assume that 

(i) oł 一 œ, as n = oo) 


(ii) p(n) = O((logn)~*) for some r > 1/2. 
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Then for any 0 <6 < r/2— 1/4, we have 


S(t) — W(o?).= o(o;(logt)~®) a.s. (9.2.3) 


Corollary 9.2.2. Under the conditons of Theorem 9.2.38, we have 
(9.2.2) and 


lim inf = log log =) K 


pat max |S,|=1 a.s. (9.2.4) 


人 一 oo 1<n<N 


Remark 9.2.1. The results of Theorem 9.2.3 and Corollary 9.2.2 
hold true for a stationary y-mixing sequence with EX, = 0, E|X,|?+° < 
00, 02 — œ and y(n) = O((logn)~") for some r > (2 + 6)/(2(1 + 4)). 

Remark 9.2.2. The stationarity condition in these theorems and 
corollaries can been replaced by the identical distribution condition. 

We point out in passing that the results in this section improve those of 
Bradley(1985), Dabrowski(1982) and Theorem 4 of Berkes and Philipp(1979). 

In the proof of these theorems , we shall use both the Bernstein divided- 
section method aud the Strassen martingale embedding method. Put 


Xp = Xp1(X} > k) — EX,1(X? > k), (9.2.5) 
X, = XI (X2 < k) — EXkI (XÈ < k). (9.2.6) 
Let 5 5 
S(n) =J Xr, S(n) = > £r, 
k=1 = 
k+n pe 二 kin 
Se(n)= DX; (NE X; 
i=k+1 i=k+1 
We shall first prove 
S(n) = o(nl2) a.s. (9.2.7) 


Define blocks of integers H1, J1, H2, I2, by requiring that Hx contains hx 
and J; contains ią consecutive integers and that there are no gaps between 
consecutive blocks, where 


hy = Card Hp = [ak*~! exp(k*)], 
ip = Card Ip = [ak® exp(k*/2)] (9.2.8) 
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and 0 < a < 1 will be chosen later on. Put 


Nk := 


Ek 


Mn 


= 5 Card(H; U 1;) ~ exp(k*), 
j<k 

S A wS A 
jEHk jel, 


It is clear that 


Sn = S(n) + S(n). 


n= LG Y Eul F) 
+ 3 Ñi. 


i=Nmn +1 


:= uk — E(uk| Fk-1) where Fk = o(Xi,i < Ne-1 + he), 
= {k : n € Hp U Ip} —1~ (logn). 


(9.2.9) 


(9.2.10) 


In order to prove Theorem 9.2.1, by this two representations , we shall 
show at first that one needs only to check (9.2.7) and to show that the 
following relations hold true: 


Sou = o(exp(n7/2)) as. 
i=1 
P ae 
=Nnt+1 


和 (ui 万 -1) = o(exp(n7/2)) as. 


i=1 


o(exp(n*/2)) a.s. 


Na ee Nai 


》、 e A+) BE 1204+) < oo for some 6; € (0,1) 
i=1 


S (EE 万 _1) — EE?) = o(exp(n*)) a.s. 


i=1 


>》 EE — ES? = o(n) as. 


i=l 


(9.2.11) 


(9.2.12) 


(9.2.13) 


(9.2.14) 


(9.2.15) 


(9.2.16) 
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Proof of Theorem 9.2.1. 
Assume that (9.2.7) and (9.2.11)—(9.2.13) hold. Denote 62 = 1" Eé?. 
Then 


S(n) 一 3 ĉi =o(n/?) as. (9.2.17) 
i=1 


By the Strassen martingale embedding method, for the martingale differ- 
ence sequence {f%, Fk, k > 1} there exist the stopping times {T,,,n > 1} 


such that s A 
(WET) n>1} {E énn 
i=1 i=1 


Redefine 


n 


=W(T), &=W(T)- wE T), n>2. 
i=1 i=1 


As in (9.1.10), we have 


E(Tn|Gn—1) = 五 (总 | Gn—1) = ECE] Fn-1). 


Write 
E -W622)=W( DT)-w(Y En) (9.2.18) 
= i<mn i<mn 
and 
Sn ET) 
= 


n 


= $ (T; ~ E(Ti| Gi-1)) 


t=1 
n 


HYERA) -8+5 EB). (9.2.19) 


i=1 i=1 
By a martingale result of Chow (1965) and d (9.2.14), the series 


co 


< 
Sie WE? 60. ays: 


i=1 


implies that the series 
Oo 


Sie" (62 — EE) 


i=1 
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is also almost surely convergent. It follows from the Kronecker lemma that 
DG — BE?) = olexp(n*)) a.s. 
i<n 
By the same way, we have 5°;<,,(Ti — E(Ti| Gi-1)) = o(exp(n*)). Hence, in 
combination with (9.2.15), we have 


ya — ET;) = o(exp(n*)) as. 


i=1 
Using the Hanson-Russo Theorem for the lag increments of a Wiener pro- 
cess (see Hanson and Russo 1983 Theorem 3.2.B) and (9.2.18), we get 


ye 62) = o((nloglogn)'/?) a.s. (9.2.20) 


Similarly, from (9.2.16), we have W (õ2) — W (02) = o((nloglogn)'/2) as. 
Combining it with (9.2.20) and (9.2.17), the conclusion of Theorem 9.2.1 
follows. 

Now in order to complete the proof of Theorem 9.2.1, it is sufficient to 
prove (9.2.7), (9.2.11)—(9.2.16). They will be given by a series of lemmas 
in the following. At first, we give three lemmas for any sequence of random 
variables. Lemma 9.2.1 implies (9.2.7). 


Lemma 9.2.1. Let {X,} be a sequence of strictly stationary random 
variables, EX? < oo. Then 


>》 {|Xil(|Xi| > 7/7) + EIXiT(|Xi| > i} = on™?) as. (9.2.21) 
i=1 
Proof. We have 


>i VE) XG|I(X? > i) 
i=1 


co j 
< 》 X PEIX -1< X? < j) 
j=l i= 


_ 


<4 G — 1)? E|Xi [1G -1 < X? < j) 
j=l 


<4 >》 EX?I(; -1< X? <j) 
j=1 
= 4EX? < oo. 
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Therefore °&, i~!/2|X;|I(X? > i) < co a.s., then (9.2.21) follows from 
the Kronecker lemma. . 


Lemma 9.2.2. If E|X| < œ, then for anyO <b<1,e>0 


detent BX T (|X| < eF) < 00. 
k=1 


Proof. It is easy to see that the left hand side of the above 
inequality equals to 


YO kote EIXI+teI(|X| < 1) 
k=1 


co k 
fe > kb—1le—ek® DEX tI (et <|X|< el) 
k=1 l=1 
<c+e > EIX er (el < |X| < ale 
l=1 
< cE|X| < œ. 


Lemma 9.2.3. Let {cn, n > 1} be a sequence of nonincreasing positive 
numbers. Then, for any real sequence {nn, n > 1}, we have 


i i 
max pi ci < 2 max pal (9.2.22) 


Proof. Denote D; = DS cjnj. We have 


ng = (Dj — Dj-1)/cj = (= ~); -= Dj-1), 
1 =i 


where 1/co = 0. Therefore 
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It follows that 


k 
max c | ‘|< max max |D; — D;_ 
kn uM a | f i-ıl 


k 
< 2 max | > cml. (9.2.23) 


The Lemma is proved. 


Lemma 9.2.4. Let {X,,n > 1} be a p-mizing sequence with EX, = 
0, EX? < œ. Let uz, vg be as above. Denote up(n) = ya Ui, UE(N) = 
Brae v;. Suppose that 

Oo 
5 p(2”) < œ. 
n=l 


Then there exists a constant c = c(p(-)) such that for any k >0,n>1 


Eu?(n) <c ( > Ew), (9.2.24) 


Ev2(n) < c ( > Ew). (9.2.25) 


Proof. We only give the proof of (9.2.24). It is obvious for n = 1. 
For n > 2, denote ny = n — [n/2], n2 = [n/2]. Then by the definition of 
p(-) we have 


Buk(n) = Buf (na) + Buby, (n2) + 2Bus(ni)ustm (n2) 
< (Buf(m) + Bubp, (no) (1 + plim)): (9.2.26) 


Let cl = lcn = Cn, (1 + plin,))(n > 2). It is easy to see that cn is 
non-decreasing. It follows from (9.2.26) that for any k >0,n >1 


k+n 


Euz(n) < cn( 5 Eu?). 
i=k+1 


Now, we prove that {cn} is a bounded sequence. Note that 
Com = Com-1(1 + pligm-1)) 


m—-1 


cam exp(oizm-1)) < exp{ 2 Pliz) }- 
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From the definition (9.2.8) of ix, for any large j, we have 


plizi) < p(2?”*), 


and further 


m-l1 m— ' m-—l1 f 
2 Pliz) <¥ ol (27) < DU (2?) < oo 
j=0 j=0 j=0 


by monotoncity of p(-). This proves com < c < co . It follows from the 
monotoncity of cn that {cn} is bounded. The lemma is proved. 
The following lemma gives (9.2.11). 


Lemma 9.2.5. Let {X,,n > 1} be as in Theorem 9.2.1, we have 
n 
2v o(exp(n?/3)) a.s. (9.2.27) 
Proof. Using Lemma 2.2.5 with q = 2 and condition (ii), we have 


OD vj) <en n Ev; 
j=l 
< en? 有 


It follows from the Borel-Cantelli lemma that (9.2.27) holds true. 
The following lemma gives (9.2.12). 


Lemma 9.2.6. Assume that the conditions of Theorem 9.2.1 are sat- 
isfied and 


0<a<e/(8+e"). (9.2.28) 
Then 
max Ke /2 a.s. 9.2.29 
maps (k*/2)) (9.2.29) 
Proof. By the Borel-Cantelli lemma, we need only to prove that 
for any € > 0 


8i| > eexp(k*/2)} < 00. (9.2.30) 


Oo J 
5 P{ max 
kel Ni <ISNE+1 IEN 
Put dk = Ngai — Nk ~ ak°™! exp(k*), and let 
B = k(te)/e exp(k*/2), m= We exp(k°)]. 
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For any € > 0, we have 


Sr EXP (|X| > B) <eexp(k*/2) (9.2.31) 


for large k. It follows from Lemma 4.3.2 that 


PÍ max | J Fil > eexp(k"/2)} 


Nk<7I<Nk+1 i—N 
?一 人 
8 十 e a), (8te')/8 
< c{exp(-——k G 
+ dp log?*®"/4 (2dr) E|X1 |+ IX] < B) 
+ dp E| Xa+ IXa] < Ness) 
+ exp(—k*)d,(1 + p?(m) log*[d,/m]) } 
< ere ae + k-1-e 


+ k°~! exp(—e'K* /8)E| X1? + I( X]? < 2eř*)) 
oe eRe) log4 k). 


By Lemma 9.2.2 and (9.2.28), (9.2.30) holds true. 
The following lemma gives (9.2.13). 


Lemma 9.2.7. Suppose that condition (ii) of Theorem 9.2.1 is satisfied. 
Then we have 


n 


2 B (uk| Fk-1) = o (exp (n?/2)) a.s. (9.2.32) 


Proof. We first prove siar for any k > 0,n > 1 and a sequence of 
real numbers {cn} 


k+n 
BEG8n) < c{ 5 p(i(G/2)) c Eu?) log?(2n) (9.2.33) 
j=k+1 
where Gx(n) = B 41 ¢j E(u;|Fj-1) and (x) is the linear interpolation 


function of ix. From (9.2.24) , there exists a constant c’ such that for any 


k>0n>1 
kin k+n 


E( 5 Gu) < < oh CG 2 pu? ). (9.2.34) 


i=k+1 i=k+1 
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Put c = 100c log™?(3/2). Apply the induction on n. When n = 1 


EGi(1) = chy, E(E(unsi| Fe)? 
< ch41 Plir)lluk+ill2ll E (until Fe) Ilo 


i.e. 
EGE(1) < crip (ik)Euk41: 
This proves (9.2.33) for n = 1. Suppose that (9.2.33) holds true for any 


integer less than n. We prove that (9.2.33) remains true for n. Denote 
nı =n — [n/2], n2 = [n/2]. We have 


EGi(n) = EGE(m) + EGh pn, (n2) + 2EGe(M1)Gesn, (n2) 


k+n 
= EG? (nı) + EGhan (n2) + 2EG;(m)( 5 Cj uj) 
| j=k+nı+1 
< EG}(n) + EGkyn, (n2) 
S 
+ olikt) Galde] D - es asl, 
j=k+nı+1 
By (9.2.34) and the assumption of induction, we have 
k+n 
Gim) < e{ 2 PiG/2) GE log? (2m) 
j=k+1 
SR 1/2 
+ 2Vec plip+m){ 2 cj Euj} 
j=k+ni+1 
krni ss 1/2 
{ y p*(i(j/2)) Euz} log(2n1) 
j=k+1 
k+n 
< (e (log 2m1)? + Vee! log(2n1)){ > PP2(Gi(7/2))cBo3} 
j=k+1 
k+n 
zel 5 p°(i(j/2)) cj Eu? } log?(2n). 
j=k+1 


(9.2.33) is proved. 
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It follows from (9.2.33), 37%, p(2*) < co and Lemma 2.2.2 that 
P{| YoB(uilFi-1)| > eexp(n®/2)} 
i=1 


ce™ 位 i pu?) log?(2n) 
i=1 


IA 


n 
< i {x pote \ log?(2n) 
i=1 
< cn~** log*(2n). 


Let ną = [k1/°]. By the Borel-Cantelli lemma, we have 


》 E(u;| 万 -1) = o(exp(ng/2)) as. (9.2.35) 
i=1 


Moreover from Lemma 9.2.3, Lemma 2.2.2, Lemma 4.1.2 and (9.2.33), we 
have 


P{ max 


NkE<I<Nk+1 


e 了 /| 万 - 1)| > e} 


< Pt max 


NE<ISMNE41 


y e" E(u Fi- 1)| > e/2} 


Nk+1 


> 
j=nk+1 


ck~*(log k)4, 


lA 
o 


IA 


which implies that . 


max 
NkLİKNk+1 


> e FP E(u|Fi-1)| +0 as. (9.2.36) 


Thus (9.2.32) follows from (9.2.35) and (9.2.36). 
The following lemma gives (9.2.14). 


Lemma 9.2.8. Suppose that a satisfies (9.2.28), and condition (ii) of 
Theorem 9.2.1 is satisfied. Then for 6; = e'/4, we have 


Oo 
Soe OR BE, |? 4281 << 00. (9.2.37) 
k=1 
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Proof. From Lemma 2.2.5, Lemma 9.2.2 and condition (ii), we 


have 
E\€;,|?+75 < cE up|? 
< c{ (ke exp(k?))1+ 


+ ke! exp(k*) E|X1|?+251(X2 < 2exp(k*))}. 


Then, by 0<a<eé'/(8+ 6’) and Lemma 9.2.2, (9.2.37) is proved. 
The following lemma gives (9.2.15). 


Lemma 9.2.9. Suppose that a satisfies (9.2.28) and condition (ii) of 
Theorem 9.2.1 is satisfied. Then 


SE E(&|Fj-1) — EG) = o(exp(n*)) a.s. (9.2.38) 


j=l 


Proof. 
Legi Fj-1) - E@)| 
< Le (中 万 -Bo 
E > E?(uj| Fj-1) + E(E(u;| Fj-1))’). (9.2.39) 
We first prove that 


5 (E(u Fj~1) + E(E(u;| Fj-1))*) = o(exp(n’)) a.s. (9.2.40) 
j=l 


In fact, by the definition of p(-) , we have 


E(E(uj| Fj-1))? = E(ujE (us| Fj-1)) 
< p(tj-1)||uslle Elu; F5-1)le- 


Therefore 


REUN F a SF uag Sd Aeg 
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and further 


E(E(ujl Fj-1))?/ 8 <e So J710 < 00. 
1 j=1 


Me 


J 


By the Kronecker lemma, (9.2.40) holds true. 
Secondly, we prove 


n 
S (E(uj| Fj-1) ~ Euj) = o (exp(n°)) a.s. (9.2.41) 
j=1 
Denote T; = u?I(|u;| < e*’/*). It is easy to see that 


n 


(DEC 1) -~ Bu?) 


+ X (Elulu > eP) Fi-1)) 


i=l 
+ Eu?I(|uj| > e) ). (9.2.42) 


It follows from Lemma 2.2.5 and Lemma 9.2.2 that 
Dea I(huj| > 6) £3-1))/e” 
“de “4 "Eur I ( (luj| > e?°/?) 


OO 

< c > e 1461/2)" Bly, [+41 
j=1 
CO 


2s —(1+461 /2)j? { (071e 412 


+ e j1 EX PHIX? < 2e7 )} 


< OO. 


| < 


By the Kronecker lemma 


n 


> (ECRI; > e) Fj) + EaI uzl > e12) 
j=1 


= o (exp(nf)) a.s. (9.2.43) 
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On the other hand, by the same way as in the proof of (9.2.33) in Lemma 
9.2.7, there exists a constant C such that 


(2 到 (可 | 万 -0)) < C (Do eG/2)) Ba?) log*(2n). 
j=l 
Then by Lemma 2.2.2 and condition (ii), we have 


PASS H(t ~ F(t Fa) 12 ee} 


n 


< ce Zi ja +9") ra?) (logn)? 


n 


ge m’ SO er) (logn)? 
j=1 
< _ cn-2atl+e ) (log n)?. 


lA 


By the same discussion as in the proof of second half part of Lemma 9.2.7, 
it follows that 


和 (a, — Et;|Fj-1) = o(exp(n’)) a.s. 


j=1 


Combining it with (9.2.42), (9.2.43) yields (9.2.41). Lemma 9.2.9 is proved. 
The following lemma gives (9.2.16). 


Lemma 9.2.10. If the conditions of Theorem 9.2.1 are satisfied, we 
have 


5“ EE? — ES? = o(n). (9.2.44) 
i=l 


Proof. Denote aj = 2en; Xi, 0) = Lier, Xi1. We have 


ES? = DDC + Pa + > xy 
j=1 j=1 


j=N(mn)+1 
=E oa) + ES o+ > x) 
j=l jl j=N(mn)+l 
+ 2p (5) tj) (> V+ D> Xj). (9.2.45) 
j=l j=N(mn)+1 
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By Lemma 9.2.4 and the definitions of Ni and mn, it follows that 


Mn n Mn 


(y+ E Xj) =0(S £0? +(n-Nm,)) 


Write 
Mn _\2 Mn Mn 7 2 
E() a) = E(u + DG - a). 
j=l j=l j=l 
From Lemma 9.2.4 and Lemma 2.2.2 we obtain 
Mn 2 Mn 
E(X @ -u;)) <e) EG; 
j=1 j=1 


< e X jote? EX IX? > Nj-1) 
j=1 
= o(n). 


On the other hand, 
S Eg = a(S uj) 
-2(X8) -#(Lu) 
- ($ Beul Fi) +2B(2 w) D Blu Fs) 


j=l 


It follows from (9.2.33) that 


E(B(wl Fi-1))° 


j=l 


IA 


C (二 jt Bu?) (log mn)” 


j=l 
< cn(logn) ?2+e) (log log n)?. 


Combining it with the above relations yields (9.2.44) . 
Now the proof of Theorem 9.2.1 is completed. 
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The proof of Theorem 9.2.2 is the exactly same as that of Theorem 
9.2.1, provided Lemma 2.2.10 is used instead of Lemma 2.2.5 and 4.3.2. 
The proof of Theorem 9.2.3 is similar to that of Theorem 9.2.1 as well. 
We need only to apply the Bernstein divided-section method for {Xn} 
immediately. The details are omitted. 


9.3 Strong approximations for an a-mixing sequence 


Shao and Lu (1987) improved, the strong approximation result of 
Philipp and Stout (1975) for an a-mixing sequence, and obtained a better 
rate of strong approximation when using the Strassen martingale embed- 
ding method. 


Theorem 9.3.1. Let {Xn,n > 1} be an a-mizing sequence with 
EX, = 0 and g(x) a function such that g(x)/x?+° for some 0 < 6 < 2 is 
increasing to infinity. Denote 


lXllg = inf{t > 0, Eg(|X|/t) < 1}. 


If sup, ||Xn||g < co and the following conditions are satisfied 
(i) a? = ES? > Cn, for some C > 0, 


(ii) D a(n)=3invg( zby) < ooe ， 
n=1 
then 
S(t) — W (02) = O(07/?* (log 02) HGTN/244)) a.s, (9.3.1) 
where à = (log 2)/log((2 + 6)/6) < 1. 
Proof. Write 


oo 
Yn = S{E(Xe+n| Fn) r= E(Xk4n| 万 -1)} 

一 ae Un — Un—1, (9.3.2) 
where un = = E(Xkin|Fn-1). Let us verify the conditions of Proposition 
9.1.1. Condition (a) is assumed. To check condition (b), denote 

Urn = E(Xkin|Fn-1). 
Take f(r) = x(2+6)/(1+6) in Lemma 1.2.3, we have 


E|urn pre = a es E 


< einva (75 )a(k)/ 2+ Xen lolle Nht 
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Therefore 
lurnll2+6 < c inv g(1/a(k))a(k) Cr), 


It follows from (ii) that condition (b) of Proposition 9.1.1 is satisfied. 
Denote 


Tm(n)= X, (Ye —EYe), 


m<k<m+n 
Tn = sup E|Tm(n)|(2+/2, 
We shall show 
Ta < en(logn)* (9.3.3) 
by induction on n, where 
2 
Jail ots y/o 2+? <1, 


1< Ms <2,0<6<2. 
Put 
6 = 6/(2+ 6), ny =n — [nf], ng = [n]. 
From an lementary inequality 


lJl+a2|/P<1+pr+C,|z/?, forl<p<2,1<C,<2, 


we have 


246 
| 2 


E|Tm(n)|"® < E|Tm(n)| + MsE|Tm+n (n2) 
2 十 0 

+ (S5 )ElTa(n1)|?|Tm+n: (n2)| 

2 十 6 

< Tm, t+ Mar + (=) B(ITmn(m1)]? 


m+n 


; {( >》 Xj; 二 UN — un) 
j=N2 
= «(3° Xj + un, 一 un) }) 
j=N2 
=: Tny + Mearns + Lui (9.3.4) 


2 
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where 
Ny =m+n+1, No=m+n, +i. 
Note that 
mtn 
I = ElTn,(ni)|? X (X? — EX?) 
j=N2 


+ E|Tmn(n1)|? (wn, — wna) — E(un, 一 ua)2) 


F 2BITa(n) (9 X;) (un, — ung) 


J=N2 
m+n 
= E( 2 Xj) (um = ua)} 
j=N2 


6 
十 2E|Tn(n1)|? >》 (Xj+N2-1Xi+j+N2-1 
1 和 2 72 十 7 Kna 


— EXj+Na-1Xi+j+N2-1) 
=: h + h +25 + 214. (9.3.5) 


From Lemma 1.2.3 ( take gli(z2) = g(x), f(x) = 2+®/*) and condition 
(ii), we have 


h < (Ela (m) S invo (Eo inf (at) 


6 An. 1 _1 \2 
c(E|Tn (ni) =)? 2+6 > (inva (sp oth? 5) 


c(E|Tm(m)| F). 


By the Hölder inequality and condition (b), we have 


246,8 
h < ¢(E|Tmm(r1)| Z) (lun, 345+ luwal) 
246 ah 


< c(E|Tm(m1)| 2 )3+5 
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By the Holder inequality and Lemma 1.2.3, we have 


N,-1 


= E|Tm(m)|? { 5 X; Damn- Y un, X; 
j=Not+1 7 一 Na2 十 1 
Ni-1 Ni-1 
sE GY njet E > un. X a 
j=N2+1 k=1 j=Not+1 
2+6 


c(E|Tm(m)| F z5 


ETE, 


万 )a a(Nı +k — jy 
< c(E|Tn(n1)| 2) 7 


: 1 i 2 
A a(Ni1 +k-—j)? 5) 


where f(z(2+6)/2) = g(x), inv f(x) = (invg(z))(2+5)/2. For I4, we have 
5 n2 n2 
l = ETa > > +》 E) 
j=11<i<j i=11<j<i 


; CR = EXj}Na-1Xitj+N2-1) 


< (7 5 E5 Ds )a(i) msinv f ( x0) 


j=11<i<j it=11<j<i 


' (ElTm(m)| 2 2+ 
where f(x?) = g(x), invf(x) = a It is easy to see that 


ids ayy) 


j=11<i<j i=li<j<i 
1 1 \2 
A ) 248} PAARA ET. 2 )2+6 
a(i) =s invg (zy) (ElTm(m)| ) 
< c(E|Tm(n)| =. 
Thus combining these with (9.3.4) and (9.3.5) we have 


Tn < Tni + MsTn2 + aTi CEON, 


Hence condition (c) of Proposition 9.1.1 is satisfied and the proof of The- 
orem 9.3.1 is completed. 
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Corollary 9.3.1. Let {Xn,n > 1} be an a-mizing sequence, g(x) = 
ze ,r>2+6,0<6<2. If 
(i) o? = ES? > Cn, for some C > 0, 
(ii) Eza a(n): < 00, 
then F 
Sn — W (02) = O(07*? (log on PERAE) a.s. 


Particularly, if 6 = 2and lim, o2 /n = o? (without loss of generality, as- 
sume that o? = 1), we have 


Sn — W (n) = O(n™/4(logn)?/*) a.s. 


Furthermore, if sup, |Xn| < œ, Z a(n)!/4 < œ and o2 = no?, then for 
anye >0 
l — W (n) = O(n™4(logn)*/4t*). a.s. 


Shao (1989a) gave the following theorem and corollary, which improve 
the results in Bradley (1983) and Dehling (1983) under the weaker condi- 
tions. 


Theorem 9.3.2. Let {Xn,n > 1} be an a-mizing sequence with 
EX, = 0, sup, E|X,|?+° < œ for some 6 > 0. Assume that 


sup sup E|S;(n)|?+° /n!+9/2 < 00, (9.3.6) 
n>1k>0 
a(n) = O((logn)™"), r>1+2/6. (9.3.7) 


Then for any 0 <0 < 4(z 一 1), we have 


S(t) — W(o?) = O(t? (logt) ®) a.s. 


Corollary 9.3.2. Let {Xn,n > 1} be an a-mixing sequence with 
EX, = 0, sup, E|X,|?+® < œ( > 0). Assume that a(n) = O(n-") 
forr >1+2/6 and 

lim o2/n=o>0. 


Then {Xn} Obeys the law of the iterated logarithm and the Chung law of 
the iterated logarithm. 
The proofs of Theorem 9.3.2 and Corollary 9.3.2 are omitted. 


Chapter 10 The Increments of Partial Sums 


In Chapter 9, we studied strong approximations of partial sums of a 
mixing sequence by a Wiener process. But, with the help of these theorems, 
it is not enough to obtain the ideal increment results, similar to that in 
the case of i.i.d. sequence (see M.Csörgő and P.Révész 1981). In this 
chapter, we intend to study the increments of partial sums of a sequence 
of y-mixing random variables, which may be non-stationary, even non- 
identically distributed, by a direct approach. Under the restriction on the 
rate of convergence to zero for mixing coefficients, the following results 
are close to those corresponding to independent random variables. Our 
method can be used to deal with other kinds of mixing sequences as well. 


10.1 Some lemmas 


In order to show increment results, we need to establish some expo- 
nential inequalities. To this end, we first give the next result (cf. Stout 
1974, Lemma 5.4.1 and its corollary). 


Lemma 10.1.1. Let {Zn,Fn,n > 1} be a supermartingale with EZ, = 
0. Let Zo = 0 and U; = Zi — Zi1 fori > 1. Suppose U; < C a.s. for some 
0<C<o and alli > 1. Fit X\>0 such that AC <1. Put 


Mn = exp(AZn) exp{ —()” /2)(1 + AC/2) 3 E(U?| Fi1)} 
i=l 


forn > 1 and Mo = 1 a.s. Then {Mn,Fn,n > 0} is a nonnegative 
supermartingale, and further, 
P{sup Mn > a} <a! 
n>0 
for anya >Q. 


Let {Yn} be a sequence of y-mixing random variables with mixing 
coefficients yn = y(n) | 0. Without loss of generality, assume that EY, = 
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0 for every n. Put Tn => Y;, T2 = ET?. In this section, we always 
assume that the following Cond are satisfied: 

(a) [Yn] < bn < 00; 

(b) there exist 0 < o? < o’? < 00, such that o2n < E(Ym+1 +: + 
Yoa So 2n for every m > 0 and all large n. 

Let p,q,k be integers satisfying that p = pn < n,q = qn = O(pn), 
qn | 00, k = kn = [n/(pn + qn)]. And put b= max bi. 


Lemma 10.1.2. Suppose that 


k 
ppb? = o(1), X p? (p) = O(1). (10.1.1) 
7 一 1 


Then for x = £n and small € > 0 satisfying 
2 


4 ET, 
—b < gr < — 10.1.2 
-bnpy Ses (10.1.2) 
and 
z?/n 一 co, (10.1.3) 
we have ( ) 5 
1 — 6e)x 
.| > < Se ide 
P{ max IT:| > 2} < 3 exp{ 5 } (10.1.4) 


for all large n. If (10.1.2) is replaced by 


et? 


一 一 10.1.5 
z> p? ( ) 
then 


P{ max |T;| > z} < <3 exp{— “Uh. (10.1.6) 


Proof. We always assume that n is large enough. First, we prove 
(10.1.4). Define 


(i+1)ptig 
G = >», Yi; 
j=i(p+q)+1 
(i+1)(p+q) 
ni = 5 Yj, t =0,1,-,k-1, 


j=(i+1)p+iq+1 


m= X Vv. 


j=k(p+q)+1 
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Put o-fields F_, = {@, Q}, F; = o(¥;, j < (¢+1)p+ig), i =0,1,---,k-1. 
Define martingale differences y; = 6 —E(&;|Fi;-1),1 = 0,1,---,k—1. Write 


k-1 k 
Pal 2 a} <P{IL&l2 0-52} +P{I Lml> zer) 


=: Ji a (10.1.7) 
Consider Jı. Write 
k-1 k-1 
n< PUY nl> O-o} + Pld EEA) > zer} 
eat Jik = (10.1.8) 


By Lemma 2.2.8 (note |&| < pb), for any By. € Fi-1, 
|E &Ip;4|<2pgpbP(Bi-1) = (¢ = 0,1,---,k— 1), 
which implies 
|E(E|Fi-1)| < 2¢gpb as. (¢=0,1,---,k—1). (10.1.9) 
Using condition (10.1.2), we obtain 
Fi= 0; (10.1.10) 


Next, we estimate Ji1. Since {7;,F;,i = 0,1,---,& — 1} possesses 
martingale difference property, by using Lemma 10.1.1 and noting || < 
(1+e)pb as. for large n, for 0 < \ < ((1 +£) pb)! 


G = exp(A So) epf -> (1+ 0 + e)pbà) D EGIF) 
1=0 i=0 
(j =0,1,---,k-1) 


possess nonnegative supermartingale property. Write 


= P{G-i > exp(A(1 ~ e)z) 
A? 1 se 

-了 (1 F04 e)pbr) 》 EORIFi-1)}}. (10.1.11) 
i=0 


-exp{ 
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We are going to estimate JEZ} E(7?|Fi-1). Write 


k-1 k-1 k-1 
》 五 人 FT = >》 E(G|Fi-a) — DO (EGIFi-1))?. 
1 一 0 i=0 i=0 


We have | E(€;?|Fi-1) — E£:?| < 2y,(pb)” a.s. by a similar proof to (10.1.9). 
Hence, by conditions (b) and (10.1.1), we get 


V BEIF) = (1+ o(1 ne? a.s. 


i=0 


Moreover inequality (10.1.9) implies that 


k-1 
>》 (E(&|Fi-1))? < 4p2pb2m =o(n) a.s. 
?一 0 
工 hus 
k-1 
5 Ely? |F;-1) = (1 + of n> Eé? as. (10.1.12) 
i=0 


k—1 
Now we estimate 》 E¿?. Write 
i=0 


k-1 k-1 
> EG = (Y E) -2 S B&éj, (10.1.13) 


i=0 i=0 O<i<j<k-1 
where |Eé;£;| < 2((j —i—1)p)pbo'p'/? by Lemma 1.2.10 and so for fixed 
t 


XO |Eéé;| < 20’ ph! p bY plp) = olp) 


jzi+2 j=1 
by assumptions in (10.1.1). Summing on i leads to o(n). Also 
|E&€i41| < 2pqpbo'p'/? = o(p) 
by (10.1.1) and summing leads to o(n) again. Thus 
5 E@ = > &) + (10.1.14) 
?一 0 
Furthermore 


人 &) = ET? - ET, (> ni) + s (5 ni) . (10.1.15) 


i=0 i=0 
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By condition (b) and the second equality in (10.1.1), we can prove that 


a(S nm) = O(kq + p). 


i=0 
In fact 有 rn 
B(S n) <28(Som) + 2Eni, 
i=0 i=0 
where En? = O(p) and 


k-1 k-1 
2 
E(X m) =} En+2 SO Emm 
i= i=0 o<i<j<k-1 
7 ; k-1 
< o!"kq + 20'"q X (k — jjo"? (jp) = O(kg). 


j=1 
Hence (10.1.15) implies that P(S EZ &:)? = (1 + o(1)) 72. Combining it 
with (10.1.14) and (10.1.12) implies that 


k~1 
>》 Ell Fiz) = (1+ o(1))72 a.s. (10.1.16) 
i=0 


Inserting it into (10.1.11) and using Lemma 10.1.1, we obtain 


{Su 20-0 
< exp{—A(1 — e)z} 


: em 人 (1 十 z0 + e)pbA) (1+ e)ra} (10.1.17) 


for all large n. Choosing À = z/((1 + €)r2), we have 入 < e((1+e)pb)~! by 
(10.1.2). Inserting it into (10.1.17) implies that 


P{Sn2 (es el #2"), (10.1.18) 


2 
2TA 


Replacing Y; with —Y;, we obtain 


k- 
Jı = P{| Sa ZO e)z} <2 TE 
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Combining it with (10.1.10), we have 


(1 — 4e)ax? i 


Jı < 2exp{ — 572 


For Jz, it is clear that 37! exp{—(1 — 4e)x?/(277)} is one of its upper 
bounds in view of qn = o(pn). Then we have proved 
(1 — 4e)x? 
P{\T,| > x} >= < exp{- a (10.1.19) 
In order to obtain (10.1.4) from (10.1.19), we use Lemma 5.1.2. First of 


all, since yn | 0, there exists an interger no such that yp, < 107). Using 
condition (b) and (10.1.3), we obtain 
ET 
P; |Ta-T;| > 
isien {! |2 aF a 
4(1 + £) E(Tn — T;)? 
X 一 
一 1<i<n e272 
2 /2 
z 4(1 +€)" n 2 1 
T e272 = 10 
for large n. So 7 in Lemma 5.1.2 can be chosen as 5~!. Furthermore 
12 12 
max Y] <b < eo n < 
1<i< px T 


by (10.1.2) and (10.1.3). Hence 


x = o(x) (10.1.20) 


| > = = 
P{ max |Yi| > ex/(2(1 + e)(no ~ 1))} 
for large n. Therefore, from the above results and Lemma 5.1.2, we obtain 


P{ max |T;| > 2} 


1<i<n 

5 
人 “PÍT, | > > qP max al > 2(1 rea a 
<3 exp{ 12852), 


n 


This is namely (10.1.4). 

Now we prove (10.1.6). It is clear that we can assume z/pb > 6 for 
some 6 > 0. If condition (10.1.5) is satisfied, choosing \ = e((1 + €)pb)~! 
in (10.1.17), we have 


PS y> >(1—e)z )z} < apli (10.1.21) 


= 2pb 
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By imitating the procedure from (10.1.18) to (10.1.4) and replacing (10.1.20) 
by max [Yi| < b < x/(pé) = o(x), we obtain (10.1.16) from (10.1.21). The 
<i<n 


lemma is proved. 


Lemma 10.1.3. Suppose that condition (10.1.1) in Lemma 10.1.2 is 
replaced by 


k 
ppqb? =0(1), 》 p?p) = O(1). (10.1.1’) 
j=1 


Then for any v > 0, there exists an a(v), such that for all large n anda 
satisfying a > a(v), we have 


P{T, > ata} > 7 exp{-(1 + v)a2/2} 


provided that 
Yq = 0(a/b) (10.1.22) 


and 
pbat = o(n). (10.1.23) 


Proof. For 0 < 6 < 1 write 


P{T,, > am} > P(e >(1+ Sort, } 一 PLS n < — 5a» } 


i=0 
=, -— Ih (10.1.24) 
and 
k-1 k-1 
n > P{Y yi > (1+ 25)am) — P{D E(G|Fi-1) < ~6arm) 
i=0 i=0 
=; Ti1 = Io. (10.1.25) 


Using condition (10.1.22) and recalling (10.1.9), we also have for large n 
je 0 (10.1.26) 


We are going to estimate 111. Let £ be a small positive number indicated 
later. Put v = 3Ve/(1 ~ 3), u = (1 + 26)a/(1 — v). Write 


fowl E n)a] Fe} 


k-2 
= exp{u( 2 vi) J Ta }E{exp(ure—1/Tn)| F—2}. (10.1.27) 
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Condition (10.1.23) implies 
upb/T 一 0. (10.1.28) 
Hence 


E{exp(uyr—-1/Tn)| Fk-2} 
u? upb 2 
>1+ zzl! = ae (Yie-1| -2) 


> opf 5 (1— ZP) BO A)}. 


Inserting it into (10.1.27) we have 


= u? upb 
E{ SP vi) /Tn) exp(—35 (1 a = ) 
k—2 
E(yg-1 Fr-2))| |Fr-2} 之 exp{u(>> 7i) /mm 上 


2 一 0 
Thus , by induction， 
= E k- 
Bex [u( S n/a] i0 -2A E oa] 


i=0 n i=0 


Since we also have (10.1.16), the above inequality can be rewritten as 


BE{explu (En) /]) > ow { 5 (1- HR -5)} 
> epf (1 2 =)} ; (10.1.29) 


for given £ > 0, provided that n is large enough. 

Then the following proof is similar to the corresponding one of Theorem 
5.2.2 in Stout (1974) except that some details are different (noting the 
choice of v and u ). It is omitted. 

In addition to Lemmas 10.1.2 and 10.1.3, the following E 
(see Erdös 1959) of the Borel-Cantelli lemma will also be utilized for the 
proof of our theorem. 
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are arbitrary events satisfying the condi- 


Lemma 10.1.4. If C1, C2, 


tions 
5S P(Cn) = 00 
n=1 
lim inf DI >》 P( CeCi)/(>_ P(Cx)) = 1, 
k=1 l=1 k=1 
then 
P{C,,i.o.} = 1. 


10.2 How big are the increments when the 
moment generation functions exist? 
Let {Xn} be a sequence of y-mixing random variables with EX. 
= Xpo = EX}. 
=1 


0 (n > 1). Put Sn = 
Theorem 10.2.1. (Lin 1991) Suppose that {Xn} defined above satisfies 


the following conditions 
(i) lim, ,infm>o E(Xmii +--+ + Xmin)?/n > 0; 
(ii) there exist ty, M > 0, such that Ee'** < M for every k and any 
lt] < to; 
(iii) there exists an l > 1, such that pn = O(n~). 
Suppose that {an} is a non-decreasing sequence of positive integers 


(a) there exists an a > 0 such that alogén < an < n where d > 


satisfying 
(31+ 1)/(l—1). Then, putting 
OnN = E(Xnt1 十 … 十 Naa) 
Ban = onn {2[log(N/ony) + log log NJ}? 
S(n, k) = Snik 一 Sn, 
we have 
lim sup Byy|S(N,an)|=1 a.s (10.2.1) 
lim sup oe B-n|S(n,an)|=1 as (10.2.2) 
(10.2.3) 


lim sup max BynlS(N,k)| =1 as 
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—] Za 
i oe. -NIS(n,k)|=1 as. (10.2.4) 


Furthermore, if condition (a) is replaced by 
(b) there exists an a > 0, such that an!/0+1) <a, <n and 
lim log(n/an)/ loglogn = oo 


then 


li .S. 10.2. 
pee B-N|S(n,an)|=1 as (10.2.5) 


lim 一 10.2. 
Nolen NIRAN BanlS(n,k)| =1 aus. 1028) 


Proof. From conditions (i)—(iii), there exist constants w; and w2, 
0 < wi < w < oo such that 


win < E(Xm+1 te + Xen ye < won (10.2.7) 


for every integer m > 0 and n large enough. The right inequality sign is 
due to that from Lemma 1.2.8 


JEX:Xj| < 260 EV" | Xi BX GO 
= O((j - 4") 


forl<l'<l, i<j. 
First, we prove (10.2.1)—(10.2.4). Obviously, it is sufficient to verify 


lim sup Byy|S(N,an)| > 1 as. (10.2.8) 
和 N 一 oo 


-1 
um up a "NIS(n,k)| <1 a.s. (10.2.9) 


For B > 1/to, define 
Yn = Aa X S Blogn), Yn'=Yn—-EYn, =y e, 
An SE Vi ee BY TN Tak = Ta 
Onn = Ann {2{log(N/A2y) + log log N]}4/?. 


From condition (ii), P{X, # Yn, t.o.} = 0 and for t such that t' < to and 
vuB>1 
|EY,,| < en, 


Hence, as N 一 oo 


= 
-T S. 2: 
{max MEX lS (n, k) (n,k)| 0 as (10.2.10) 
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Moreover, it is not difficult to show by (10.2.7) and the definition of Y, 
that 


uniformly in n. 
We are now going to prove (10.2.8), which is equivalent to 


limsupayy|T(N,an)|>1 as. (10.2.12) 


AN 一 co 


Put h = 2/(31+1). Define pn = [n"], qn = [anpn], where {an} is a 
sequence of positive numbers tending to zero slowly enough. By conditions 
(iti), (a) and the definitions of pn and qn , it can be seen that 


Paay Pan (log NY < e (log NY 


< ca} ap D/G) (og Ny > as N 一 co 


provided that an tend to zero slowly enough. We also have 
S p12( (jp) < cy jp) 2 < ckn-V2 < en @l-D/GH1)-1/2 一 sai) 
j=l j=l 


with the help of condition (iii). Hence condition (10.1.1), and further 
condition (10.1.1’), are satisfied. Similarly, we have 


Pay = O((log(N/Aqv) + log log N)'/?/log N) 


and pan (log N)ann/an = o(1). Hence, we can use Lemma 10.1.3 (choosing 
v =e > 0), which implies that for large N 


P(Cw) > 5 exp{-(1 + e)(i — <)Plog(N/ARw) + loglog N]} 


> (xen) > (10.2.13) 


where Cy = {aywT(N, an) > 1-—e}. Put nı = 1 and define mk+l = 
Nk + 2an,- Noting that the sequence is mixing, we have 


E E PCC Gon) /(È Pim) -| 


j=1 k=1 


_ 


< i P(cn;)(1 = P(Cn,)) 十 45a 2 ok=j+1 P(Ch; Jo(nk — nj 一 an; ) 
ae i a 2 
(EC 
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< (1 by PNk — nı 一 am))/ 3 P(Cn,). 
k=2 k=1 


Using condition (iii) and recalling the definition of ng, one can verify that 
OO 


> p(n — 21 — Gn,) < œ. Moreover $ gı P(Cn,) = oo since 
k=2 


Nk+1 


X (nlogn)™ < (ng log ng) (nk+1 — ne) 
n=nk+1 


= (nz log ngk) 2an, < cP(O%,). 


Hence, from Lemma 10.1.4, P{Cy,,%.0.} = 1, which yields (10.2.12). The 
proof of (10.2.8) is completed. 

Furthermore, we want to prove (10.2.9). From (10.2.10) and (10.2.11), 
it is sufficient to show that 


T <1 a.s. 2.14 
meup mi mor Arn|T'(n,k)| <1 as (10.2.14) 


Let r = r(e) > 1 bea positive integer indicated later. Put R = [ay /r],n, = 
RIn/R]. We have 


ag) (10.2.15) 


2w2 2r1/2 +1 
AnI E neon Ya = 1s e N 
for large N by (10.2.7) and (10.2.11). Write 

|Tn+k = Trl < Tr+k = Tintk)e| + IT (nth), Tne | 十 [Tin Tal: (10.2.16) 
Consider the second term of the right hand side of (10.2.16). We have 


一 工 = 
P { max, max ann Meje = Tne] 21+ e/ 3} 


N 
< pane 
ies ymax, PL max Tink), 
—Tn,| > (1 + €/3)onn }. (10.2.17) 


Obviously, |(n + an), — nr| < an(1+1/r). We can use (10.1.4) of Lemma 
10.1.2, since 


(log N)an ay = o(Qnn), 
QnN 一 AE(Tintan)e aa Tr)? [Dax log N). 
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Noting (10.2.15) and choosing r to be large enough, we know the right 
hand side of (10.2.17) does not exceed 


N 
or —exp{ —(1-¢/3)(1 + e/3) ann /E (Tentan), — Tne) f 


< r(x = x) Ww 


= a) iig Nye) 


for large N. Let Ni = 1 and define Nj41 by ay,,, = min{an : an > 
[6]}(@ > 1). Obviously, Nj41 > [67] since ay < N. Thus 


OO 
no i<keay, nN; [T(n+k), — Tn,| 21+ a < co 
j=l bat: NON; 


which implies 


E€ 
li all JT, -T |< 1 十 二 a.s. 10.2.18 
psa Lene NG 1<k<an, On| CEE) a| S 1+ 3 °° ( ) 


From conditions (i)-(iii) and (10.2.11) and the definition of N}, it is easy 
to see that there exists a constant G > 0, such that 


2 
1|< G(0 — 1)1/2.. (10.2.19) 


lim 


Now, choosing 0 near enough to 1 and noting that the ranges in the two 
max’s in (10.2.18) enlarge as 7 increases we have from (10.2.18) 


=] € 
一 了 人 | < 一 Si .2.20 
meng {max ee ann lLin+k). — Tn | < 1+ z os (10.2 7 ) 


We turn to the first term in the right hand side of (10.2.16). Write 


E 
Pf max max a ZIT. -T > =} 


rN 
< — max max P |T; 
an P 


(i aie 
k \(nth)p<j<(nth)r+R 


E€ 
ERN sonN}- (10.2.21) 


Using a similar proof to (10.2.18), one can also employ (10.1.4) of Lemma 
10.1.2. By recalling (10.2.7) and (10.2.11) and choosing r = r(e) to be 
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large enough, the right hand side of (10.2.21) does not exceed 


rN (1 — 6e)e? A? y N log N 
3— exp) 一 一 一 一 一 一 一 光一 一 log 一 -一 一 
an 36E (Tintk)r+R — L(intk),)? 和 PN | 
3rN N log N 
< exp{ —cre? log eh 
an an 


2 


] < clog *N 


ae an 
N log N 


for all large N. Thus 


OQIM 


lim sup max max a Trak — DI < 
E 1<k<an, nN cas (n+h)| = 


By imitating the procedure from (10.2.18) to (10.2.20), we have 


E€ 
li FUTT <= as. 10.2.22 
imsup Max, max OnwlIn+k —Tinti.| SZ a8 k10;2:22) 


Obviously, we also have 


a. 


lim sup max a_,|T, 一 全 
Noe Tee <N aN| Is 


Therefore, (10.2.14), and further (10.2.9), are proved. 
Finally, we prove (10.2.5) and (10.2.6). For this purpose, from (10.2.2) 
and (10.2.4) proved, it is sufficient to verify that 


im i ee > .S. 
liminf max, ENwNlStnaNj >1 as (10.2.23) 
By (10.2.10) and (10.2.11), (10.2.23) is equivalent to 


lim inf a an y|T(n,an)|>1 as. (10.2.24) 


N-oo 1l<n 


We have for large N 


一 1 
P{ max, anit (n, an)| <1 e} 


<P max T(2jan,a ee 
p H eee zjay,n|T(2jan,an)| } 
[N/an]!7E/? 
< I| Plog, niTĒjan,an)|<1-e} 
j=1 


+ 全 


an 
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(by (10.2.13) and condition (b)) 


< {1 - of an 人 


7 N log N an 
< 2expf-e( >)" log N)-a-9)} i (=) 一 </2 
< c(log N)~? 


The last inequality is due to condition (b). Thus, if N; is defined as above, 
we have 
liminf max ORN, |T(n,an,)| > 1 a.s. (10.2.25) 


jroo 1<n<N; 


Considering N; < N < Nj41, we get 


AN 一 oo 


lim inf ay y|T(n, an)| 


~1 
= aman ee (any; T(n, an;)|) (ann; Onn) 


al 
— T(n. k\l. 
o T agen 


The first term in the right hand side is a.s. > 1 — G" (0 — 1)!/2 for some 
G' > 0 by (10.2.25) and (10.2.19). The latter is a.s.< G" (1 — 1/6)!/? for 
some G” > 0 by (10.2.14). Letting 0 | 1, we obtain (10.2.24). The theorem 
is proved. 


Remark 10.2.1. When / in condition (iii) is large enough, in other 
words, pn tends to zero at a great rate, an can be O(log? t® n), for any given 
e > 0. For an independent sequence, it is required that an/ logn — oo as 
n 一 oo (see Lin 1988). 


Remark 10.2.2. In the theorem, we don’t require that a,/n is non- 
increasing. But it is assumed even if a sequence is independent (cf. Csörgő 
and Révész 1981). In fact, this condition is not realistic, since either a, = n 
for all n or an = m An for some fixed m when the condition is added. 


10.3 How big are the increments when the 


moment generating functions do not exist? 


Let {Xn} be a y-mixing sequence mentioned in the beginning of the 
above section. 
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Theorem 10.3.1.(Lin 1989) Suppose that {Xn} satisfies condition (i) 
in Theorem 10.2.1 and 
(ii! there exists a non-decreasing continuous function H(x),x > 0, 
such that 


DSi P{H(|X,|) >n} <œ for any 6 > 0, (10.3.1) 


n=1 


n+k 
lim — ))8 3. 
im | 5O E(H(|Xj|))® < M < œ (10.3.2) 
j=n+1 


uniformly in n for any B <1, 


a~ +) H(z) is non-decreasing for some y > 0, (10.3.3) 
lim H(x/2)/H(x) > 0, (10.3.4) 


(iiiy there exists anl > 1+ 4 such that pn = O(n’). 
Let {an} be a non-decreasing sequence of positive integers satisfying 

(a)' there exists such an a > 0 that a(invH(n))? < an < n where 
d= 2(1+ 1)/(l —1). 

Then the conclusions of Theorem 10.2.1 remain true. 

Proof. The proof of the theorem is similar to that of Theorem 
10.2.1. We outline the main differences. It is easy to verify that condition 
(10.3.1) can be replaced by 


3 P{H(|Xn|) > dnn} < co (10.3.5) 


n=1 


for some ôn | 0. Define Yn = Xn1(|Xn| < invH(5nn)), Y, = Yn—EYn,Tn = 
》 Y,. By (10.3.5) we have 
k=1 


P{Xn # Yoyi.o.} = 0. (10.3.6) 


Without loss of generality we can choose 6, such that n~° = o(6,,) for any 
e > 0. From this and using the conditions EX; = 0, (10.3.2) and (10.3.3), 
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we have for all large n, 


n+k n+k i 
|EY;| < € ! (H(IX;)) = dP 
2. 2 {H(|Xjl)>5;3} ? 
n+k 1 2ty 
<e > (Gi) E E(H(|X;|)) tE 
j=n+1 « 


y2+57+8 
<c 3 57 E(H(|Xj))) to 


jg=n4+1 
n+k 2 二 5- 十 8 
< ok 88 S Bud Bre Pree 
j=n+1 
< cho, (10.3.7) 


Consequently (10.2.8) is also equivalent to (10.2.12). Put h = 1/(l + 
LD) peg = [Qnpn], where an are positive numbers tending to zero 
slowly enough. Using conditions (iii) and (a)’, we obtain 


Paay Pan S (ôn N))? 
< caz lan F D (Gnv H (ôn N))? 
< caz | (invH (ôn N)/invH(N))?. 


By condition (10.3.4) one can get inv H (6n N)/invH(N) 一 0 (see Lin and 
Lu, 1992, (2.3.12)). Hence ,we have 


paar Pan (H (ên N))? 一 0， as N 一 oo. 


provided that ay tends to zero slowly enough. Moreover the other condi- 
tions in Lemma 10.1.2 are also satisfied. Then we have (10.2.13) as well. 
The following proof is similar to that of Theorom 10.2.1, hence, is omitted. 


Remark 10.3.1. When l in condition (iii)’ is large enough, i.e., pn 
tends to zero at a great rate, an can be O((invH(n))?**) for any given e > 
0. For an independent sequence, it is required that an > c(invH(n))?/logn 
(see Lin 1987). 
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Chapter 11 Strong Approximations 
for Mixing Random Fields 


Let {Xj,j € NÎ} be a stationary mixing random field with EX; = 0. 
The various definitions of mixing have been given in Chapter 6. We shall 
also employ the notations A C E C B$, Cj, As, A(6), etc, which have been 
posed there. We define the partial-sum process by 

Sn(A) = > |nANC;|X; for any AEC A (11.0.1) 


J 


where n = (nj,---,ng) € N¢,nA = { (n121, nazad), X = (£1, +, 2a) € 
A}. 

The main subject of strong approximations of set-indexed processes is 
to establish a new probability space, on which there exists an independent 
identically distributed centered Gaussian field {Y;,j € N} with covariance 
o? = EX? + 23; EXj+1X1, and without changing its joint distribution, 
the field {X;,j € N“} can be redefined on this new probability space, such 
that 


Dn = sup { > nan- ¥)} 


jent 
= O(n?) or O(n4/*(logn)~*) (as > 0), (11.0.2) 


under some conditions on A and {X;}. 


Denote 
|n| = ni1n2:… na, if n = (ni1,.…,ng), 
Gg = {n= (ni, Nna), ni > II: t= 1,2,-+-,d}, (11.0.3) 
kA1 
for 0< 6 <1. 


Berkes and Morrow (1981) first discussed the strong approximation for 
a weakly stationary a-mixing random field {X;, j € N}. Suppose that 
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EX, = 0, E|X,|?+® < co for some 6 > 0 and a(n) = O(n~40t2)(142/6)), 
They proved that for any n € Gg and some A > 0 


= O(|n|/2-4) a.s. (11.0.4) 


sup 
1<j<n ji 


This result was iat by Strittmatter (1990), in which the condition 
“n € Gg” is left out and the following result is obtained: If 


6s —4—26 


= < ce SO .0. 
N(e) := Card(A(e)) < ce™, u < 446) 2, (11.0.5) 
b(e) := sup{n~4|((nA)™ N (nA°)™)|: 
AE U An, n > 1/e} 
n>0 
<ceh for some 0 <h <1, (11.0.6) 


a(n) =O(n~*) for some s > 1+ (17/2)4-1/(1.A 6), (11.0.7) 
then for some y > 0 


sup >. [nANC;|(Xj — Y) = O(n?) as. (11.0.8) 
AGA, jend 
The class A of subsets in the above results which satisfies N (e) < ce 
is the smaller subset class. Su (1992) proved a strong approximation for 
a -mixing strictly stationary random field with H(e) < ce 7 for some 
r > 0, and n € Gg. We shall introduce Su’s results in Section 11.1 and 
Strittmatter’s results in Section 11.2. 


11.1 Strong approximations of a y-mixing random field 


For simplicity, we only give the results for the case of d = 2. 


Theorem 11.1.1. (Su 1992) Let {Xj;,j E N?} be a strictly stationary 
p-mizing random field with EX; = 0 and E|X;|?+6 < oo for some 6 > 0. 
Suppose that the class A of subsets of B? satisfies (11.0.6) and the entropy 
condition 


H(e)<ce" forsome 0<r<6/(4(1+4)), (11.1.1) 


and suppose that 
4(2 + 6) 


Gea 2. (11.1.2) 


p(x) = O(a~4) for some q> 
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Then 
o? := EX +29 EXiX, = 0(1), (11.1.3) 
v#1 


further, without changing the distribution of {X}, j € N?}, we can redefine 
the field {X;, j E N?} on a richer probability space together with an inde- 
pendent normal random field {Y;, j € N?} with EY; = 0, EY? = 0”, such 
that 


sup 5. mAN C;|(X; — Yj) = O(jn|(log|jn|) 7) a.s. (11.1.4) 
ACA jen? 


for every n € G8,6/(2(2+6)) < 8 < 1, where o1 = o1 (r, q, 6) > 0. 


First, we prove the Bernstein inequality for a y-mixing random field. 


Lemma 11.1.1. Let {X;, j € Ni} be a y-mizing random field with 
EX; = 0,|Xj| < An a.s.1 <j <n. Denote on = maxy<j<n||Xjllo. Lf 
EX y!/2(2") < 00, then for any A € B? we have 


P{| 2 Iin4 N C;|X;| > En} 
j 
< 2exp{ em 一 azn 十 ca2ln4lo3 直 ， (11.1.5) 


where Zn > 0, m < mini<ci<cdani and 2da mdAn < 1/2. 
Particularly, if a = 1/(2%+1mt An), then 


P{| X nAn CilX;| > zn} 
J 


clnlp(m) Zn clnAlon \ 


< 2exp{ mt 2dtimiAn (24timdAn)? 


Proof. Put N = (Ni,:…:,Na) such that 2m(N; — 1) < ni < 2mN;, 
1=1,---,d. Denote V = {(v,-+-, vg): vi = lor 2, i=1,---,d}. Define 


Ive = [h(1), L0) x ++ x [h(@),b(@)], veV,1<k<N, 
where 


l(i) = { (2k; +v 一 3)m + 1} Ani; 
l(i) = {hL (i) +m — 1} Ani, i= 1,2,---,d. 


290 Chapter 11 Strong Approximations for Mixing Random Fields 


Moreover, denote 


Ay ,k = > In4 N Iyk N Cil Xj 


J 
By N = > Ay,ks 
1<k<N 


S= BN. 


veV 


Note that ez <1+2+42? if |z| < 1/2 and 1+2 < e” for any x. Therefore 
if 24amtA, < 1/2, we have 


Eexp(2"aAyx) < exp((2%a)’E A? x). 


By Lemmas 1.2.10 and 6.2.3 we have 


Eexp(24aBy,n) 
= Eexp(2%a y Av x) exp(2faAy,n) 
k#N 
< Eexp (270 5 Ay) E exp(27aAy,n) 
k#N 
+ 2¢9(m)|| exp(2*aAv,N)|looH exp(2%a $ Av,x) 
k#N 
< (1 + 2e! p(m)) exp(c(2¢a)?| nAN Iy,nlo2)E exp(24a > Ay,«) 
k#N 
< (1+ 2e!/2p(m))N! exp(e(2fa)? |n AN Ilo?) (11.1.6) 


where || f(z)||,.. means the superior norm of f(x). From the convexity of 
an exponential function and (11.1.6), it follows that 


1 
Eexp(aS) < 5d 5 E exp(2faBy, n) 
veV 


< (1+ 2e!/24(m)) INI exp(c(2¢a)?|n Alo2). (11.1.7) 


Since |N| < (3/2)@|n|/m? and (11.1.7) holds also true for E exp(—aS), we 
obtain (11.1.5) by the Markov inequality. 


Proof of Theorem 11.1.1. 
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First, under the conditions of Theorem 11.1.1, it is easy to see that 
(11.1.3) holds true and 


2 
lim E( >> X;) /\n| = 0? < co. (11.1.8) 
mec, ism 


In order to prove (11.1.4) for any n E€ Gg,6/(2+ 6) < B < 1, we 
shall use the truncation, nesting and blocking techniques in the following 
lemmas. 

1. Truncation Take 7 small enough (specified later on), let 


= Giga ere), 
Sy(A) = > nAn CX}. 


J 


Lemma 11.1.2. We have 


sup |Sn(A) — SK(A) = O(1) as. (11.1.9) 
cA 
Y E|Xj — Xj) = O(n” +9) a.s. (11.1.10) 
j<n1 


Proof. Since 
P{Xj # Xj} = P{|Xj| > MERVE el 


we have P{.X; — Xj # 0, i.o.} = 0 by the Borel-Cantelli lemma. Thus for 
every n € N 


sup |Sn(A) — MAI 》 Xj- Xj) <e<oo as. 
A 
jeni 


and 


Y E|X;- Xj] < > T = O(nd/(2+5)). 
j<n1 j<nl 


2. Nesting For any given n = (ni,n2) E Gg, 6/(2(2+ 6)) < B <1, 
let a,b be least positive integers such that 


2 > (loga), 2 > jpt, (11.1.11) 


where r’ > r is specified later on. 


292 Chapter 11 Strong Approximations for Mixing Random Fields 


Lemma 11.1.3. We have 
sup |$%,(A) — $/,(A(27*))| = O(|n|2-748)) a.s. 
A 


Proof. For any A € A, by conditions (11.0.6), (11.1.1) and (11.1.11), 
we have 


IS (A) — 54(A(27>))| 
< > ln4ncil-ln4(2- 光 mcGilP 
j 


< dnllA A A(2)|: jF? = O(ln|3 05). 


Lemma 11.1.4. For every n € Gg 
oD [Sa (A(27°)) — Sq (A(27%))| = O(|n]? (log |n|)~7!) a.s. 


Proof. Take r,r’ and 7’ small enough such that 


6 —2r 1 7 4 十 6 
aan 2 dan Cae beast F250 >r. (11.1.12) 


6 一 2 ir! 
Denote m; = [|n|#2@*4 27 2]. Since n € Gg, it is clear that m; < n1 Anz, i = 
1,2. On the other hand we have 


| — EX;| < 2| +/+, j<n. 
Take An = 2|n|(1+7)/(2+6) in Lemma 11.1.1, we obtain 


P{|Sa(A(27®)) — Sa (4(27°))] > |222} 


< P [n(A (27D A(2~)) (X; 一 > Fn” 225r} 


33) (i 1 —iT 
| 


< en T: (11.1.13) 
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Therefore from (11.1.1) it follows that 


> P{ sup |S,(4(2)) — $'(A(27*))| > In|*/2(log In|) =” } 


nEGg 


b 
< 5 Y Y PS AQ HDN)) — SK(A) > 2} 


nEGg i=a ACA 
<c >》， Yexr(H(2 27$) + HOY) eae") < 00, 
nEGg i=a 
which implies Lemma 11.1.4 by the Borel-Cantelli lemma. 
Let k = (k(1),k(2)) > 0, define tk = (t,(1), tk(2)) as follows: 
tk(1) = [exp(k(1))*/4], tk(2) = [exp(k(2))*/4], 0 < s < 1/2. 
For large n, n € Gg implies tk € Gg if th +1 <n < tx. 


Lemma 11.1.5. Fort, € Gg, we have 


/ ~a\\ _ Ql 一 Q 
| 


= O(|ty.|!/?| log |t,|)74/4) a.s. 


as |k| 一 oo. 
Proof. Note that if tk <n < tk41, A C [0,1]?, we have 


jnA A t, Al < clnl(eil + €2), 


where 
Ei = (tx41(t) — ty (t))/ni, i = 1,2. (11.1.14) 


Put mk = LA Ik|- 4]. If tk E Gg, we have mx < tk(1) 和 人 tx (2). 
Let An = 2|t,,|@+7/@+9 in Lemma 11.1.1, we obtain 
P{|Sq(A(2™)) — Si, (A(27%))] > [tac (CD + b(2)-9779)} 
< PAE nA(2~*)\t,A(27%))N 


1 a 2 a8 = Be 
Ci|( — EX})] > ltk? (KATE + (2) )} 


+ P| So |(teA(27*)\nA(2-9)) 


Cil(Xj — EX;) 


> Fltel2 (a) + (2) %8)} 
< cexp(—e(k(1)*/? + k(2)*/?)). (11.1.15) 
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For tk € Gg, we have 
k(1)~8/16 + &(2)-9/18 < e(log |ty|)7 1/4. 
It follows that 


> P{sup sup |S;,(A(27*)) 


tkEGa AEA tk<n<tk+1 
工 zi 
— St, (4(27°))] > [tx]? (log |txl)7 4 } 


Se T expt) nsa ~ tl 
tkEG8 


-exp(—c(k(1)*/? + k(2)*/)) < 00. 
Lemma 11.1.5 is proved by the Borel-Cantelli lemma. 
Let Ry = [£1(1), t141(1)] x [t1(2), #141 (2)]. For any A € nUsyo As, define 


=(HR:RNA #0} A.=U{Ri: R C A}. 


It is clear that A, C A C A* and if tk < n < ty, we have |A*\A,| < 
c|n|(e1 + £2), where si are defined by (11.1.14). Similarly, we have 


Lemma 11.1.6. Fort, E Gg, we have 
tk A(2~%)\ (te A(2) a) N C5] XG 
SUP 4 BRK | KATANA GG 


= O(|t,|1/? (log |tk|) 714) a.s. as |k| > co. 


3. Blocking To estimate 


tkA(27°)) N CIX; 
Drap (27) 9 C314] 


is the key to the remainder of the proof. Let u = (u(1),u(2)) > 0, Hu = 
{v EN? tuti<v< ta+1)0 < p< B. Denote 


L={u: Hy C Gp}, H= |] Hu; 
i uel 


Au = ( {ve Hu : tusa (i) 
i=1,2 


~ [exp(u(i)*/4/4)] < vi < tusa (if. 
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For tk € Gg, define ti) = (t?)(1), tP (2)),p = 1,2, as follows: 


tP (m) = mp min Um + (1 — m, p)Nm, m = 1,2, 


ven, 
yp=ny,if lm 


where óm p = 1 if m = p; óm p = 0 if m £ p. Put 
h= [0, t0] U [0, t), 
Ip = UJ Hu\Anu, 


(1 (1),t(2))<u<k 


B= -H Ae: 


uEL,u<k 
We have 


Eit) nc 一 区 | 
[E tA) Nn nN Gia 
+> (te A(27)) 91.0 C5135] 
+ D3 (tr A27) N BN GI; = ¥)| 
4 3 [tr A(27°)): N Is n C41 XG 
+ > \(tA(27*))- N Tn Cily| 


where Yj will be specified below. 


Lemma 11.1.7. Fort, € Gg, we have 


sup max t,A(27~7)), NM D1 NO Xi 
Re alo (27) NN GNA 


= O(|tk|2 (log |tk|)77) as. as |k] > o. 


Proof. It is easy to see that 


max | (t, A(2 eA TAC; x, 
AeA tk<n<tk+1 > K lži 


ee 


l<k j 


295 


(11.1.16) 
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Since tE D1) < ctk(2)2， tC 2)(2 ) < ctk(1)2，we have 
tP ltl < clt 26-2 and Plte] < elt | 2E 


for tk € Gg. By the Markov inequality and Lemma 6.2.3 it follows that 


P{ SHR NL NCIX > l? log ltk) } 


l<k j 
< EPE Rn n A| > lex? Qos e)k} 
l<k 
< eÐ |R A a+ / (txt52((log te) 7k] *) 
l<k 
< elti] F 0+3) (log |ti)” Ik). (11.1.17) 


Thus Lemma 11.1.7 holds true by the Borel-Cantelli lemma. 


Lemma 11.1.8. Fort, € Gg, we have 


(tx A(2 Al nG: x; 
eee ge! eee eases 


= O(|ty|!/*(log |tx|)771) a.s. as|k| — oo. (11.1.18) 
Proof. Asin the proof of Lemma 11.1.7, we have 


su max | txrA(2 I) NI n Gl 
sup gar [EAn hn Gi 


< |x IRIN I n GX. 


I<k j 


Denote Ay = Au(1)U Au(2), where Ay(1) and Au(2) are disjoint rectan- 
gles, such that 
|Au(1)| =[exp(w(1)*/4/4)] (fexp((u(2) + 1)*/4)] 
— [exp((u(2))*/*)]), 
|Au(2)| =[exp(w(2)*/4/4)] ([exp((u(1) + 1)*/4)] 
— [exp((u(1))*/*)]). 
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We have 


5 [Au(1)| < ck(GD) /ty(1) tk(2)， 


uel 
u<k 


Se [Au (2)] < ek (0) s/t (2)"/4tae(1). 
ueL 
u<k 


Then, similarly to (11.1.17) in Lemma 11.1.7 we have 


PI YJE IRN BA CIX;| > txl? (log ltk) } 
1<k j 
< eÑ Ri N B| / (tal +5/? ((log ltk) k) 
1<k 
< cltx| (35/8)(1+6/2)( (log |t) |k|)?+ 


- (Ie(1)-8/4 + ki， (11.1.19) 


Lemma 11.1.8 holds true by the Borel-Cantelli lemma . 


4. Constructions of {X;} and {Yj}. 
In order to construct random fields {X;} and {Y;}, we quote the fol- 
lowing results without any proofs. Denote 


hu = Card((Hy\Au) NN), Xas SD Xj. 
jeHu\Au 


Proposition 11.1.1. (Berkes, Morrow 1981) Under the conditions 
of Theorem 11.1.1, there exists a t, 0 < t < 1 such that for any |z| < ht, 
we have 


= 1 
|E exp(izX y) 一 exp(50°7°)| < ech. (11.1.20) 


Proposition 11.1.2. (Berkes, Philipp 1979) Let {Xx,k > 1} be 
a sequence of random variables with values in R%, and let {Fr,k > 1} 
be a non-decreasing sequence of o-fields such that Xx is F,-measurable . 
Finally, let {Gx,k > 1} be a sequence of probability distributions on R% 
with characteristic functions g,(u),u € R%, respectively. Suppose that 
for some non-negative numbers Mx, 6, and Tp > 10°d, 


E|E{exp(i(u, X)| Fk} — gx(u)| < Àk (11.1.21) 
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for all u with |u| < Tẹ and 
1 
G,{u: |u| > re < ôk. (11.1.22) 


Then without changing its distribution we can redefine the sequence {Xz,, 
k > 1} on a richer probability space together with a sequence {Y;,k > 1} 
of independent random variables such that Y; has distribution Gx and 


P{|X;, — Y; > ak} < Qk k= 1,2,..- (11.1.23) 
where al = 1 and 


op = 16d, Ti log Tp + AM/ ?Tar + bp. (11.1.24) 


Proposition 11.1.3. (Berkes, Philipp 1979) Let S;,i = 1,2,3 be 
separable Banach spaces. Let F be a distribution on 91 x S2 and let G be 
a distribution on S2 x S3 such that the second marginal of F equals to the 
first marginal of G. Then there exist a probability space and three random 
variables Z;,7 = 1,2,3 defined on it such that the joint distribution of 2 
and Zz is F and the joint distribution of Z2 and Z3 is G. 

Let Gd), t\”?(2)) be large enough such that for any u € Lo := {u E€ 
L,u> (4), t (2))}, there exists a p' > 0 satisfying 


tus (1) — tu(1)  lexp(u(a)*/4/4)] 
> (tat1(2) — ta(2) - fexp(u(2)*/4/4)])”, 
tu41(2)—tu(2) - exp(u(2)*/4/4) 
> (tasa (1) = ta(1) - fexp(a(1)*/4/4)])” 


Put vw is a one to one correspondence from {1,2,---} to Lo, denote w(l) = 
(yı (l), Y2(1)). By Proposition 11.1.1, there exists a t, 0 < t < 1 such that 
for any |x| < hya we have 


|E exp(ixX ya) 一 exp(—oa?/2)| < chiin- (11.1.25) 
On the other hand, since hy) = O(|tway|), for any |z| < hia) we have 
M(x) := E|E{exp(ixX yay) X yrs Xya-1)} — exp(o*2*/2)| 
< E\Ef{exp(izX yy)|X yay.» Xya-1)} — Eexp(izX y )l 
+ |E exp(ixX yy) — exp(o7x? /2)| 
< chit + 2m (lexp( vr (D/A) A lexp(va(t)"/4/4)) 
< eltyy |" 
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by the property of y-mixing, where to = min(t, pq/8). 

Put t < to/2, Ti = tyl”, A = [tyl 7", & = N(0,07){ax : |x| > 
Ti/4}, a = 16T,! log T; + 4AT, + 61. By Proposition 11.1.2, without 
changing its distribution we can redefine the sequence {X yq) } on a richer 
probability space together with a sequence {Y „(1 } of independent normal 


random variables such that EY ya) = g? and 
P{|X yc) = Yy} > a} < Q. (11.1.26) 


Moreover, by Proposition 11.1.3, there exist two random fields {Xi,j € 
N?} and {Y;,j € N°} on a richer probability space such that the distribution 
of {X;,j € N?} is not changed and {Yj;,j € N*} are independent centered 
normal random variables with EY? = o*, and further 


Pinio] > (五 - 列 |> or} < a. (11.1.27) 
jeHwaNAvwO 


Obviously we have > aj < œo, which implies 


| E 7) =m) as. (11.1.28) 


jeHy() \Av0) 


Note that Ig = Ui. ay4(2<uck Hy\Au. Take tk E Gg such that 


(1) > ti) (1), ty. (2) > 如 (2). Then for every A € A and some t” > 0 
we have 


Slt. A(2))s NLA C;\(X; = ¥j)| 
J 


= > | 5 -| 


(t (1),¢)(2))<u<k jeHu\Au 


1/2 
< hyi 
W(I)<k,i() >t)? (i=12 
< clt,|/2-". a.s. (11.1.29) 


For the random field {Yj} which defined in (11.1.27), we define Y} like 
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Xi, then for tk < n < tk}1, 4 E A we have 


[Znan GX; - Y) 
j 


< |E nan G(X 
j 


+E hang -+E nanalo - y), 
j j 


where 
[Snan a —¥) 
j 
< |Ð nAn G|- pao) n CIX; - ¥;) 
j 
P e Gta RAC) OCG) 
+ mae YNGI- [te A(2-*) N GNX — Yj) 
+ (ty A(27*)\ (te A(2-*)) N GX; — Yy) 
+ Si (t A(2~*))« N GX; 一 到) 
j 
+ 01% — Xi + -Yý one 2) 
j j 
and 


Elt) N Gi — Yi) 
< 于 Ia4C 门 五 mn CIX- Y;)| 
HE (tA(2~*) x N Fa. 9 GI; — Yp)| 
+ DIA 27°)N TaN CKD)). (1.1.31) 
j 


It is clear that Lemmas 11.1.2-11.1.8 also hold true for the independent 
normal random field {Y;,j € N?}. Then Theorem 11.1.1 is proved from 
these lemmas and (11.1.29)—(11.1.31). 
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11.2 Strong approximations for a-mixing random fields 


The strong approximation results for a-mixing random fields were 
given by Strittmatter (1990) for a smaller class of sets with N(e) < ce™” 
for some u > 0 and the condition “n € Gg” was left out. 


Theorem 11.2.1. Let {Xj,j € N?} be a weakly stationary a-mixing 
random field of R%-valued random vectors with EX; = 0. Put ||X;||? = 
(Xà 十 … 十 X?) and suppose that there are positive constants Ci > 0,i = 
1,---,4, such that 


E||X;\?+° < Cı, for everyj ENİ and some ô> 0, (11.2.1) 


alt) < Cat™s for somes > 1+4+2(17/2)4 1/(1A6), (11.2.2) 
s — 4 — 26 


< —u 
N(e) < C3e for some u < d(4+6) 


= (11.2.3) 


b(e) := sup{n |(n4)" N (n A°)”™)| : A € J An, n> 1/e} 
n>0 


< Cpe" for some0<h< 1. (11.2.4) 


Put 
r(j) = Cov(X;, X;). 


Then the series 
T=} rQ) 
jez 

converges absolutely and T is a non-negative definite matrix. Furthermore, 
without changing its joint distribution, we can redefine the field {Xx,k € 
NÎ} on a richer probability space together with a field {Yi, k € NÌ} of i.i.d. 
centered Gaussian random vectors with covariance matriz T such that for 
some y = 7(u, s,d,h, 6, N(e)) we have 


sup || 5 jn AN C;|(X. ¥j)|| = 0 = O(n4/?-7) a.s. (11.2.5) 
jEeNd 


The proof of Theorem 11.2.1 will need the following lemmas. 
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Lemma 11.2.1. Let {X;,j € NÎ} be an a-mizing random field with 
EX; =0, E||Xj||?+® < C and 


CoS tary) es: (11.2.6) 
7 一 
Then for0 < dj <1,j€ N?, where only finitely many j such that dj £ 0, 
we have ; 
El > 4x; <c 六 起 
jen? jeNd 


where C = (1 十 15d3dCo)C2/ 2+6). 
Proof. By Lemma 1.2.4 we have 


|| EX}Xxl] < 10a(d(j, k) C +A X5l]o4.5||Xello+s 
ae 10a(d(j, k))?/ +90? 0+8, 


where d(j, k) = maxı<i<a |ji — ki|. Lemma 11.2.1 is proved. 


Lemma 11.2.2. Let {Xj;,j € Nd} be a weakly stationary a-mizing 
random field with EX; = 0, ||X;|| < M < œ and satisfying (11.2.6). 
Let 站 Da Dg, Dk = (nk — 2p1, nx], be mutually disjoint cubes with 
nk € 2pN4 for some fired p € N. Let 0 < di <1,j€ Nê. Put 


q 
D=] D k= Z. de Fay dy 


k=1 jcEDkmN4 jeD 


Then for every K > 0 we have 
P| © axl > 27K} 
jeD 


< c(K~?M? F*a(p) + pC? M*alp) 
+ exp(—K?/(8CF)) + exp(—2-*?K/Mp’), 


where C is defined as in Lemma 11.2.1. 
This lemma is a generalization of Theorem 4 in Philipp (1984). The 
proof follows closely by his lines, and hence is not given here. 


Proof of Theorem 11.2.1. 
From (11.2.3) it follows that there exist positive numbers 7 and ¢ such 


that ¢ < 5 — 54% and 


Cs—1 
1 工 十 了 
uT 


=); (11.2.7) 
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Define for j € N? 


Xj = Xl < IO), 
KEK EK SXR. 


For a constant 8 specified later define 
p(m) =X kf meN. (11.2.8) 


Assume that m and n are linked by 
v(m) <n < y(m +1). (11.2.9) 
For r = (ri ++, rqa) E NÉ, write 
R, = {(v1, +, va) € RE: Ylri) < vi < W(ri +1),i < d}. 


For A C Re N Bt let 
A,= [J R- 
RCA 


and for A € Btn (0, 1]? 


Sn(A) = X |nAN Cx, 
j 
Sn(A) = X |n4mCilXi， 


Vn(A) = E I(nA\(n4).) 0 GX; 


We introduce the following result of Berkes and Morrow (1981) without 
proof. 


Proposition 11.2.1. Let {&,j € N4} be a weakly stationary a- 
mixing random field with Eé; = 0, E||& 2+ < œ, a(t) = O(t- 4 +2)1+2/6)), 
Denote 

d 
Go = N {j EN? : jk > [[ 7}, 0<0<1. 
k=1 l£k 


Then the series 
o?’ = E +2 Egg 
j 
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converges absolutely. Without loss of generality, assume that o? = 1. 
Furthermore without changing the distribution of {&}, we can redefine 
the sequence {&,j € Nt} on a richer probability space together with a 
random field {nj,j € N¢} of i.i.d. centered Gaussian random variables with 
En? = 1 such that for any n € Ge we have 


,Sup AP) f= 2 ml = 0 = O(\n|/2-) as. (11.2.10) 
where 入 > 0 depends only on the field {¢;}. 
Now we take 0 = 1/(8d — 1) and denote 
G = Giydi) L= {r EN": (Y(r1), +, (ra) € Gh. 
By Proposition 11.2.1, we have a random field {Y;, j € N4} of ii.d. centered 


Gaussian random variables with EY? = 1 such that 


Za- 马 )| 二 信人 (11.2.11) 


reL jeRr 
Vi,w(ri)<n 


for some ~Y1 > 0. Denote 
Y = YH < lr), 
Tn(A) = >》 |nAN oly, 
j 
Ta(4) = >InAN GLY, 
j 


U1(A) = E (n A\(m4),) NG 
j 


Then for k > O(specified later on) we have 


[nan gly -y| 
J 


= |[Sn(A) — Ta(A)|| 
< [lSn(A) — Sn(A)Il + []$n(A) — S n(A(n™))I 
+ ||Vn(A(n™))|] + IIT n(A) — ThA) 
+ ||T’n(A) — Tal Aln) + UAn) 
+ Do (IK 53 - XG +15 - YD 
1<j<ni 


+f (nA(n="))e n CX- Y5)|| 


=: 1 T Tho + hg + Iz + Jog + 23 + Ig + I4. (11.2.12) 


RA 
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From Lemma 11.1.2 it follows that 
Ia V Iz V 13 = O(nd/(2+6)). (11.2.13) 
From Lemma 11.1.3 it follows that 
Ty2 V Ing = O(n? %2) (11.2.14) 
where y2 = k — d(1+7)/(2+ 8) — d/2 > 0. 


In order to estimate J43, [23 and T4, we need the following lemmas. 


Lemma 11.2.3. There exist a(} £ itt) ee EE E 
that for any n E N we have 


Ww 


P{sup(||Vn(A(n—*))|] : Am“) € A(n-*)) > entl? Y} < en,” 


Proof. Put p = [n‘], for fixed A € B4M(0, 1]? cover (nA)\(nA), with 
cubes in Rd with length of edges equal to 2p and of the form explained in 
Lemma 11.2.2; as there let D be the union of these cubes. For j € Nd let 
d ; = |((mA)\(nA),.) NC j|. Then by (11.2.4) we have 


F= Y dj=((n4)\(n4).| 


jeD 
< ndb((pm+1) — pm)/n) < end (pm+1) — v(m) 
< ent hnb) — ent, (11.2.15) 


where y = h/(8 + 1). There is ay > 0 such that y' < y/2 and 


ee —¢). (11.2.16) 


I 
< dl( 二 一 
2 十 6 
Then by Lemma 11.2.1, (11.2.15) and Lemma 11.2.2, we have 


P{||Vn(A)|| > en4/?-7} 
< c(n-447' M? F°a(p) + p**M*a(p) 
da 一 277/ 


cF 


cnd/2—7Y )) 


+ exp(- ) + exp(- Mpi 
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Since M = 2nd(1+7)/(2+6) p ~ nS, we have 
P{||Vn(A)|] > en ?77 } 


1+7 
—d+2-+'+2d— +2d-—2y-—¢s 


<e(n 2+6 
2d¢ gos ¢ 
十 一 Cs 

+n 2 十 0 


， 工 十 了 
十 exp(—en =?” +7) + exp(—cn “3 +6 A) 


¢s+2(1 Fe T T) 
—¢s+2(14d-—— 

<en 2 十 0 . (11.2.17) 
There exist 0 and « with 0 < 8 < Çs — 1 — d(1 + ), ds + 355) 
k < d and 6/K = We multiply both sides of (11.2.17) by N(n~“*) 


cn = cen? and obtain 


P{ ae. [Va A(n") > ga eA) 


A A 


6 一 ( sage a Es 
一 Cs 十 


1i_~// 
=en !-7, 


The proof of Lemma 11.2.3 is completed. 


Lemma 11.2.4. If in (11.2.8) B > 6d then 
PE E |E Xa > na} < em, (11.2.18) 
réL,p(ri) <n jERr 
where n and m are linked by (11.2.9), hence by the Borel-Cantelli lemma 
x i = O(nd/2-1/16) a.s, (11.2.19) 
réLap(r;) <n jERr 


Proof. For r ¢ L with (ri) <n,1=1,...,d we have by definition 
of L for some i < d, o(ri)®* < TIL, v(ri) < nf, hence (rj) < n'/8. And 
therefore 

Card(R p NN?) < n¥8 . ni! = nt 7/8, 


Furthermore we have 
Card{t : t € N, Y(t) < n} < Card{t: t € N, ctf! < n} < enV, 
Card{r : r € NÎ (ri) < n,i = 1,- +, d} < en?/ (8+0, 
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By Lemma 11.2.1 and the Chebyshev inequality this implies 


PAS | eg 


r¢Lw(ri)<n jeR r 


d 1 
Ln Tey P{| 》、 X || > cn? 1 Ber } 
réLap(ri)<n CR rt 


Lemma 11.2.4 is proved. 
From Lemma 11.2.3 it follows that 13 V 123 = O(n4/2-1'), Finally 
since 


he È |X -Y| 


reLw(ri)<n jER r 


toS | 2 Oy) 


r€Lwy(r;)<n jeRr 


? 


we have I4 = O(nd/2-7) a.s. by Lemma 11.2.4 and (11.2.11). Therefore 
the proof of Theorem 11.2.1 is completed. 


Part IV Statistics of a Dependent Sample 


The limit behavior of various kinds of statistics with a dependent ran- 
dom sample have been studied by many authors since the sixties. We shall 
introduce some of them in this part. We first introduce weak convergence 
and strong approximations of an empirical process with a mixing depen- 
dent sample in Chapter 12. The limit behavior of U-statistics, estimations 
of error variance in a linear model and estimations of density function with 
a mixing dependent sample are discussed in Chapter 13. We investigate 
in Chapter 14 the asymptotic fluctuation behavior of sums of other kinds 
of dependent random variables, such as lacunary trigonometric series, a 
Gaussian sequence and the additive functional of a Markov process. 


Chapter 12 Empirical Processes 


Let {Xn,n > 1} be a sequence of random variables with a common 
distribution function F. Then the empirical distribution function F», of 
X1, ++, Xn is defined by F(t) = nT Y$] I(X; < t), -œ < x < œ. The 
nth empirical process 3, is defined by 


Bn(t) = /n( Falt) — F(t)), —o0 < t< œ. (12.0.1) 


If F is continuous, then L := F(X,,) for all n > 1 are uniformly dis- 
tributed over [0,1]. The corresponding empirical process is 


Qn(t) = Vn(En(t)- t), O<t<1, (12.0.2) 
where the empirical distribution function 
i< | 
E,(t) = F,(invF(t)) = 二 > IU <t), O<t< 1. (12.0.3) 
n iz 
Thus, in term of U; = F(Xi), i = 1,---,n, we have for any continuous 五 
{BnlinvF(t)), 0 < t< 1} = {an(t),0<t<1}, n=1,2,---. (12.0.4) 


This implies that all theorems proved for œn will hold automatically for Bn 
as well, simply by letting y = F(x) in (12.0.4). So we shall mainly concern 
with uniform empirical process an in this Chapter. 

In the independent case, it is well-known that 


an => B as7m 一 oo (12.0.5) 


where B is a Brownian bridge. The strong approximations of {a,(-)} by 
a sequence of Brownian bridges were discussed by Komlés-Major-Tusnady 
(1975). They showed that without changing the distribution of {a,(t),n > 
1}, one can redefine the {a,,(¢)} on a richer probability space together with 
a sequence {Bn} of independent Brownian bridges such that 


sup |an(t) — Bn(t)| = O(n! logn) a.s.. (12.0.6) 
0<t<1 
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For a strictly stationary sequence {Un,,n > 1}, the conditions, under 
which (12 0.5) and (12.0.6) also hold true, have been given by many math- 
ematicians. This chapter is organized as follows. We shall introduce the 
best results of weak convergence of empirical processes when the sample 
is mixing dependent in Section 12.1. The weighted weak convergence for 
empirical processes of a-mixing and p-mixing sequences will be established 
in Section 12.2. The strong approximations for empirical processes with 
a mixing sample by Gaussian processes will be introduced in Section 12.3 
and the moduli of continuity of empirical processes when the sample is 
mixing dependent will be studied in Section 12.4. 


12.1 Weak convergence 


Let {U,,n > 1} be a sequence of strictly stationary random variables 
uniformly distributed over [0, 1], denote 


R(s,t) = sht—st-+ 5° O: < s) — sjlT(Ui < t) — t] 
k=2 
+ [1(U1 < s) — s)| (Uk < t) — tH}. (12.1.1) 


When {U,} is a-mixing, the series in (12.1.1) converges absolutely if 
En a(n) < oo by Lemma 1.2.1. 

The weak convergence of empirical processes {a,(t),0 < t < 1} of 
{Un} has been discussed by some scientists. For an insightful view of this 
subject we refer to Billingsley (1968), Sen (1971, 1974), Yoshihara (1975, 
1978) and Shao (1986), etc, until now the best results are due to Shao 
(1986). 


12.1.1 Weak convergence for a y-mixing sample 


Theorem 12.1.1. Let {U,,n > 1} be a sequence of strictly stationary 
p-mizing random variables uniformly distributed over [0,1], and let 


a,(t) = /n(E,(t) — t). (12.1.2) 
If the series of (12.1.1) converges absolutely and 


S72") oo, (12.1.3) 
n=1 


then we have 
an => Y in D(0,1], 
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where Y = {Y(t),0 < t < 1} ts a Gaussian process with EY (t) = 
EY (s)Y(t) = R(s,t). 
Proof. For any given t € [0,1], 


By Corollary 4.1.1, an(t) converge to Y(t) in distribution and it is easy to 
see that the finite dimensional distributions of a, converge to the corre- 
sponding finite dimensional distributions of Y. 

In order to prove the tightness of {an}, we need only to show that 
for any € > 0, 7 > 0 there exists a 6,0 < 6 < 1, such that for any 
s,0< s < 1-— ô, and large n 

P{ sup |an(t)— an(s)| > 4e} < nô. (12.1.4) 
s<t<s+é 

For 0 < s < t < 1 denote &; = (I(U; < t) — t) — (I(U; < s) — s) = I(s < 
U; < t) — (t — s). We have 


Eĉ; =0, |&| <1, EE? =t- s -— (t-s)? <t-s. 


From Lemma 2.2.2 and Lemma 2.2.8 it follows that 
Blan(t) — an(s) < -z 5 人 &) 


< C(t —s)? (12.1.5) 


for some C > 0. Let p be a positive number such that e/n < p. Consider 
the random variables an(s + ip) — @n(s + (i — 1)p), i=1,2,---,m. From 
Theorem 12.2 of Billingsley (1968) we have 
K map 
— > .1. 

P{ max lan(s + ip) — an(s)| > A} < 二 Sam’ (12.1.6) 

where constant K depends only on ¢(-). 
For s < t < s + p, we have 


Jan (t) — an(s)| < lon(s + p) — an(s)| + pV, (12.1.7) 
which implies 


sup |æn(t) — an(s)| 
s<t<s+pm 


< sup {lan(t) — an(s + ip)| + [an(s + ip) — an(s)|} 
s<t<s+pm 


< 3 max lan(s + ip) — an(s)| + p/n. (12.1.8) 
i<m 
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If e/n < p< _e/J/n, from (12.1.6) and (12.1.8) it follows that 


K 
P{ sup |an(t) — an(s)| > 4e} < =m" p. (12.1.9) 
s<t<s+pm E 
Take 6 such that K6/e° < n. For large n there exists an m such that 
(6/e)/n < m < (6/e)n and mp = 6. It follows from (12.1.8) and (12.1.9) 

that (12.1.4) holds true. The proof of Theorem 12.1.1 is completed. 


Corollary 12.1.1. Let {Un,n > 1} be a sequence of strictly stationary 
p-mixing random variables uniformly distributed over [0,1]. If the series 
in (12.1.1) converges absolutely and > ?2 1p(27) < co, then an => Y. 

Remark 12.1.1. In the case of a p-dimensional sample (p > 2), the 
result of Theorem 12.1.1 is also true. 

Remark 12.1.2. The Glivenko-Cantelli theorem, i.e. almost sure 
convergence of empirical processes of mixing sequences, is an immediate 
consequence of the results in Sections 8.3—8.5. For example, from Corol- 
lary 8.3.1 we have 

Proposition 12.1.1. Let {X,,> 1} be a sequence of y-mixing ran- 
dom variables with a common continuous distribution F(x). Then for any 
0>0,e>0 : 


3 P{|F,(x) — F(£)| > en-V/?+9} < oo， 
n=1 


that is to say the rate of convergence in the Glivenko-Cantelli theorem is 
given as follows: 
|F,(2) — F(x)| = o(n7/2+9) as. 
When the sample is p-mixing or a-mixng, there is the similar results 
under certain conditions. 


12.1.2 Weak convergence for an a-mixing sample 


Theorem 12.1.2. Let {U,,n > 1} be a sequence of strictly stationary 
a-mizing random variables uniformly distributed over [0,1] and 


a(n) = O(n") r>2. (12.1.10) 


Then an => Y. 
By the following lemmas, from the proof of Theoem 12.1.1 it follows 
that Theorem 12.1.2 holds true. 
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Lemma 12.1.1. Let {én,n > 1} be a sequence of strictly stationary a- 
mizing random variables with |&1| < 1 a.s., E& =0, E€2 =r, El&| = 27 
and satisfying (12.1.10). Put Sn = 2 六 1 本. Suppose that r > 2 is a non- 
integer and m = 2k, where k is an integer, satisfies r-—1<m<rt+l. 
Then we have 

(m—2)/2 
BIS. Se (tage (12.1.11) 


where |r] — 1 < r0, <r—1, 0, = 0, — (k — 1)/r, k =1,---, [r]. 
Proof. By (12.1.10) and the definition of 0,, we have 


(e e} 


>》 (i+ 1)# lal (i) < oo， (12.1.12) 
?一 0 


for k = 1,---,[r]. Let Dn(k) be a summation for i1,.* ,ip 2 0, i1 +--+ + 


ik <n, and DA be a summation for 71,---,7,4 > 0, ii +--- +7, < n and 
i = maxi<j<ki;, Where l =1,---,k; k = 1,- +- , [r]. Denote 


(1) (2) 
Ln ni Eiti see ome |. 


n(k)| 
Note that for any even d, by the stationarity, we have 
如 So| < d'n) yg l EEan + Sint tial (12.1.13) 


From Lemma 1.2.5 and (12.1.12) we have 


dency Etal < 6 YP 0 (ia)r™ Ser, (12.1.14) 


?21 一 0 


< = 十 _. 
£6 une 1 一 人 702 二 6 70) 2Q ain -22 (i r82 


<6 yD (十 1)al (i )r +6 3 (ig + 1)a 7 (ig) r™ 
?1 一 0 ?2 一 0 


< cr2. (12.1.15) 


Next we prove 
[(k—1)/2] 
D Se, ar ee (12.1.16) 
i=0 
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for k = 1,2,---,[r] by the induction. From (12.1.14) and (12.1.15) it 
follows that (12.1.16) holds true for k = 1,2. Assume that (12.1.16) holds 
true for k — 1, 2 < k — 1 < [r], we show that (12.1.16) also holds true for 
k. Note that 


(1) (k) 
er = 2 a es Dowie 
En 


<6 5 (i1 + 1)* lo Or(i1)r < er 


i1=0 


Similarly, E}, < er%. For 2 < 1< k-1, 
n(k) 一 


(2) (D 19./.、 0 
Deny $ Den? (21)T 


+5 way bob tet Spent | ‘ [Efi tti i+ 
=: h + Io. 


We also have I; < cr%. By the induction and stationarity we have 


[(1—2)/2] ((k-I-1)/2] 


万 < en( > egies) ( 5 ia pines ) 
i=0 j=0 
zi 3 27 十 1 了 (二 7 十 1)91 十 ge —2¢64541) 
0<i<[S2], 0<j<[A=4] 
[(k—1)/2] 
<e 3 nit On —25 
i=1 


Thus (12.1.16) holds true for k = 1,2,---,[r]. From (12.1.13), (12.1.16) 
and noting m — 1 < [r] we complete the proof of Lemma 12.1.1. 


Lemma 12.1.2. If the conditions of Lemma 12.1.1 are satisfied with 
2<r< 3, then 
ES$ < e(n + n?7*%), (12.1.17) 


Proof. From Lemma 1.2.5 and (12.1.14) we have 


n 


AE a S62 (+l) a(i) son, 
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Similarly D < cn3-7. And by (12.1.16) we have 


(2) 
D DD „eli2) + ) + Do lBéoéal: |Eéi tiai +iz+tis 


< e(n- 7 十 a 


Combining these inequalities with (12.1.13) yields (12.1.17). 

Now Theorem 12.1.2 can be proved along the similar lines to that of 
Theorem 12.1.1 by applying Lemma 12.1.2 instead of Lemma 2.2.2 and 
Lemma 2.2.8. 

Remark 12.1.3. In the case of a p-dimensional sample (p > 2), by 
using Lemma 12.1.1, the result of Theorem 12.1.2 is also true if 

r >p+1 when p is even; 

r > p?/(p —1) when p is odd. 

Remark 12.1.4. The weak convergence of partial-sum processes and 
empirical processes with random indexes has been discussed by some scien- 
tist. For this subject we refer to Rényi (1958, 1960), Billingsley (1968 §17), 
Aldous (1978) and Lu (1984), etc. We enumerate only a result without 
proof for the weak convergence of empirical processes with random indexes 
as follows: 

Let {an,n > 1} be a sequence of empirical processes as in Theorem 
12.1.2 and let {7,,n > 1} be a sequence of positive integer-valued random 
variables on the same probability space. Suppose that a, = > Y, where Y 
is a Gaussian process and {Tn} satisfies 


P 
™m/n — T, 
where 7 is a positive random variable. Then we have 


a, => Y. 


12.2 Weighted weak convergence 


Let q be a positive weight function on (0,1), ie. infs<t<1—6 q(t) > 0 
for all 0 < 6 < 1/2, and define the weighted uniform empirical processes 
as {an(t)/gq(t),0 < t < 1}. When {Un,n > 1} is a sequence of indepen- 
dent random variables uniformly distributed on [0,1], the weighted weak 
convergence of empirical processes has been intensively studied in recent 
years. For an insightful view of this subject we refer to M. Csorgé, S. 
Csörgő, Horváth and Mason (1986a), Shorack and Wellner (1986) and 
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Csörgő and Horvath (1993), etc. We restate a theorem of M. Csörgő, S. 
Csörgő, Horvath and Mason (1986a) as follows. A shorter and more direct 
proof was given by Csorgé and Horvath (1993 Chapter 4). 


Theorem 12.2.1. Assume that q is positive and continuous on (0,1), 
and is nondecreasing in a neighborhood of 0 and nonincreasing in a neigh- 


borhood of 1. Then 


1 
I(q,d) := f exp(—Aq2(t)/(t(1 —t)))dt << (ad) 
for all A > 0 if and only if, as n 一 oo 
an/q => B/q in D0, 1]. (12.2.2) 


There are only a few studies concerned with the weighted weak con- 
vergence for empirical processes of a dependent sequence. In the latter 
case the limit process is changed from being a Brownian bridge, due to the 
appearence of covariances among observations (cf. (12.1.1)). 

Shao and Yu (1995) studied the weighted weak convergence for em- 
pirical processes of strictly stationary observations under mixing and as- 
sociated dependence assumptions. We only introduce the case of mixing 
dependence here. First we give the following basic theorem. 


Theorem 12.2.2. Let {U,,n > 1} be a strictly stationary sequence of 
uniform-[0, 1] random variables. Assume that for all O < s,t < 1 and 
n> 1 we have 

(A41) Elan(t) — an(s)|P < Ci(|t — s| + n-P2/2\t — s|") for some 
Cı > 0,p > 2, p >1,0<7r, <1 and pp > 1-17); 
(42) E(an(t)—an(s))? < C2|t—s|"? for some Cp > 0 and0 < rq < 1. 
If we have 
an => Y in D[0, 1] (12.2.3) 


with the Gaussian process Y(-) defined as in § 12.1, then 
an/q=>Y/q in D[0, 1], (12.2.4) 
where q is a weight function such that for some C > 0 and B > 1/2 
q(t) > C — t))#(log 1/(t(1 — t)))? for allOQ<t<1 (12.2.5) 


and 
a ees =) (12.2.6) 


= min 
f ere 
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Remark 12.2.1. By using a standard argument (cf. Theorem 12.2 
and (22.18) in Billingsley 1968), one can easily verify that {an(t),0 < t < 
1} is tight by condition (A1). Hence to show (12.2.3), one needs only to 
prove that any finite dimensional distribution of {Qn(t)} converges to that 
of {Y (t)} and the series in (12.1.1) converges absolutely. 

Remark 12.2.2. The weight function q used in Theorem 12.2.1 is 
usually called a Chibisov-O’Reilly weight function. If we write q(t) = 
(t(1 — t) log log(1/(t(1 — t))))!/2g(t), then, necessarily, g(t) 一 co as t > 0 
or t 一 1. Thus the weight function q in (12.2.5) can be compared to 
a Chibisov-O’Reilly weight function by taking pw in (12.2.6) close to 1/2 
or exactly 1/2 for properly chosen p, pi, p2,T1, and rg. In fact, Theorems 
12.2.3 and 12.2.4 below show this possibility of taking y = 1/(2 + e) for 
some £ > 0 in the case of mixing sequences. In particular our sharpest 
rate with 1 = 1/2 is obtained for p-mixing under a stronger mixing decay 
rate. In most cases, however, u < 1/2. We note in passing that if for a 
general weight function g we have ia 1/q°(t)dt < oo, then we have (12.2.1) 
as well for all 入 > 0, i.e., q is then necessarily a Chibisov-O’Reilly weight 
function. 

Remark 12.2.3. If jy = (ri + p2)/(p + p2) < min(p;/p,r2/2) in 
(12.2.6), then from the proof of Theorem 12.2.2, one can relax the restric- 
tion on PB from 8 > 1/2 to B > 1/(p + p2) = (1 — 1)/(p— rı). Moreover, 
in the case of p > 1/(p+ 1 — rı), one can use a simple sufficient condition 
Jo 1/q?/#(t)dt < œ to replace (12.2.5). 

A direct application of Theorem 12.2.2 is to obtain weak convergence 
for integral functionals of a,. For example, we consider the integral func- 
tional 


t t 
An(t) = f an(s)dQ(s) = f Br(invF(s))dQ(s), O<t<1 
0 0 
and its approximating Gaussian counterpart 
t 
A(t) = f Y(s)dQ(s), 0<t<1, (12.2.7) 
0 


where Q(s) = invF (s) is the quantile function of distribution function FP 
of X (recalling (12.0.4)). The function A(t) plays a central role in weak 
approximation theory for empirical total time on test, mean residual life, 
empirical Lorenz and Goldie concentration processes which are of interest 
in reliability and economic concentration theories. (cf. e.g., M. Csorgo, S. 
Csörgő, Horvath and Mason 1986b). 
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Corollary 12.2.1. Under the conditions of Theorem 12.2.2, if 


fea — t))#(log 1/(t(1 — t)))"dQ(t) < oo, (12.2.8) 
then 
A, => A in D[0,1]. 


Remark 12.2.4. Let F be the distribution function of a random 
variable X. Then condition (12.2.8) is sightly stronger than the existence 
of the (1/y)-th moment of X. This is not necessarily true conversely, but 
E| X|!" #(log(1 + |X|))\G+9)/#+5 < 00, with any 6 > 0, implies (12.2.8). 

Theorem 12.2.2 enables us to establish weighted weak convergence for 
empirical processes of a stationary mixing sequence. 


Theorem 12.2.3. Let {U,,n > 1} be a strictly stationary a-mizxing 
sequence of uniform-[0, 1] random variables. If 


a(n) = O(n?) (12.2.9) 
for some 0 > 1 + V2 and e >0, then we have 
an/qg=>Y/q in D[0,1] 
for q satisfying q(t) > C(t(1 — t))"-1/®/? for some C > 0. 


Theorem 12.2.4. Let {U,,n > 1} be a strictly stationary p-mizxing 
sequence of uniform-[0, 1] random variables. Suppose that the series in 
(12.1.1) converges absolutely. If 


3 p(2”) < œ, (12.2.10) 
n=l 


then for any £ > 0 we have 
an/d => Y/q in D[0,1] 


for q satisfying q(t) > C(t(1 — t))'/@+®) for some C > 0. 
If, in addition, 


3 p7!P(2") < oo (12.2.11) 


n=1 


for some p > 2, then we have 


an/g=>Y/q in D[0,1] 
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for q satisfying q(t) > C(t(1 —t))!/*(log 1/(t(1 — t)))* for some C > 0 and 
B > 1/2. 


Corollary 12.2.2. Under the conditions of Theorem 12.2.3, if 
f lz|2/G-UVedP(z) < 00, 


then 
A, => A in D[0,1]. 


Corollary 12.2.3. Let {U,,n > 1} be a strictly stationary p-mizing 
sequences of uniform-[0, 1] random variables. If (12.2.10) holds and for 
any £ > 0 we have 


f |z|?**dF (x) < oo， 


then 
Ar => A, 


If, in addition, (12.2.11) holds and 


[ea — t))'/? (log 1/(t(1 — t)))®dQ(t) < 00, 


then we have 


A, => A in D[0,1]. 
In order to prove Theorems, we need the following lemmas. 
Lemma 12.2.1. Let {£;,1 > 1} be a sequence of random variables and 


let F; = 0(€,7 < i). Then, for any p > 2, there exists a constant D = D(p) 
such that 


EIS” £i 
i=l 


EDO rg)” PI bl tr D BEG Aa 
i=1 i=1 i=1 
+ PP BIB(E|F.-1) — BGPP). (12.2.12) 
2 二 1 


Proof. Let n; = & — E(&|Fi-1) for 1 <i <n. Then, {m%, Fi-1,1 < 
i < n} is a martingale difference sequence. By the well-known Burkholder 
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(1973) inequality, there is a D = D(p) < oo such that 


ES nl < D(E(》 EIF)” + Y Elm) 
i=1 i=l 


1=1 


< 2°D((S2 Be)” + So BGP 
w=1 


+ 五 (和 Eee- ~ E&I) A) 
1=1 


< 2D ((S) re)" + 3 Ble 
i=1 i=1 


+ nb?) 》 BIE(E?|Fi-1) 一 EEP). (12.2.13) 


i=1 


On the other hand, it is easy to see that 
n 

可 > 
?一 1 

This proves (12.2.12) by the inequalities above. 


We now develop a Rosenthal-type inequality for an a-mixing sequence 
which is of its own interest. 


P < P (EE m +n? EEEF). 
i=1 ?一 1 


Lemma 12.2.2. Let2<p<r<o,2<u<r and {Xn,n > 1} be 
an a-mixing sequence of random variables with EX, = 0 and ||Xn||, < co. 


Assume that 
a(n) < Cn 一 (12.2.14) 


for some C > 0 and 0 > 0. Then, for any e > 0, there erists a K = 
K(e,r,p,v,0,C) < œ such that 
E|SnP < K ((nCq)?? max Xil + xP“ PMO) max |X), 
7 ~ (12.2.15) 


. In particular, for any £ > 0, 


where Cn = (Sli + 1)2/-Dei) 


E|S,|? < K (nP/? max | Xill? + ni t¢ max Ix?) ; (12.2.16) 


if 0 >v/(v — 2) and 8 > (p — 1)r/(r — p), and 


ElSnl? < Kn?” max || X;l|P, (12.2.17) 
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if 0 > pr/(2(r — p)). 

Proof. For the sake of convenience of statement, we assume that 
{X, Xn,n > 1} is a strictly stationary a-mixing sequence. By a result of 
Rio (1993), there is Dı = D,(v) such that 


ES? < DynC,||X||?. (12.2.18) 


We shall prove (12.2.15) by induction on n. Suppose that for each 1 < k < 
n, 


E| < R (KOP XIE PEEDU) (12.2.19) 


We now prove that (12.2.19) is still true for k = n. Let 0 < a < 1/2 that 
will be specified later and let m = [an] + 1. Define 


nA(2i-1)m nA2im 
= 5 X; and n= DS X; 
j=2(i-1)m+41 j=(2i-1)m+1 


for 1 < i < kn := [n/(2m)] + 1. Clearly, we have 


4 raS a 
i=l 


Let F; = o(€),7 < i). It follows from Lemma 12.2.1 that there is Dz such 
that Da > (2D1)?/? and 


a) =: aP-1 (1, + Ig). 


E|S,|? < 2?7? (HSS & 
i=l 


kn kn kn 
h < Do(SO BIG + (P BE)” + AD EEEF) 


i=1 


kn 
+ k21 S BLE (E|Fi-1) — E&P) 


2 二 1 


kn 
=: Doz(》 El&|? + hi + ho + hs). (12.2.20) 


i=1 
In terms of (12.2.18), we have 


In < (DiknmC ml] X |3)” 
< (2DynCp)P/? || X ||P < Do(nCn)P/? || XP. (12.2.21) 


To estimate I3, we write 


Y; = E(@|Fi-1) — EE. 
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Then, by Lemma 1.2.4 


EYP? = EY; P? sgn(Y;)Y; = E(Y; P "sga(Y;)(&? 一 E€?)) 
= E ENP sg(Y;)(X;Xı — EX;X1) 
2(i-1) m<j,l<nA(2i-1)m 


< 12 5 a? 
2(t-1)m<j,l<nA(2i-1)m 


f (E|Y;|?/2)@-?)/? || X; Xi /2 
< 12m2a7~* (m)(ElY;|P/2)@-2)/P || X2, 


and hence 
可 到 2 < 12°! mat?" (m) XP, (12.2.22) 


which, together with (12.2.14), yields 


Tig < kẹ? 12PmPa P." (m)||X |p 
< C24? nPm(P-7)9/" || Xe 
< C24Pq'?—7)9/" p+ (P—7)8/r || x ||P 


< C24P a-r p (wt (P—7)9/r)V(1+e) | Xe. (12.2.23) 
Similarly to (12.2.22), we have 
E\E(&:|Fi-1)|? < 12?m?al-?/"(m)|| X ||P. (12.2.24) 
Therefore 


Ty < kR12PmPal-?/"(m)||X ||P 
< C2A4Pq(P-7)8/t (Pt (P—r)8/7 V+e)|| XP, (12.2.25) 


Putting the inequalities above together yields 
kn 
五 和 Da(》 Bléil? + Da(nCp)?/ |X [FP 
i=1 
+ 2024? g(P-7)9/r (P+ (p—1)9/r)V(1te) XI) 


Similarly, 


kn 
Ip < Do(》 Eni? + Do(nCn)P/?|| XP 
2 一 1 


+ 2C24PaP—19/ pet O—r)/r)M142)]1 xp). 
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Consequently, we have 


可 sp < 2D (BIE + Elm?) + 2Da(nCy)P2IXIE 
十 icatpap-oepraere-oamvralxl) (12.2.26) 
Now we let 
a = (2+4 Dy)-Me-P/(P-2), 
K = 2+! Do( Dz + 2C24?a'?—")9/7), 
By (12.2.26) and induction hypothesis (12.2.19), we get 


ElS,l? < 2PDs (knK ((mCm)?/ |] X io " m(P+=8/va+e) x jp) 

+ Da(nCn)PPIIXI + 2C 24Pa(P=)0/" get p=)0/7)VA+e)] XP) 

< P Da(n/m)K ((mCn)?/ XB + mt /V+ xp) 
+ 2? Da( D2 + 2024? q\P-7)9/r) 
((nC,)?/ || XB $ nfPH(p-r)9/r)V(146)]1 x p) 

< PDK (a?-)/?(nC,)P/|| XB + aem(p+(P-r)6/r)V(1+e) X12) 
+ (K/2)((nCn)P? [XB + nP te-a | xP) 

< (K/2)((nCn)?? [|X] + not ee/ +2) 1X |p) 
+ (K/2)((nCn)P/? IXB + nP te-a] xP) 

= K (nC, PPX + net (en) Vt xp), 

This proves that (12.2.19) remains valid for k = n, as desired. 


Proof of Theorem 12.2.2. By Theorem 4.2 in Billingsley (1968), 
it is sufficient to prove that for any £ > 0 


lim lim sup PÍ sup |an(t)/q(t)| > e} = 0, (12.2.27) 
0 一 0 n—-o0o 0<t<6 
lim lim supP{ sup |a,(t)/q(t)| > e} =0, (12.2.28) 
0 一 0 n=œ 1-—6<t<1 
lim P{ sup |Y(t)/q(t)| > €} =0, (12.2.29) 
0 一 0 0<t<0 


limP{ sup _|¥(t)/q(t)| >e}=0. (12.2.30) 
2 一 0 ~1-0<t<1 
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Note that 


P{ sup lan(t)/a(#)| > €} 


JA 


DPp{ sop _lan(t)/a()| >e} 
j=1 62-3 <t<02-i+1 
A 


j=l 


lan(t)| > eq(02-4)}. 


HA 


02- eee j+1 


Hence, (12.2.27) can be rewritten as 


lim lim sup Pt sup A \/q(t)| > e} 


n—00 0< 
< lim sup lim sup > Bins (12.2.31) 
0 一 0 n— oo j=l 


where Bj;n = P{supozt<e2-iti |an(t)| > eg(027)}. 
Put 
ej = eq(027), Gn = 人 :070202 i+! < 65/2}, 
sAn Or IT se N 


It is easy to check that for any 0<s<t<s+h<1 
lan(t) — an(s)| < [an(s + h) — an(s) + ni/2h. (12.2.32) 
Hence we have for j € Gn 


Bin < P{lan(02 3+1)| + n/7927947 > ey} 
< P{lan(62-7*")| > €;/2} 
< cez’ (0271)"? 
i 一 2 
< ce? (log(24/6)) i (12.2.33) 
by (A2), (12.2.5) and (12.2.6). Hence (12.2.33) implies that 


ap Laup lim sup > Bj;n (12.2.34) 


n= 7TEG。 


Note that in the case of u < r2/2, (12.2.34) holds also for 8 = 0. 


Write (6 h 
_ ole eg 273 
A := Ajn = 4n!/2 4 ni/2 


(12.2.35) 
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When 7 € Hn, using (12.2.32) again, we obtain 


Be > 
Bin SPL, mar, Jan(iA)| > £3/2} 


Pf ax sup = |an(t) — an(tA)| > e;/2} 


0<i<o2- I+1/A iA<t<(i+1)A 


> 
< P{, ha lAN > 65/2} 


= } 1/2 . 
P{ Max -i+1/A ant 十 1)A) An (iA)| + An 之 =j/2} 


< Pf lan(tA)| > e;/2} 


max 
1<i<O2-341/A 


n A) —an(id)| > <， 
+ PL, max -i+1/A la ((@@ +1) ) & (2 )| > e;/4} 


之 .2. 
< 3P{ ,max ,on(iA)| ej/8}. (12.2.36) 


From (A1) it follows that for all 0 < i < k < 0271+2/A 
Blon(kA) -anGAJP< C1 (((k — i) AP + nm/2((k i)A)") 
< Oy (((k =i) A)” +n™™/?(k — aA"). 


Thus, by Móricz’s theorem (Lemma 4.1.2), there is a constant C, depend- 
ing only on C1 and pı, such that 


E max lan(iA)P 
0<i<02-i+2/A 


< C( (02-947 /A)P AP: + n22 (027+? /A)A" log?(0273+2/A)) 
< car ( (027 )?! + n~P2/299-J ATIT] Jog? (0273+? /A)). (12.2.37) 


Since pp > 1 — rı in (A1), I(x) = (logz)p/z-l+ri+pzz < c for all x > 
1. Thus from (12.2.5), (12.2.6), (12.2.35), (12.2.37) and the fact that 
§2-3+4n1/2 Je; > 8, we conclude that for j € Hn 


Loci a len(iA)| > si/8| 
< cez? (02-9)?! + n™P2/2027i A! logr(02-1+2/A)) 

< ce; ?((92 TIP 十 dled (ee all ~P2)/2 log?(62~#+4n1/? /e;)) 
< ce; ?((92 二 7)2a + ej™ (92-4) +P21(62-F+4n1/? /e;)) 

< c(ey P(9275)Pi + i 


2 
coh (log( (21/0) E 
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This, together with (12.2.36), proves that 


lim sup lim sup bD Bin = 0. (12.2.38) 
0 一 0 Nn—00 jEH, 


Note that in the case of p < pi1/p, (12.2.38) is true for 6 > 1/(p+p2). The 
proof of (12.2.27) is now completed by (12.2.31), (12.2.34) and (12.2.38). 
Similarly one can prove (12.2.28). 

By (12.2.3) we have for any O < s,t < 1 


An(t) — an(s) = > Y(t) — Y(s). 
Then by (A2) and Theorem 5.3 in Billingsley (1968) 
E(Y (t) — Y¥(s))? < liminf E(an(t) — an(s))? < C2lt — s|. (12.2.39) 


Thus, based on the fact that {Y(t),0 < t < 1} is a Gaussian process, we 
have 
E(Y (t) — ¥(s))* < cB*(¥(t) — ¥(s))’ < dt — |” 

for all 0 < s,t < 1. Applying Theorem 12.2 in Billingsley (1968), we 
can immediately get (12.2.29) and (12.2.30). This completes the proof of 
Theorem 12.2.2. 

Proof of Corollary 12.2.1. First we verify that {An(t),n > 1} and 
A(t) are well defined on [0, 1]. By Schwarz’s inequality, (A2), (12.2.6) and 
(12.2.8), for 0 <t <1, 


EA2(t eT [ Ean (u)an(v)dQ(u)dQ(v) 
(BY (an(t))24Q¢e))” 
0 
1 
< 27C(f (0 -Pa < o, 
where the last inequality follows from an(0) = an(1) = 0, E(a,(t) 


Cot” for 0 < t < 1/2, and E(an(t))? < Co(1 —t)™ for 1/2 < t < 
Similarly, using (12.2.39) in conjunction with (A2), we have 


< 
1 


EA?{(t) j= f f evwre dQ(u)dQ(v) 
a: anal 
< 2"C, (fa = i))"/?aQ(t)) < 00. 
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This shows that {A,,(t),0 < t < 1;n > 1} and {A(t),0 < t < 1} are square 
integrable processes. Now we have for any 0 > 0 


1 
sup [An(t)| < sup lan(t)/a*@ f aOR) 
0<t<0 0<t<0 0 
and 


1 
sup |An(1) - An(b| < sup lon(9/er( OARE) 
1-0<t<1 1-0<t<1 0 
where q*(t) = (t(1 — t))#(log 1/(t(1 — t)))®. Thus (12.2.27), (12.2.28) and 
(12.2.8) imply that for any € > 0 


lim lim sup Pt sup |An(t)| > e} 


8-0 n=œ 0<t<0 


sup |An(1) — An(t)| > €} = 0. (12.2.40) 


= lim lim sup P { 
1-0<t<1 


—0 n—-00 


Similarly, (12.2.29), (12.2.30) and (12.2.8) imply that for any e > 0 
lim P4 sup |A(¢)| > e 
0—0 Ca 9I 2 | 


=lim P{ sup |A(1)—A(t)|>e}=0. (12.2.41) 
6-0 ~1-0<t<l1 


Hence Corollary 12.2.1 follows from Theorem 12.2.2 and Theorem 4.2 in 
Billingsley (1968). 

Proof of Theorem 12.2.3. Let 0 and e be as in (12.2.9). Since 
6 > 1+ V2, we can take r = 00, uv and p in Lemma 12.2.2 such that 


2(0 +€) 26 
aa eT Ee and v<@+1<p<@+1+e. (12.2.42) 


Therefore, by (12.2.16) and (12.2.18), for any 0 < ņ < (p — 1 — 0)/9, there 
is a K < oo such that for any 0< s,t <1 


可 2 (U; < t) — I(U; < s) — (t — s))|" 
< K(nP/*\¢ — s|P + n12) 


and a 
可 > GD < t) — IU: < $) (ts) < Knlt - sP”, 
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which imply that 
Elan(t) — an(s)|? < K(|t — s|? + n7@-2-)/2) 


and 
Elan (t) — an(s)|? < Kt — |?/”. 


Hence (A1) and (A2) hold for p1 = p/v > 1, p =p-—2-—n>1, r =0 
and ra = 2/v. Note that 0 < 7 < (p — 1 — 0)/9, it is easy to see from 
(12.2.42) that 


min( wae =) 
? 学 
p p+p 2 


> -0 = *). (12.2.43) 


By Theorem 12.1.2, (12.2.3) holds. This proves Theorem 12.2.3 by Theo- 
rem 12.2.2. 

Proof of Theorem 12.2.4. From Corollary 12.1.1 it follows that 
(12.2.3) holds. By Theorem 1.1 of Shao (1995), we have for p > 2 


ESC; 2521. 8) (68) 


ij 
2 二 1 


[log n] 


< e(n” exp(c D> 0(2*)) (EU < t) 
1 一 0 
— I(U, < s) — (t—s))?)?? 
[log n] 


+ nexp(K >> p7/?(2*)) ElI(U < t) 
2 一 0 


-I < s) — (t-s)P) 


[log n] 
< e(n??? exp(c 5 p(2*)) |t — sl??? 
?一 0 


[log n] 


+ nexp(c 5 p/P(2) )l 一 s|). 
i=0 


Clearly, under condition (12.2.10), we have for p > 2 and any 0 <6 < 
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min{e(p — 1)/(2(2 + €)), (p ~ 2)/2}, 


Hawi < t) — I(U; < s) — (t — 8)) 


2 一 1 


P 
flog n] | 
< c( nz/2 一 s|2/2 十 nexp(c 5 p°/P(2)) t — s|) 
i=0 
< cnp/2 攻 一 sjP12 + ntslt — s), 


since exp(c sles" p’/P(2*)) is a slowly varying function. This, in turns, 
gives us for p > 2 


Elan(t) — an(s)P < e(|t — s|P? + n702] — s), 


and for p = 2 
Elan(t) — an(s)|? < elt — s|. 


Thus (A1) and (A2) are satisfied for pı = p/2, pp = p — 2 — 26 > 0 and 
rı = r2 = 1. Hence by (12.2.6) 


w= (1+ p—2-—26)/(pt+ p— 2 -— 26) > 1/(2 + £). (12.2.44) 
On the other hand, under condition (12.2.11), we have for p > 2 
EIU; < t)-I(U; < s) — (t-s))|? 
1=1 
< e(n?/?|t — s|? + nlt — s|), 
which implies that for p > 2 
Elan(t) — an(s)|? < e(|t — s|? + n~@-?)/2|¢ — s|). 


Thus (A1) and (A2) are satisfied for pl = p/2, p2 = p—2 and rı = r2 = 1. 
Obviously u = 1/2. Now the proof of Theorem 12.2.4 is complete. 


12.3 Strong approximations 


In this section, we introduce the strong approximations for empirical 
processes with a dependent sample. For simplicity, we only give the results 
for an a-mixing sample due to Philipp (1982). Strittmatter (1990) has 
given a further result for an absolutely regular sample. 
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In order to discuss the strong approximations of empirical processes 
with a dependent sample, we first introduce a result of strong approxima- 
tions for random elements with values in a Banach space. Let {7x;,7 > 1} 
be a sequence of strictly stationary a-mixing random elements on proba- 
bility space (Q, X, P) and with values in a measurable space (A, A). Let 
(S, || - ||) be a Banach space and let h : A — S be a mapping. We call 
{Xj := h(x;),j7 > 1} a sequence of strictly stationary a-mixing S-valued 
random elements. 


Theorem 12.3.1. Let {X;,; > 1} be a sequence of strictly stationary 
a-mizing S-valued random elements as above, such that ||X,|| < € for some 
E with EE? < œ, 0<6<1 and 


a(n) < cen“(2+7)(1+2/6) (12.3.1) 


for some p > 0. Suppose that for each m > 1 there is a linear mapping 
Am : S — S with the following properties: 


sup ||Am]| < 00, (12.3.2) 
m>1 


dim AmS <Cm, for someC > 0. (12.3.3) 


And suppose that there is a 0 with the following property: for each m > 1 
there is an no(m) < cexp(m!~®) and a non-increasing function g(m) > 
m1/2 such that for all n > no 


P* {n DX = AmX) > glm) } < m, (12.3.4) 
jgn 


where P* is the outer measure of P. Moreover assume that for each m > 1 
the mapping Am oh is a measurable function from (A, A) into the linear 
span LmS of AmS, and that 


EAmX1=0, ElAmXill:ts < oo. (12.3.5) 


Let T be the completion of the linear span of Um>iAmS, so T is a separable 
Banach space. Then there exists a sequence {Y;,j > 1} of i.i.d. T-valued 
Gaussian random variables defined on (N, £, P) such that EY, = 0. More- 
over, for each s,t € T’, the space of bounded linear functional on T, the 
following limits exist and the series converge absolutely and the covariance 
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structure of Yı is given by 
Bs(Yi)(¥4) = lim BE{s(Am Xi)t(Am Xi)} 


+ lim >》 E{s(AmX1)t(AmX;)} 
j3? 


+ lim > E{s(AmX;)t(AmX1)} (12.3.6) 
j22 


and 


| 2 G -= Yall < Va 


J<m 
+ (log n)~9)/Bg (a(log a) \) a.s.(12.3.7) 
for some measurable V, and some positive constant a and any B with 1 — 


6/4<B <1. 
The proof of Theorem 12.3.1 will not be presented here. 


Theorem 12.3.2. LetC C A be a class of measurable sets with 
N(6,C)<cé-", for somer > 1/6. (12.3.8) 


Let {zn,n > 1} be a sequence of strictly stationary A-valued a-mixing 


random elements with 
a(n) <cn ”4. (12.3.9) 


Put gn(C) = I(t, E€ C)— P(C),C € C. Then there exists a sequence 
{Y;,7 > 1} of ii.d. Gaussian processes, defined on the same probability 
space (Q,4, P), indexed by C EC with EY, (C) =0, 


E(Yi(C)Y(D)) 
= Egı(C)g (D) + > Egi(C)gn(D) 
n>2 
+ 2, Egn(C)gi(D), C,DEC (12.3.10) 
n>2 


such that with probability 1 


0 eC)—P(C)- ¥;(C))| 


< Vp = O(n'/? (log n)~) (12.3.11) 
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for some measurable V,, and some 入 > 0. 

The proof of Theorem 12.3.2 will need the following lemmas. 

Let {én} be a sequence of strictly stationary a-mixing real random 
variables with Eé1 = 0, |&| < 1 and a(n) < cn~?, where c > 0, p > 2. 
We need an exponential bound for the partial sums of {&,7 > 1}. Put 
p = [n/2-*], q = [n/(2pn)| + 1 for some 0 < «k < 1/2. Define blocks 
of consecutive integers H; and Ij, 1 < j < q of length p each and Ho 
consisting of n — 2p(q — 1) integers. Then CardH, < 2p. The order of the 
blocks is Hy, J1, +++, Hg—1, Ig~1, Hy. We leave no gaps between blocks. Put 


NG. Be 


icH; iET; 
It is easy to see that 


o? := EG +2 Etién < o. 


n>2 
Note that for sufficiently large n 


20°p, 1<j<q, 
Bi <4 > Saas (12.3.12) 
Sop, J =4. 


Denote L; = o(y1,:--,y;). We write 
Yj =Y; +v, 17 <4, 


where vj = E(y;j|Lj-1), Y; = y; — E(y;|Lj-1). It is clear that (Y;,£;,1 < 
j < q) is a martingale difference sequence and from Lemma 1.2.1, it follows 


that 
lv;ll2 < 2llu;lloa (p) < c p'*/?. (12.3.13) 


Lemma 12.3.1. Let A > o?. We have 


Bye E(¥}|£;-1) > 4An} < cA~?p??. 
IS 


Proof. By the Holder inequality we have 
E(Y}|£j-1) < E(yj|Lj-1). (12.3.14) 
By Lemma 1.2.1, we have 


EGIL) ~ Ey lla < Allyj|l2e"/?(p) < 4p?-/?. 
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Thus by the Minkowski and Chebyshev inequalities we have 
PI (EC) - Ey}) > An} 
ISG 
< 16n~? A~?(qp??/?)? < cA~ 2p? 


Hence by (12.3.12) and (12.3.14), the probability in question does not 
exceed 


P{ BEC) > D Ey? + An} < cA 2p*. 
JS9 IS 


Lemma 12.3.1 is proved. 


Lemma 12.3.2. For all R > 0 we have 


P{|S°Y,| > 5Rn/?} < efexp(—R?/A) + A-?p?*}. 
ISG 


Proof. Let M be the index j of H; or I; containing n. Define 


SOY, ifk <M, 
Up = < isk 
Um, ifk>M; 


>》 E(¥7|L£;-1), ifk <M, 
s? 一 E 
Sii if k >M. 
Obviously U; ~ Uj-1 = Y; < 4p =: C. If R < An?/? /p, we set 入 = 
R/(4An'/?), K = 20An, so that AC < 1. Put 
1 2 1 2 
T; = exp(AU, 一 和 (1+ 7AC)sk) 


By Lemma 5.4.1 and Corollary 5.4.1 of Stout (1974) and Lemma 12.3.1 we 
have 


Pf = Uk > 5Rni/?} 


< P{sup Ti > exp (XK — 5M (1 + a0) s2) } 


< c{exp(—R?/A) + Age), 
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But if R > An}/2/p we set \ = 1/(4p) and K = 20Rpn!/?. Then AC = 1 
and by the same calculation we obtain 


PY sup Ux > 5Rni/?} 


k>0 

—20Rpn'/? 十 34m -2 2— 
< a m +A 2p2 P 
< cA p27. 


Lemma 12.3.2 is proved. 


Lemma 12.3.3. We have 


PIY | > 7Rna/2 } < c(exp(—R?/A) Sen thn nel (Ame R-?)). 
ISG 


Proof. We have 
Lai] < [ov] + [Lo 
I< J<9 I< 
By the Chebyshev and Minkowski inequalities we obtain from (12.3.13) 
and expressing p and q in terms of n 
PIY oj > Rn?) < cR?n (qp?) < cR np?. 
I< 
Combining it with Lemma 12.3.2 implies Lemma 12.3.3. 
Lemma 12.3.3 remains valid if we replace y; by z;,1 < j < q and 


set z4 = 0. Hence we have an exponential bound for the partial sums of 
{€;,t > 1} as follows 


P| Xf > 14Rn'/2} 


< c(exp(-R?/A) + ni tes-e/?(4-? + R-)). (12.3.15) 


Lemma 12.3.4. Ifthe hypotheses of Theorem 12.3.2 are satisfied, then 
for any given e > 0, there exists a6 > 0, 6 < ce® and ng < cexp(—1/(4e)) 
such that for alln > no 


P*{sup(|¢n(C) — vn(D)|: C,D E€ C, P(C AD) <6) >e}< cexp(-5-), 
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where 
Vn = n!/2( Pn — P,), 
P,(B) =n" S° I(x; € B), 


j=l 
P,(B) = P(x; € B), B € A. 


Proof. Let r be so large that 
2 (12.3.16) 


Put 6, = 2 一 (KE = 0,1,2,--+), mpg = N(6k,C, Pr), di = (i + 1)- ?2e/32. 
Take sets Ak1,..:, Apm(k) as in the definition of N(6x,C, Pz), so that for 
every C € C and k = 0,1,- -- there exist r(k) = r(k,C) and s(k) = s(k,C) 
such that Akr(k) C C C Aks(k) and Pr(Aks(k)\Akr(k)) < ôk- Denote 


Bg = Bk(C) = Anse)\Absis(et1) De = De(C) = Akti s(k+1)\Aks(h): 


Then P,( Br) < 6, and P,( Dk) < Ók+1 < ôk. 
Put no := no(e) = e?/(25688). For every n > no there is a unique 
k = k(n) such that 
1/2 < 85kml/2/e < 1. (12.3.17) 


Then for n > no, k = k(n), 6 = 6, and C E C, r=r(k,C), s = s(k,C) 


we have 
Un(Akr) — €/8 < Vn( Akr) — 6n¥/? < vp(C) < vn(Aks)+€/8. (12.3.18) 
From this we obtain 


|Vn(Áks(k)) a Un( Aos(0) )| 
k-1 


< Y. |[Vn(Ais({i)) = Vn(Aj41,6(i+1))| 
?一 0 
k-1 

< S7(\yn(Bi)| + [vn (D:)1) (12.3.19) 
一 0 


Let B; be a collection of sets B = Ais\Ai+ı or B = Aj4iz\Ais with 
P,(B) < ôi. Then for every C € C, Bi(C) and D;(C) € B;. The number 
of sets in B; 

Card(B;) < 2m(i)m(i + 1). 
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Now let us estimate P{|v,(B)| > di}, B € Bi. Put & = I(an € 
B) — P,(B). Since 


[E&E] < [léallallénlla(a(n = 1))"? < PH?(B)n?™, 


we have 


o? = E&R +2 Y Eben < cP2/?(B). 


n=2 


Hence we can take 5/ such that o? < bu it follows from (12.3.15) that 


P{\vn(B)| > di} < o(exp{ 2671/7} 下 +7). 
Then from (12.3.8) and taking x = 1/(87 + 16) we have 
pi := P{|v,(B)| > di for some B € B;} 
< cexp((-e7/(6,/7196 - 322(i + 1)4)) 22 4n-7 8/4651"), 
Therefore by (12.3.16) and (12.3.17) and taking r large enough, we obtain 
oF < e(exp(—*) + e en 
i=0 3 
< cexp(-;-) 
E 
for n > no. Put Qn = P(Va > €/8), where 


Vn = sup{|Un( Akr) Vn( Aks )| : Akr C Aks, 
P(Aks\Akr) < 6k; r,s = 1, aoe , Mp}. 


Then from (12.3.15) and (12.3.17) it follows that for n > no 
2 
一 27 ZE kg 一 1/2 一 T 一 3/4 一 1 一 27 
Qn < cô; exp( 6A ô; ) +n Or 
1 
< cexp(—=-). 
By using (12.3.16) again we have 
po :一 P{sup(|Un(Aoi) = Vn (Ao; )| : P(AoiA Ao; ) < 360) > E/4} 


2 
< cég” exp(- 5) + ao SER TT 


< cexp(-;-). 
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Lemma 12.3.4 is proved. 


Proof of Theorem 12.3.2. 

Let S be the space of all bounded real-valued functions on C. If f € S 
we set || f|| = supgec |f(C)|. Ife € A we set h(x) = I(x € C)—P(C). Thus 
h: A => S. Let m > 1 and put e = m~!/(67), Find 6 and no according 
to Lemma 12.3.4. Then 6 < c m~/7 and no < cexp(mi/(67) /4), Let 
41 ,44 d = N(6), be sets such that for all C € C there exists A, 
with P(A, A C) < 6 and r minimal. Now N(6) < c6°" < cm. We define 
Am: S > S by A,,h(x) = I(x € A,) — P(A,) if h(x) = I(x € C) — P(C) 
with P(A, AC) < 6. Then dimA,,S < cm. From Lemma 12.3.4 (with 
D = A,) we conclude that (12.3.4) is satisfied with g(m) = m-1/(67) and 
0 = 1 — 1/(6r). The result follows now from Theorem 12.3.1 choosing 6 
close to 1, but subject to 1 — 0/4 < B < 1. Theorem 12.3.2 is proved. 

From Theorem 12.3.2 we have the following theorem immediately. 


Theorem 12.3.3. Let {X;,j > 1} be a sequence of strictly stationary 
a-mizing d-dimensional random vectors with a distribution F(x) and 


a(n) = O(n~4-24), (12.3.20) 


Denote gn(s) = I(Xn < s)— F(s), fors € R?. So the series below defining 
the covariance function 


I(s,s') = Egi(s)gi(s') + >| E(91(s)gn(s’) + gn(s)g1(s")) 


n=2 


converges absolutely for s,s! € RA. Then there exists a sequence {Y;,j > 
1} of iid. Gaussian processes, defined on the same probability space 
(Q, E, P), indexed by s € R? with 


EY,(s)=0, EYi(s)Yi(s)=T(s,s), s,s € RÊ 


and a positive constant 入 depending on d only such that with probability 1 


n 
sup | 
sERd 5-4 


(I(X; < 8) = F(s) ~ ¥;(s))| = O(n”? (log n)™>). 


Proof. Let P be the probability measure induced by F. Let F;(s;), 
1 < i < d be the i-th marginal of F(s), s = (s1,---,8q). Let r > 1 be 
given. We define 


si; = invF;(j2"), 1<i<d, O<j7 <2". 
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Let C be the collection of all intervals C = (—oo,s], s € Rt. For any 
C € C there exist Ap and Ag both of the form (—oo, (S1513***, Sdja)| for 
some (S1j,,°°*,$q,) Such that 


ApC CC Ag and P(A,\Ap) < d2™. 


The collection of all such sets Ap has cardinality < 2% ie. N(d2-7,C, P) 
< 2%. Hence by interpolation (12.3.8) is satisfied with 7 = d and c = (2d)? 
and (12.3.10) holds because of (12.3.20). 

Remark 12.3.1. Philipp and Pinzur (1980) gave an almost sure ap- 
proximation of the multivariate empirical process by a Kiefer process. Let 
{Xn,n > 1} bea strictly stationary a-mixing sequence of random vectors 
in RY with continuous distribution F and 


a(n) = O(n~4-414#)) 
for some 0 < e < 1/4. The empirical process of {X,,n > 1} is defined as 
R(s,t) = [](Ftg(s) = F(s)), t>0,s¢€ R. 


Let 
I'(s,s’) = E{gi(s)gi(s')} + 2 E{91(s)9n(s') + gn(s)gi(s’)}, 5, 8’ € RI 


where gn(s) = I(Xn < s)—F (s). Then without changing its distribution we 
can redefine the empirical process {R(s,t),s € R1,t > 0} on a richer prob- 
ability space on which there exists a Kiefer process {K(s,t),s € R%,t > 0} 
with covariance function (t A t')I'(s,s’) and a constant 入 = A(q,e) such 
that 


sup sup |R(s,t) — K(s,t)| = O(T!/*(logT)~*) a.s. (12.3.21) 
t<T s€RY 


When q = 1 and {Xn,n > 1} are uniformly distributed over [0, 1], (12.3.21) 
coincides with the result by Yoshihara (1979), but with less mixing rate. 
By Theorem 1.15.1 in Csorg6 and Révész (1981), (12.3.21) implies that 
the Strassen-type law of iterated logarithm holds true for 


{ns(t) = R(s,t)/v 2t log logt,0 < s < 1}. 
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12.4 Moduli of continuity of empirical processes 


Let {X,, > 1} be a sequence of random variables with a common 
distribution F(x), {Bn,(t), -coo < t < co},n = 1,2,---, a sequence of its 
empirical processes. The moduli of continuity of empirical processes are 
defined as follows: 


Wn(an)= sup |Bn(t)— Bn(s)|. 
|t—s|<an, 
—oo<s<t<oco 


Stute (1982) proved for the i.i.d. case the following theorem. 


Theorem 12.4.1. Suppose that 
(i) O0<an <1, an | and nan Î œ, 
(ii) nan/logn 一 oo, 
(iii) logaz!/loglogn — 0. 
Then 
lim (an log ant) V2 (an) =1 as. (12.4.1) 


Definition 12.4.1. LetO<A<1, ACR. The function g(z) is said 
to satisfy the uniformly local A-order Lipschtz (A-ulL) condition on A, if 
there exist 6 > 0, M < oo such that 


sup |g(a +z) — g(z)| < Mz), |z| < ô. (12.4.2) 
ZE4 


Zhou (1994) discussed the moduli of continuity of empirical processes 
when the sample is y-mixing or a-mixing, and proved the following theo- 
rems. 


Theorem 12.4.2. Let {Xn,n > 1} be a sequence of strictly stationary 
p-mizing random variables with a common distribution F(x). Suppose 
that F(x) satisfies the 1-ulL condition and YY] p1/2(2i) < oo. If there is 
a sequence of positive integers {mn} such that 


1 1/2 
28n) eee) 


l<mn <n, < (mn) < A and (=> 
n n 


where A and C are two constants, then 


Wn(an) = O((anlogn)*/?) a.s. (12.4.3) 
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Theorem 12.4.3. Let {Xn,n > 1} be a sequence of strictly stationary 
a-mizing random variables with a common distribution F(x). Suppose that 
F(x) satisfies the 1-ulL condition and a(n) = O(p”) for some0<p<1 
and an 一 O(n — œ). Then for any 0 <0 <1 we have 


1-6 
Wn(an) = O(an’ log? n) a.s. (12.4.4) 


Remark 12.4.1. If F(x) satisfies the X-ulL condition (0 < A < 1) 
on 4(C R), then (12.4.3) and (12.4.4) are rewritten as 


wn(an A):= sup — |Bn(t)—Bn(s)| = O((aàlogn)!?) a.s. (12.4.5) 
t,sEA,|t—s|<an 
and 
1-6) 2 
Wn (any A) = O (an? log n) a.s. (12.4.6) 


Remark 12.4.2. Because of Lemma 12.4.1 below, the condition 
y(n) < oo, which is required in Zhou (1994), is weakened to 577°, 
-p!/2(2") < oo in Theorem 12.4.2. 

The proof of Theorems will need the following Bernstein type inequal- 
ities. Í 


Lemma 12.4.1. Let{Xn,n> 1} bea y-mixing sequence with EX, = 
0, |Xn| < d, EX2 < D and YZ; y/?(2*) < œ. Then there is Cy = 
Ci(y(-)) > 0 such that 


{lox > e} 


< exp{3ven 2 一 ae 十 Cio? Dn} 
m 


where a is a real number, m is a positive integer satisfyingm <n,a<n 
and amd < 1/4. 

Lemma 12.4.1 is an improvement of Lemma 1 of Collomb (1984). Its 
proof follows Collomb’s lines provided one uses Lemma 2.2.2 instead of 
Lemma 1.2.10 which is employed by Collomb (cf. Lemma 11.1.1). 


Lemma 12.4.2. (Doukhan, Leon and Portal 1984) Let {X;,i > 1} 
be an a-mixing sequence with EX; = 0,|X;i| < 1 and a(n) < Cp”. Denote 
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o = sup||Xilly, where y = 2/(1 — 6),0 < 0 < 1. Then there exist C1, C2 
which depend only on a(-) such that 


P{|5 x; 


> e} < C407? exp{—C2 neL2/(nl/4cl2)} 


where 


c C2 if no <1, 
oer Con'/4q1/2 if n'o >1. 

Proof of Theorem 12.4.2. 

As we have mentioned in the beginning of this chapter, we need only 
to consider uniform empirical processes. And by the 1-ulL condition, it is 
enough to show 

sup sup jan(t) ~ an(s)| = O((an logn)!?) as. (12.4.7) 
O<t,s<1 |t—s|<May 
where an(:) is a uniform empirical process. Without loss of generality, we 
can assume that M = 1 in (12.4.2). 
Divide the interval [0,1] into Kn subintervals by points to = 0,t; = 
j/Kn, j = 1,- , Kn, where Kn = [a7 1 log n]. Denote 
Va(t)= sup loan(t) ~ an(s)] 
|t—s|<an 
For any fixed t,s € [0,1] with |t — s| < an, there are two cases: 

(i) s and t both fall into the same subinterval, i.e. there is a j, 0 < 

j < Kn — 1 such that s,t € [t;,t;41]. Then 


Jon(t) — an(s)| < lan(t) — an(t;)| + lan(t;) — an(s)| 


<2? V,(4;). 
a n(t;) 


(ii) s and t fall into the different subintervals, i.e. there exist j and 


rl<j+i1<r < Kn such that s € [tj,tj41], t € [tr,tr+1]. Since 
|s oe t| < an, tr = tj+1 < an. Then 


lan(t) — an(s)| 


< |an(t) — an(tr)| + lan(tr) — an(tj+1)| + lan(tj+1) — an(s)| 


<3 V,,(t;). 
ee. (t;) 


Hence, in any case, we have 


su On(t) -—an(s)| <3 max V(t;). 12.4.8 
ee ( ) ( ) 1<j<Kn n( i) ( ) 
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For any fixed j, 1 < j < Kn, divide the interval [t; — an, tj + an] by 
points 
an 
bn’ 
where bn = B|(nan/logn)!/?], constant B will be specified later on. De- 
note pir = n7 ?jan(t;) — an(njr)|. For any given s € |t; — an,t; + an], 
there is an r, —bn < r < bn such that s € [njr,nj,741]. By monotoncity of 
the empirical distribution F(t), we have 


Hr 一 好 十 了 r = —bn, —bn +1,---, bn — 1, bn, 


n-V?V,(t3) = sup |(En(tj) — tj) — (En(s) — 8)| 


< Pes 5 
CAG ak E s)| 


< ma, Ent) — tj — (En (nir) — njr=+1)l, 


|En(tj) — tj — (En(mjrti) — mrt} 


< _jmax, {br, Pjrt1} 十 |7jr+l — Mir| 


< : : 4. 
< _max, {dir} + an /bn (12.4.9) 


Write 


1 z 
bir = |5 DOUCO < Ui < t) = (tj — m| = E Zi]. (02.410) 
i i=1 


Obviously |Z;| < 2/n, EZ; = 0 and EZ? < an/n?. Take € = B(an logn/n)\/? 


and a = (B~!naz!logn)/*. By the assumption of the theorem, for large 
B we have 
_ (niognyi/2 2  „/logn N12 1 
emg = ( Ban ) H la) Mn < 4 
By Lemma 12.4.1 we have 
PIS z| >e} 
i=1 
< Ci exp{ —as + Cio?an/n} 
< C1 expf-B"? logn(1 — C,/B*”)}. (12.4.11) 


‘where C1 = exp(3Ve4). Choosing B large enough, we have 


1/2 
Pi 055 Kn —bnSr<bn 人 


< cKnbyn 2/2 < cm 一 2. 
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Therefore, from the Borel-Cantelli lemma it follows that 


= nl We oh de 
T —bn Sr<bn [bir| < B(an log n/n) a.s (12.4.12) 


Combining it with (12.4.8) and (12.4.9) yields (12.4.7). Theorem 12.4.2 is 
proved. 


Proof of Theorem 12.4.3. 

The proof is along the same lines of that of Theorem 12.4.2 with Lemma 
12.4.2 instead of Lemma 12.4.1. Let 0 < 6 < 1, y = 2/(1 — 0). It is 
clear that E|Z;|7 < 2n Yan, i = 1,---,n. Hence o := sup{||Z;||, : i = 
1,---,n} < 21/7n-1lal/? and ni/2o < 21/7n-1/2al/Y <1. By Lemma 
12.4.2 with e =e, = B(n7V2q- 9? log? n), we have 


P{djr > En} < Cy exp{—C2B(n-*ah~? logt n)'/4 /n/al/(2m} 
< Cı exp{—C2B log n}. 


Therefore for large B, we have 


P{ ma max m > En} < en? 
0 已 < 到， —bn<r<bn $ir > En} < 
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Chapter 13 Convergence of Some Statistics 


with a Mixing Sample 


Large sample theory in statistics is an important subject. In general, 
the sample is assumed to be independent. But, in some practical cases, the 
observations are dependent. In this part, we shall give some large sample 
properties for several interesting and useful statistics, such as U-statistics, 
error variance estimations in linear models, density function estimations 
with a mixing sample. 


13.1 U-statistics 


Let {Xn,n > 1} be a strictly stationary sequence with a common 


distribution F'(-),h: R™ — R be asymmetric function in its m arguments. 
A U-statistic is given by 


一 1 
“网 yy An) ae. 


ue 1<tı <…<tm<n 


Here h is called a kernel function of U,,. This class of statistics was intro- 
duced by Hoeffding (1948) as a generalization of the sample mean. Many 
statistics of interest fall within this class or may be approximated by a 
member of this class. 


Remark 13.1.1. U-statistics are closely connected with another class 
of statistics, the so-called von-Mises statistics (von Mises 1947) defined by 


m=n So SO RX Xim) nL 


These two kinds of statistics have similar limit behavior. So we discuss 
only U-statistic as a representative. 
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A kernel h is called degenerate (for the distribution F) if for all choices 
of aj, 1 < i < m and every 7 € {1,---,m}, 


Eh(ai, eae »4j—1, Xj, Aj41, oe am) = 0; 


a U-statistic will be called degenerate if the corresponding kernel has this 


property. 
First of all, we introduce an important tool in deriving the asymptotic 
theory of U-statistics, Hoeffding’s projection method. Put 


0 = [ov [ Nenam) I aF (en), (13.1.1) 


2 二 7 十 1 
1,..……,m—1, 


hg y+) = f f Man 2m) Il dF (z;), 


and “5 
hp(@1,°°*, Er) = hr(z1, Tr) - 8, r=1,---,m—1. 


The projection of U,, is defined as 


Un 一 U,, may itself be expressed as a U-statistic 


一 工 
eee ee (z) SY. IKa aA 


a 1<ti<:…<tm<n 
=: Rn, (13.1.2) 
where 
H(x1,+++,&m) = A(z1,--+, Lm) — hi(z1) ae ees — hy (tm) 一 0 


is a degenerate kernel. We call R, the remainder of U,. 

At first, modifying definition of a y-mixing sequence, we call a se- 
quence {Xn,n > 1} y*-mixing or y-mixing in both directions of time if 
the sequence itself and the time reversed sequence are y-mixing, that is 


e'(n):= sup sup max{|P(B|A) — P(A)|,|P(B|A) — P(B)|} > 0 
EN AEF, 
BEF Rn 
as n —> ©. 
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Obviously, y*-mixing implies y-mixing. 

In this section, we shall establish weak and strong convergence for a 
y*-mixing sequence. 

Denker and Keller (1983) proved the CLT and their rate of convergence, 
functional CLT and a.s. approximation by a Wiener process. Combining 
the results of weak convergence and strong approximation for a y-mixing 
sequence in Chapters 5 and 9, we can weaken the conditions on moments 
and/or y*(n). 


13.1.1 Bounds for the remainder Rn 
Let {Xn,n > 1} be a strictly stationary y*-mixing sequence. Assume 


s := sup E(h(Xa, +, Xt,,))? < œ. (13.1.3) 
1<ti<:…<tm 


First, we cite two lemmas given by Denker and Keller (1983). Lemma 
13.1.1 is a conditional version of Lemma 1.2.8 with p = q = 2. Let 
A, B, B1, B2 be sub-o-fields of F. For probabilities P and Q on F define 
the distance of P and Q over A given B by 


d(P,Q : AJB) = joey |P(A|B) — Q(A|B)]. 


+ 


Moreover put 


d(P : A|B)= sup |P(A|B)— P(A)|. 
AEA,BEB 


Lemma 13.1.1. Let fı and fo be an AV Bı- and AV B2-measurable 
function, and let P,Q, and Qz be probability measures coinciding on A. 
Then 


|Ep(fi f2) — Ep|Eq, (f1 A) - EQ: (fal A)| 
< (4+ 2V2) 
-max{d!/?(P : Bı| A V B2), d!/? (P,Q : B,|A),d'/*(P, Qz : B2|A)} 
-{Ep( ft)", Eq, (FVP) max{Ep( fz)", Egal d3) 


Lemma 13.1.2. Let f be an AVB-measurable function, and let Pa(n > 
1) and Q be probability measures coinciding on A. If 


lim d(Pn,Q : BJA) = 0, 
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then 
Eolf| < liminf Ep, |/. 


Lemma 13.1.3. For given e > 0, there exists aC = Ce > 0 such that 
ER? <Cn tes? (n>m). 


Proof. By (13.1.2), it suffices to estimate the variance of a degenerate 
U-statistics. We shall show: if h is degenerate, then 


2 
的 EU? < cn2(m 一 D+es2. (13.1.4) 
m 
For a = (a1,:--,@m),b = (b1,-:--,6m) E N”, we put 
Wa, b) = 》 PCX s Xt,), (13.1.5) 
where the summation extends over all indices t,,---,tm satisfying a; < 


ti < bj and t; At; for 1 <i # j < m. Putting 1 = (1,---,1) € N”, we 
thus have 


a Up = —W(1,n1). (13.1.6) 


For the estimation of E(W(1,n1))? we proceed recursively, decomposing 
W (1,71) into sums over smaller index-blocks (This is inspired by the proof 
of Theorem 2.1.2). 

We need some preparations: let ( ener TE s be m inde- 
pendent copies of the sequence (Xn)n>1, and put for q € {1,---,m}™ 


W(a,bsq) = A(X, XK), 
where the summation extends over the same index-set as in (13.1.5). Let 
I, = {(a, b) E N?” : bi =a; +n- 1,ai = aj or |a; — a;| > n for all i, 7} 
and define 
t(n) = sup{ E(W (a, b;q))? : (a, b) € In,q E {1,---,m}™}. 


Consider fixed non-negative integers k,l, p,n with n = kl + p. For each 
(a, b) € In and q € {1,---,m}™ we have by the Hölder inequality and the 
triangle inequality: 
|E(W(a, b; q)) ae E(W (a, b — pl; q))’| 
< (T(n)! + k™r(1)/?)mpn™ ts, (13.1.7) 
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where we have tacitly assumed that 


sup E(X, . sox ee) < s* (13.1.8) 
1<t1 <---<tm 
for all q € {1,---,m}™, what can easily be proved using repeatedly Lemma 


13.1.2. 
Now decompose W (a, b — p1; q)? as 


W(a,b-p1;4}= Š,  W(a+lu,a+l(u+1)-1;q) 
u,v€{0,---,k—-1}™ 
‘W(atlv,a+l(v +1) — 1; ). 


Each [(u) := W(a + lu,a + l(u + 1) — 1;q) is determined by m blocks 
of time coordinates of length l (possibly counting a block several times). 
Denote for a fixed pair (u, v) these 2m blocks by B,,---, Bom and assume 
inf B; < inf Biri(i = 1,---,2m— 1). With this convention it is not hard 
to see that 


Card{(u, v) :sup Bı +1 > inf By and inf Bo, — l < sup B2m-1} 
EA ON (13.1.9) 


where Cm is a combinatorial constant depending only on m. For all pairs 
(u, v) not belonging to the set described in (13.1.9) we can apply Lemma 
13.1.1 in the following way: assume that sup Bı +1 < inf B2 and that Bi 
is a block stemming from I'(u). (The remaining three cases are treated 
exactly in the same way.) 

Choose fı =T(u), f2 =I'(v), By = o( Xi, t € By), B2 trivial and 


A= o(Xı,t E€ Bı U.» U Bam). 
Observing (13.1.8) we then get 
[ET (u)r (v)| < (4 + 2V2)9* (I)? r(1), 


because h is degenerate. It is for this application of Lemma 13.1.1 that we 
have to introduce independent copies of the original process, and since in 
two of above mentioned four cases, we have to single out the block Bom 
(instead of B,), we need y-mixing in both directions of time. Combining 
the last estimate with (13.1.7) and (13.1.9) we obtain 


W (a,b; q)? < Ck? ™-?r(h) + k?™(4 + 2V2)0*(h)/*7(1) 
a5 (T(n)? + k”r(1)!/ 2 )mpn™ ts 
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and taking the supremum over (a, b) € I, and q € {1,---,m}™” 


T(n) < k?™-2r(1)\(Cm + (4+ 2V2)k2y*(1)'/”) 
1 


+ (T(n)? + k™r(1)/?)\mpn™'s. (13.1.10) 


Take k to be large enough such that (Cm + (4 + 2V2))k~© < 1/4. Then 
choose no = min{s : k?p*(s)!/2 < 1}. For l > no and p < k, (13.1.10) 
implies 


(T(n)! = smkn™1s)? < (Gem t/a (p) 1/2 十 kl-e/2mkpn™ls)?, 
and hence 


T(n)" < < i pm-ite/2, Gy +4 G 站 kl-e/2)mkn™!s. (13.1.11) 


N 


Given n choose lo,l1,:::,l» such that lo = n,l;-1 = kl; + pi for some 
0 < pi < k(t =1,---,r) and no < lp < kno. Apply (13.1.11) to each pair 
(li—1, li) to obtain 


Fha = < Lym-ite/2, (l WAFA 


N 


where A = G + k1-*/2)mk. By induction this leads to 


T(n n)!/2 < DT ae aa a $ An™ 12125 和 9-3 
j=0 


1 (Mh S 
m~1l+e/2 
<n ž PEA 1/2 + 2As) 


< n™-1+2/2((kng)!~ e/2 aks 2A)s, 


since n > k"l, and l, < kno. If we put C = ((kno)! + 2A)?(m!)~?, we 
get 
T(n) < Cen’™ ?te (ml!)? (13.1.12) 


.and (13.1.4) follows from (13.1.6). 


Lemma 13.1.4. Assume that condition (13.1.3) is satisfied. Then for 
any £ >0 and cy >0 we have 


Rn = O(n /te) a.s. 
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and 
1/2+e 一 2 
P{ max, n|Ra] > ew} = OUNY2TeeN 


Proof. By (13.1.2) it clearly suffices to prove the lemma for a degen- 
erate U-statistic with kernel h. Put 


Z(p,q) =W(1,(p+q)1)-W(1,p1) (p,q EN). 


If 2771 <n < 2" and n = $}; d;2”~* denotes the dyadic expansion of n, 


W(1,n1) = ee die), 


For r,u € N,l = 1,---,r and j = 1,---,2! consider the sets 
Ext = {|2((7 — 1), 277] > aru}, 
where a, are constants to be chosen later. We shall show below that 
E(Z(p,q))? = O(q(p+q)"!), b=2m—3/2+e. (13.1.13) 


By the Chebyshev inequality P(E?Y) = O(a; 22°—)7?1), 
The a.s. bound for R, follows now from the Borel-Cantelli lemma, 
because for a, 1 = 2°"—)/2(p — 1)3/r we have 


P{ max |Z(0,n)| > ns/2(logn)?} 


27-l1<n<2" 


< Ew) + O(r7*). 


l=1 j=1 


To prove the maximal inequality, let R, N be given such that 2871 < 
N < 2È. Putting Qr N = g(r—1)(m—1)r~ ey for r < R, it follows that 


pi ae |Z(0,n)| > en} 


2"—1 


< P{U U {|Z(0,n)| >n™~ lev}} 


r=] n=2r-1 
R r 2! R 
sh > >》 PER) = O(N ?te (log N)’ cR). 


r=1l=1j=1 
We still have to prove (13.1.13). If q > p, it follows from (13.1.12) that 


E(Z(p,q))” < {(EZ(0,p)?)'/? + (EZ(0,p + q)?)/?}? 
= O((p + g RE = O(q(p + rl ae 
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If p > q > p'/? we obtain similarly 
E(Z(p+4))? = O((p + 4)°""7**) = O(q(p + 4)’""). 


Now consider the case of q < p'/?. Put J, = {(a, b) € N?™ : bi 
a;+n—1 for exact m—1 coordinates and a; = b; else; ai = aj; or |a;—a;| 
n for alli, 7} and define 


IV Il 


T(n) = sup{ E(W(a, b; q))? : (a, b) E Ins E {1, se ,m}™}. 
Then similarly to (13.1.12), we can show 
F(n) < Cn? 3tes? 


for some C > 0. Hence we obtain 


q—1 
E(Z(p,4)}? =E(5 Zp +k,1)) 
k=0 
q—1 
< (EEZ + R12) 


k=0 
= O(@ (p +4)?" **) = O(g(p+ gq)"). 


This finishes the proof of Lemma 13.1.4. 


13.1.2 WIP for U, 


Let 
URAR 2 
o2 = E(X h(X:)}) , 
i=1 
nt 
Walt) = — (Ung —9), O<t< 
(t) mo Uing 0) 0 1 


Theorem 13.1.1. Leth be a non-degenerate kernel. Assume that con- 
dition (13.1.3) is satisfied and 02 一 œo. Moreover, assume that for any 
e>0 A 

. T 2 TT 
im goer) I(|hy(X1)| > eon) = 0. 


Then Wn => W as n — oo. 
Proof. Put 
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By Corollary 5.1.4, W, => W as n — co. Theorem 2.1.2 implies that 
o2 /nl — œ as n 一 oo for any £ > 0. Hence by the maximal inequality 
of Lemma 13.1.4 we obtain 


nt 
Py sup ——|Rpy| > € 
{ Su, | (nal } 


< PY sup nt|lRInal > emn0 902 
0<t<1 
= O(n-1/2+2e). 


Hence the result follows from (13.1.2). 

Remark 13.1.1. Denker and Keller (1983) and Zhang (1989) dis- 
cussed the Berry-Esseen inequality for U-statistics with a y*-mixing sam- 
ple. We write the Zhang’s result without any proof: 

Let {X,,n > 1} be a strictly stationary y*-mixing sequence, Un, be a 
U-statistic with kernel h(x, 22). Denote 


o? = Ehi (X1) - 0? +2 X {Eh (X1)h (Xk+) — #7}. 
k=1 
Suppose that there exist constants C > 0, 8 > 0 such that 
y*(n) < Ce", 
If o? > 0 and 
sup Elh(X;, X;)|> < œ, 
1<i<j<n 


then for any £ > 0 we have 


13.1.3 Strong approximation by a Wiener process for Un 


Theorem 13.1.2. Leth be a non-degenerate kernel. Assume that 


sup Elh(Xi,,---,Xt,,)|?t° < oo forsome 6>0. (13.1.14) 
1<t1<---<tm 


Moreover, assume that 
(i) o2 > ci for some c; > 0, 
(ii) p*(n) < con® for some co > 0 anda > 0. 
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Then one can redefine {Xn,n > 1} without changing its distribution on a 
richer probability space together with a Wiener process W(-) such that 


L (Un — 0) — W (02) = O(02/ 2+8) (log on) tet GH)/249) a.s, 


for any £e > 0, where 入 = 2(log3)/logr~! and T = 1 — 2(a — 1)/a(2 + ô). 

Proof. By Lemma 13.1.2, condition (13.1.14) implies that E]hy(X1)|2+8 < 
oo. Therefore from Remark 9.1.1, we conclude that we can redefine the se- 
quence {hi(Xn), n > 1} on a new probability space together with a Wiener 
process W(-) such that 


》 hi (Xj) — W(02) = O(0?/ C+) (log on) tet( FAH) a.s, 


i=1 


In fact, it is not hard to see that on the new probabilty space we also can 
redefine {Xn} itself, for example by considering strong invariance principles 
for R?-valued random vectors. By Lemma 13.1.4, nRp = O(n/4+*) a.s., 
hence the theorem is proved. 


13.1.4 SLLN for Un 
Wang (1994) proved a SLLN for U-statistics with a y*-mixing sample. 
We consider only the case of m = 2. In order to prove the theorem, We 


need the following lemma, which was proved in the proof of Theorem 3 in 
Babbel (1989): 


Lemma 13.1.5. Leth be a degenerate kernel. Suppose that condition 
(13.1.3) is satisfied and 


y*(n) = O(n (+6)) for some 6 > 0. (13.1.15) 
Then 5 
E( max Ui) < cn 一 2s2. 
1<i<n 
Theorem 13.1.3. Assume that condition (13.1.15) is satisfied and 
sup E|h(X41, Xn)| < 00. (13.1.16) 
n>2 


Then we have 
Un —— 0 as. as n—oo. 


where 6 = f f h(a1,22)dF (x, )dF (a2). 
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Proof. For k €N, put 


h\*) (x, 22) = h(x1, x2)T(|h(z1, £2)| < 27*), 
0(*) = | f KP (er, 22)dF(21)4F (02), 


AP (a) = [hey aru), 


HO (z1, zz) = h® (ary, za) — AY (21) — AP (a2) + 0 


and 


=j 
n 
U 的 S> P(X; X5), 


1<i<j<n 
一 二 
aw = (3) S H)(X;, Xj). 
2 1<i<j<n 


The last one is a U-statistic with a degenerate kernel H‘*). It is easy to 
see that 


U(®) = UM) + Al) — of) 
and hence we can write 
lim sup|U, — 6| 
n— oo 


<limsup max {u) 一 20") | + IA®)| 


大 一 oo 2k<n<2k+1 


+ |Un — UM) + 10 — 01}. (13.1.17) 
Obviously, condition (13.1.16) implies that 


0-0) 一 0 ask— o. (13.1.18) 
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Applying Lemma 13.1.5 and condition (13.1.16), we have for any e > 0 


> P{ max IAW| > eh 
k=1 


Qk <n<2k+1 


< ce™? 》 27” sup ER? (X1, Xn)I(|h(X1, Xn)| < 2%) 
k=1 n22 


oo k 
< ce? sup 》 27% 》 Bh? (X1, Xn)I(229-Y < |h(X1, Xn)| < 2%) 


n22 k=1 j=1 
< ce™? sup X Eh? (X1, Xn)I(24-Y < |a(X1, Xn)| < 2%) Y 277 
n22 k=1 k=j 
< ce ?sup E|h(X1, Xn)| < 0, 
n>2 
which implies 
limsup max |A®)=0 as. (13.1.19) 
kes 2k<n<2k+1 
Moreover 
Oo 


Pt U 0 


2k <n<2k+1 


PP{ U (U (OX) 2))} 


2k<n<2F+1 1<i<j<n 


k= 


< 》 24+) sup P{|h(X1, Xn)| > 2%} 
k=1 nza 


< 4sup X 2% > P{2% < |h(X1, Xn )| < POY} 
n22 k=l 


j=k 
< csup X Elh(X1, Xn) |I (2% < |h(X1,Xn)| < POY) 
22., 
< csup Elh(X1, Xn)| < 00, 
n>2 


which implies 


limsup max |U,—U)|=0 as. (13.1.20) 


k05 2k <n<2k+1 


Estimate the first term of the right hand side of (13.1.17). Put 


P 7 T(k 
A (x) = AP (a(R (2)| < 2*) 
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and write 


k ~ 
[0%) — 20] < B3 DA IC — EAM (Xi))| 
i=1 


k k 
+ |2 2G (x) -aP 
i=l 
+ 2|0) — BAM (X). (13.1.21) 
Consider |0(*) 一 ER” (X1)| first. We have 
| — BAY (X)| = [ERY (Xa) (UA? (XG) > 24) > 0 (43.1.22) 
as k — oo. Similarly to (13.1.20), we have 


Srl U (EPEa) 


2k <n<2k+1 i=l 


which implies 


lim sup 
k=œ okencae+tl 


2 AMX i) — AY (X,))|=0 as. (13.1.23) 
i=1 


Furthermore, AP (Xn)- EAP (Xn), n > 1} isa strictly stationary and 
y*-mixing sequence with mixing coefficients y*(n) = O(n~“4t°)). Hence 
using Lemma 2.2.10 we obtain 


> max > e} 


2ken<2ketiln 


2 EAP) — BAM (X,) 
1 
< eY 2 EROX) 

k=1 


Oo 
<> ERP (X1)] < o, 
k=1 
which implies 


limsup max 一 R(X) — ER (Xi)) =0 a.s. (13.1.24) 
=1 


ko00 2k <n<2kt1 ns 
Combining (13.1.22)-(13.1.24) with (13.1.21) yields 


limsup max  |U*) —26()|=0 a.s. (13.1.25) 


ko0 2F<n<2k+1 
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(13.1.17)-(13.1.20) and (13.1.25) together imply the conclusion of Theorem 
13.1.3. 


13.2 Error variance estimations in linear models 


Consider a linear regression model 
7 . 
Y; = 2,8 + êi, 7=1,2,:--, 


where {zxi} is a known p-demensional design sequence, {Y;} is a sequence 
of observed response, 3 is an unknown p-dimensional vector, and {e;} is a 
random error sequence which is strictly stationary, with 


Ee =0, o := Ee >0, v:= Eet<oo. (13.2.1) 


On the basis of the residual sum of squares, estimation of o? is 


Las = = n) 
62(n) pea m “Laie e) 3 
where rn is the rank of matrix X, = (Z1 Zn) and stable to mm < p 


when n is large enough, and ( as”) is an n-th real orthogonal matrix decided 
by design matrix Xn. Put 


T=v—o'+ 2 》 Elei 一 0?)(e? — 0°). 
j=2 

If 0 < 7 < œ, define random functions Z,,(-) of C[0, 1] as follows: 
Zn(0) =0, Zp(i/n) = (i—1i)(6? — 0?)/Vnt, i=1,---,n, 

1 一 t 
Zn(-) is linear in [2——, +]. 
(-) is linear in | 本 | 
Moreover define the random function Z(-) of C[0, co] by 

Z(t) = ([t] — r) (8 (lt) — 07). 


Lin (1984) and Lu (1986) studied weak invariance principle and strong 
approximation for Z,(-) and Z(-) respectively. We shall concentrate our 
attention on the sequence {e;} which is y-mixing. Similar methods can be 
used to study other kinds of mixing error sequences. 
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13.2.1 Weak invariance principle 
For any q > 0, define 


a(q) = inf {a : sup supLe#I, < a}. (13.2.2) 
A:P(A)<v/q4 i 


It is clear that a(q) | 0 as q T oo. Denote the inverse function of a = a(q) 
by q = g(a). Obviously, it is non-increasing. Let a = d(t) be the solution 
of the equation a/q(a)> = t. Putting g(b) = d(2'/4/b), we have g(b) | 0 
as b — oo. Let tn(T co) be maximum integers satisfying t2g(tn n n4) = 
o(1). It is easy to see the existence of such t,. Lin (1984) showed: 


Theorem 13.2.1. Let the random error sequence {e;} with (13.2.1) 
be strictly stationary and p-mizing. Suppose that mizing coefficients y(n) 
satisfy 

(i) Era p(n) < œ. 
Then r < co. If, in addition, T > 0 and 
(ii) ntz*p(tn) = 0(1), 
then 
Zn => WŴ as7 一 oo. 


In order to prove the WIP, we need some lemmas. 


Lemma 13.2.1. Let fal”), i = 1,---,n} be a sequence of series of 
random variables, which are independent within each series, satisfying 


4 
Eos”) Iaf > q) < aq), i= 1,.…,n, (13.2.3) 
where a(q) is defined in (13.2.2). Then we have 
b*P(|X| >b) = O(g(b)) as b> oœ (13.2.4) 


uniformly in the class F of the random variables with the form of X = 
D1 (aia a”) where ak satisfy Ega? <1. 

Proof. Let fi := fin and F; := Fin be the characteristic function and 
the distribution function of a” n) respectively, f” k-th derivative of fi. We 


first show that 


Po 
a FiO) ye 5 o(t*) ast 0 (13.2.5) 


362 Chapter 13 Convergence of Some Statistics with a Mixing Sample 


uniformly in 1 = 1,---,n. To this end, write 


(k) ae 
fit) - > fi fw a | (1 — ec") a4 dF. (2), (13.2.6) 
k=0 “ J-% 


where |6| < 1. Put t = ta(q)/q°. For |z| < q, 
|1 — e%*| < |t02| < a(q)/q*. 


Hence (13.2.6) and (13.2.3) imply that 


4 p(k) 4 
y fi (0) 4 t f itbz| 4 
filt) k=0 k! t | ae a |z|<q 5 Í is a (a) 


+ hs 2a'dF;(x)\ < tha(q)/8 


for i = 1,---,n. Note that a(q) is independent of i and a(q) | 0 as q 一 oo. 
Uniformity of (13.2.5) is proved. (13.2.5) can be rewritten as 


log f;(t) -> bijt? + gi(t), i = 1,..,n, (13.2.7) 


where g;(t)/t* = O(a(q)) as t — 0(g — œœ) uniformly in i = 1,---,n. Let 
f and F be m characteristic function and the distribution function of 
X=}; ajat” ) respectively. Then (13.2.7) implies 


log f(t) ike filait) = Do bija? Ne + Dal a;t) 


i=1 7=1 1 一 1 


where 


> (ait) < ca(q) 2 (aib4 < cd(t)t4. 


?一 1 


And further 


4 
=> f OF + O(t” + d(t)t*) 
k=0 i 
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since t/d(t) — 0 as t — 0 by the definition of d(-). Then, uniformly in f 


O(d(t)) = f (0) — {Ff (4t) — 4f(2t) + 6F (0) 
— 4f(—2t) + f(—4t)}/(2t)* 


gä J z4dF(z) — J (e 
e 
"fC ar 


al f z4dF(z) > <b4P(|X| > b) 
|z|>b 2 


“7 过 
provided (bt)4 > 2, which implies (13.2.4). 


Remark 13.2.1. Similarly, if we assume that for some integer m > 0 
and 6,0<6< 1, 


max Eja PH Ila] >q)— 0 asd 一 oo 
1<i<n 


instead of condition (13.2.3), we have 
P{|X| > b} =o0(b-™~*) asb 一 oo 


uniformly in F defined in Lemma 13.2.1. 


Lemma 13.2.2. Under the conditions (i) and (ii) in Theorem 13.2.1, 
for anye >0 
nP(|X| > n!e) = o(1) 
uniformly in random variables with form X = 5 ?_1 apek where Yk a? < 
1. 


Proof. Put 
(2j+1)tn 
hin = mtn JA: 66= > anes 
k=2jtn+1 
2(j+1)tn 
Nj = 5 CQKEK， j =0,1,---, hy, 一 1 


k=(2j+1)tn+1 


Sie. a eee 


k=2hntn+1 
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For any q > 0, we are going to estimate 


(27+1)tn 


Bett (|g| > sv E a) a) 


k=2jtnt+1 


For brevity, we only consider the case when 7 = 0, and put the event 


= {jeo} > sn (Ta) a} 


k=1 


We have 


tn 
E€jlp = 》 akbeklp 十 》 aza, Eeseslp 
k=1 PFq 
+ ys asag EeyeglBp 十 5 asagar Ee eger Ip 
PF DFqFT 
+ ` apagarasEepegeresIB. (13.2.8) 
2D 天 g 天 r 天 s 


Obviously, none of the first two sums in the right hand side of (13.2.8) is 
exceeded by 


T ay? 4 
(> az) max Eerlsp. 
= 1<k<tn 


Put M = maxı<k<t„, Petls. For the third sum, there is 


D> ap age ?ea7B| < MY ToS |< mir (> a: 


PFY k=1 


Similarly the absolute value of the fourth sum has the upper bound 
Mtr, (e p=1 a?)*. For the fifth sum, its absolute value has the upper bound 
M(X i a2)”. Therefore we obtain 


tn 
E@jIp < 5Mt (>> a) . (13.2.9) 
k=1 


Referring to the estimation of Eé§Ip, it is easy to see that Eéé has upper 
bound 5vt? (EE u) , which implies P(B) < v/q*. From (13.2.2), we 
have M < a(q). Inserting it into (13.2.9) yields 


tn 
sty” (5 ak) “pearg < alq). (13.2.10) 
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For €;,7 = 1,---,An, we have almost the same conclusions (for &),,, there 
may be a difference of a constant). Let {é&;,7 = 0,1,---,hn} be indepen- 
dent random variables such that E; obeys the same distribution as €;. By 
(13.2.10), 


(2j+1)tn 


ne > a) PE j=} 
k=2jtn +1 


; ss OE: ; (2j+1)tn 2) 12 
satisfies the conditions given in Lemma 13.2.1. Choosing (x k=2jtn +1 az) 


as ak and tr n!/4e as b in Lemma 13.2.1 (e > 0 is given arbitrarily), we 
obtain 


> tante} z Ofg( 红 12ml/4e))， 


tonp{t12| E 
j=0 


Because of the choice of tn, we have 


h 


nP{| E; 


j=0 


> n'te} = O(t2 g(t, /?n/4)) = o(1). (13.2.11) 
Furthermore by Lemma 1.2.9 


|E exp (itn=™* 5 8) — Eexp (itn 3 &) | 
j=0 


j=0 


< (hn + 1plin) < 5s (tn): 


By condition (ii) in Theorem 13.2.1, n~1/4 Da €; has the same limit 
distribution as n~1/4 ae €;. Thus from (13.2.11) 


are] >u} <a, 


For n;, we have the same relation. Combining these two results implies 
the conclusion of the lemma. 


Proof of Theorem 13.2.1. 
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Obviously it is enough to prove the WIP. Define U,,(-) and V,,(-) by 
Un(0) = 0, Va(0) = 0 


= (6 - Sheva 


Va(t/n) = EE ka) /J/nt, i=1,---,n, 
both U, and V, are linear in = i 
n n 


We have 


By Theorem 5.1.1 
L > W as7 一 oo. 


Hence in order to prove the theorem, it suffices to show that for any £ > 0 


PÍ sup |V,,(t)| > e} 一 0， as 7 一 oo. (13.2.12) 
O<t<1 


Since r; < p, (13.2.12) is equivalent to 


P{ pax D aea > We} 0 as nr 


2 
for any {al} satisfying J` 7-1 al”) <1. By Lemma 13.2.2, we have 


r)! o/h 
max p a ly a 
P{ max De k Sk 


<n max P{ Zoa] > on 人 -0 noo 


The proof of the theorem is complete. 

Remark 13.2.2. When {e;} is a strictly stationary m-dependent 
sequence, one can take 如 to be a constant, and hence condition (ii) is 
satisfied. When {ei} is a bounded sequence, we can take a(q) = 0 and tn, 
for example, to be [n2/3]. Hence condition (ii) is also satisfied. 

Remark 13.2.3. Lin use") also gave the WIP when {e;} is a- 
mixing. 


13.2.2 Strong approximation 
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367 


Using the strong appximation result for a y-mixing sequence (cf. The- 


orem 9.1.1), Lu (1986) showed the following theorem. 


Theorem 13.2.2. Let the random error sequence {e;} with (13.2.1) 
be strictly stationary and p-mixing. Suppose that E le, |8+é < oo for some 


0<6<1and 


fy Rha eNO O08) Ce ee 


y(n) = of 
where0<@<1ande>0. Then 
Z(t) — W(t) = O(#/4(log t)9/4**) a.s. 


In order to prove the theorem, we need a lemma: 


Lemma 13.2.3. Under the conditions of Theorem 18.2.2, 
X =o(n®) a.s. 


where X = p= Grex with Sp) az <1. 
Proof. Put 


dn = [n®400-9], Ban = [n/2dn], 


(23+1)dn 2(j+1)dn 
Ej = 5 QkEk), nj = 5 akk, J = 0, 1, G 
k=2jdn+1 k=(2j+1)dn+1 
n 
En = X ager. 


Similarly to (13.2.9), 


dn 
Eļéo|®+ < £(€ S larer?) 
k=1 


8 


(13.2.13) 


,jn 一 1, 


Ee 3 laplst+s Elerlsts 于 sO: la| la; [+> Bleg|*|e;[8-*+4]) 
k ; 


kžj i=1 


kat Do lden tag lon lo etei] 


kth; iAi 


< cdl10-6)/2 3 ag). 
k=1 
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Let {é;, j = 0,1,---,hn} be such independent random variables that 6 
obeys the same distribution as £;. Put 


10-6 (27+1)dn 


一 一 1/2 
1 2(8+6) 2 / 
dn ( ST at) 
k=2jdn+1 
and 
a; 一 ak z 
k=2jdn+1 
Then 
hn 3 n 
1 2 
> < Soak <1 
j=0 k=1 


Applying Remark 13.2.1 to X = 0 aê; and b = eda 10-8)/2(8+8) 1/8 
we obtain 


> ans 


hn 
PALS 


_ 10-6 10-8 | 
= P{dn 2(8+6) > edn AEH ne | 


ha 
is 
j=0 

= o(d578/2n7178/8) = o(n71780-9)/8), (13.2.14) 
By y-mixing property, 


IP{&1 +é < £} — P{61 +E < z} 
= J IP{é1 < z — uļê2 = u} — P{€. < zx —u}|dP{& < 1} 


< y(dn), 
and hence 
hn hn 
P(e sa} -P$ <a} 
< O(hnyldn)) = O(n e). (13.2.15) 


Combining (13.2.14) with (13.2.15) implies 


hn 
PUR é| > enl/8 | On). 


13.3 Density estimations 369 
By the Borel-Cantelli lemma 
hn 
> &| =o(n¥8) as. 
j=0 


Similarly 
hn—1 


2 nj | = o(n'/8) a.s. 


The lemma is proved. 


Proof of Theorem 13.2.2. 


Write 
[t] re dl 2 
Z(t) = $ (ek — 0°) + rgo’ — Lo ayy es) 
k=1 i=1 j=l 
Te .四 
= X(t) + ruo? — > ale iy 
?一 1 j=l 


From Lemma 13.2.3, we have 
2 
© at e; ) =o(t'/4) as. ast— oo. (13.2.16) 
By Theorem 9.1.1, there exists a Wiener process {W (t), t > 0} such that 
for any £ > 0 
X(t) — W(t) = O(t'/4(log t)9/44*) a.s. ast — oo. (13.2.17) 


Combining (13.2.16) with (13.2.17) implies the conclusion of the theorem. 


13.3. Density estimations 


Let {Xn,n > 1} be a sequence of R¢-valued random variables with a 
common density function f(z). In general, there are two kinds of estima- 
tions for f(z). The first is the so-called kernel estimation, which is defined 
by 

f(t) = (nk)! > K (2) (13.3.1) 
oo, ae h 


n 
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where the window width h, | 0 as n — oo. Another kind is the so-called 
nearest neighbor estimation, which is defined by 


fr(a) = kn/{n|5(2, an(z))|}, (13.3.2) 


where kn,1 < kn < n, is the given integer, an(Z) is the distance from z to 
the k,-th closest X; (in X1,---,Xn), S(z,a) is the hypersphere of center 
x having the radius a and |S(z,a)| = L(S(z,a)), where L denotes the 
Lebesgue measure in Rê. 

In this section we always assume {Xn} is y-mixing. Other kinds of 
mixing sequences can be studied similarly. 


13.3.1 Kernel estimation 

Many authors, such as Lin(1983), Masry and Györfi (1987), Shao 
(1990), Cai (1991), Peligrad (1992), Fan and Xue (1993) have studied 
limit behavior of the kernel estimation (KE) of the density function for a 
mixing sequence. 

Let {Xn,n > 1} be a Rid-valued y-mixing sequence with a common 
unknown density function f(z) = f(a1,---,zq). Consider the KN f(z) 
defined by (13.3.1). Peligrad (1992) showed the following result: 


Theorem 13.3.1. Suppose that D is a compact subset of R? and f 
is continuous on an e-neighborhood of D. Suppose that K satisfies the 
following conditions: 

(1) K(-) is a density on Rd, 

(2) K(x) < Kı < œ for any z € Rd, 

(3) lliz] K(x) 一 0 as z 一 oo， 

(4) /llzllK(z)dz = K2 < co， 

(5) K(-) is Lipschitz of order y on R°. 
Then 


sup |fn(x) — f(x)| = O(hn + d! log n/(nht)/?) a.s. (13.3.3) 
ZE 


where dn, = exp (2 shes” OU (2°) ): If, in addition, the condition 


yl2(2") < oo (13.3.4) 


Me 


1 


is satisfied, then for h, = O((log” n/n) a) 


sup |fn() — f(2)| = O(log? n/n") as, (13.3.5) 
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Remark 13.3.1. If condition 3) is weakened into 
(3) ||z|*K (x) 一 0 as oo， 
condition (4) is dropped, and condition (13.3.4) is replaced by 


im p(n) < 1/2 
and 
nh? / (dn log? n) + co asn— oo， 


we have 
sup |fn(z) — f(z)| 一 0 a.s. asn— oo. 
rED 


Remark 13.3.2. Under independence assumption, the rate of the 
maximal deviation of the estimation from the true density is due to Kuelbs 
(1976) and its size is O((loglog n)!/?2/n!/@(4+1))), (13.3.5) improves the 
speed of this convergence to O((log” n/n)1/(4+2)). 

Remark 13.3.3. Shao (1990) further improved the speed to O((log n 
/n)*/(4+2)) but a stronger mixing condition, i.e. y(n) = O(n~@t9), is 
required. 

Proof of Theorem 13.3.1. 

Obviously by Lemma 2.2.2, under condition (13.3.4), (13.3.3) with 
hn = O((log? n/n)!/(4+2)) implies (13.3.5). We prove (13.3.3). Write 


sup| fa(z) — f(z)| 
< sup |fn(x) — Efn(x)|+ sup |Efnr(x) — f (x)| 
zED rED 
=: Al + Ag. (13.3.6) 


Estimate A, first. Because D is compact, we can choose a covering of 
D with I(n) balls B,,---, Byny of centers ¢),---, tn) having the radius 


Rn = hn(n ha log? n)/7; 


the number (n) can be chosen less than O(h72(n/(h? log? n)) YC). With- 
out loss of generality, we can assume hn > n~2/4. Hence 


I(n) = O(n?+34/(27)), (13.3.7) 


Let xz be in D and define 


sio) = iP D (K (7) -eK (7), 


n n 
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So 
Al = sup(nhgw 2) -15Sn(z)， 
rED 


By condition 5), for every x € Bz, we have 
[Sn(z) — Sn(te)| < CnRYAZ4/2-7 < C(nlog? n)¥/? (13.3.8) 
for some C > 0. And by Lemma 2.2.2, there exists G > 0 such that 
ES?(2) < Gndn. (13.3.9) 


Moreover by condition 2) 
-Xi 
KR NR) 
< 2K,(Gnd,h?)~/? =: Cy. 


(Gnd)? 


Now let A(> C) be a positive number specified later on. By (13.3.8) 
we have 


P{ sup |S;,(x)| > 2A(n log? n)™/?} 
ED 
i(n) 
< > { sup |Sn(z) — Sn(te)| > A(nlog? n)" } 


rEBE 
+ P{|Sn(tk)| > A(nlog? n)™?}) 


< l(n) nar, PIS n(tk)| > A(nlog? n)!/7}. (13.3.10) 


Estimate the probability of the right hand side of (13.3.10). It is clear that 
for any n > 0, 0 < ņ < 1/2, there are p > 1 and A > 0 such that for n > p 


(p) + max P{|Su(te) — Si(te)|/(Gndy)"”? > A} < n. 
By a combination of (2.2.18) and (2.2.19) in Lemma 2.2.7, we have 
ate max 155 (te) /(Gndn)"? > £ +2A + 2pCn} 


< Pf mas ax |$;(te)|/(Gndp 2 >s}. (13.3.11) 


Let Bn = 2A + 2pCn and Mn = maxı<j<n |S;(tk)|/(Gndn)!/?. Obviously, 
for any a, > 0 


Eexp(anM,) < exp(anBn) + an | exp(a,z)P(M,, > x) dx. 
Bn 
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After changing z to z + Bn, by (13.3.11) we get 


Eexp(an Mn) < exp(anBn) + i A 7 explon(Mn + Bn)}. 


Letting an = (2B,)~!log(n~! — 1) yields 
E exp(an Mn) < ((n7* — 1)7™? = (17? = 1)71)* =: g(n). 
Put a = inf an = (4A) t log(n~! — 1). Then 


P{a(logn) (Gndn) /2|Sn, (te)| > 3d/(27) + 4} 


< g(n) exp{—(3d/(2y) + 4) log n} 
= O(n~(34/(27)+4)) (13.3.12) 


uniformly in k as n > oo. Putting A = 2((3d/2y + 4)G'/2/log(n7! 一 
1))/2, which implies A = (3d/27+4)G'/2/a. From (13.3.7), (13.3.10) and 
(13.3.12) we obtain 


> P{sup |S,,(x)| > 2A(nd, log? n)™?} < o. (13.3.13) 


n=1 


Therefore 
dn log? n 


) ) 
a.s. asn 一 OO. 
nhd 


a, = 0(( 


As for Ag, by the well-known Bochner-Parzen theorem (cf. Parzen 
1962), under the conditions of the theorem, we have 


Ag = O(hn) asn— oo. 
The proof of the theorem is completed. 


13.3.2 Nearest neighbor estimation 

Chai (1984) studied strong consistency of nearest neighbor estimation 
(NNE) of the density function for a mixing sequence. Using the improved 
Bernstein inequality, Lemma 12.4.1, Chai’s theorems hold under the weaker 
mixing condition. 


Theorem 13.3.2. Suppose that condition (13.8.4) is satisfied and kn 
in (18.3.2) satisfy 


kn œ> œ, kn/n>0 as7 一 oo. (13.3.14) 
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Then kn/ Vn 一 co implies 
fr(z) > f(z) as. 2 € RL); (13.3.15) 
and YZ; exp(—ck2/n) < oo for any c > 0 implies 
fala) > f(a) as, as. x € RYL). (13.3.16) 


Proof. Denote Vy the volume of an unit ball in RY, 4 and pn the dis- 
tribution of X, and the empirical distribution of X,,---, Xn respectively. 
For any given e > 0 put 


bn(x) = (f(x) +€)Van/kn, 
b'n(x) = (f(z) — €)Van/kn, 
9n(Z， b) = S(x, b; /?(£)), 
S,(a, b') = S(x, b'/4(2)). 
Then 
PP - f(e) > €} i 
< P{fn(z)— f(x) > e} + P{fr(x) — f(z) < —e} 
< P{pin(Sn(a, b)) an u(Sn(z, b)) 之 = 
— W(Sp (x, b))} + P{un(Sn(z, b')) 
- 1(S_(2,8')) > È — u(Sn(2,6))} (13.3.17) 


Co 


(If f(x) < £, the second term of the right hand side of the first and the 
second inequality sign disappears). By the well-known Lebesgue density 
theorem we have that as n 一 co 


u(Sn(z,))/|Sn(x,b)| > f(a) as. æ € RL), 
H(Sn(x,b'))/|Sn(a,b')| > f(x) as. 7 € RL). 


Let the exceptional sets be denoted by D and D’ respectively. Put E = 
DN D'°. Then for any x € E and n large enough, 


1(Sn(2,6)) < E) + S)/(F(e) +2), 
kn E 


u(Sn(x, b')) > —(F(2) — 5)/(f (2) - £). 


n 2 
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Put a(x) = ¢/(2(f(x) + €)) and a'(x) = €/(2(f(x) —«)). For any z € E 


P{\fa(x) — f(a) > e} 
< P{\tin(Sn(26)) ~ u(Sn(2,6))| > Žala)} 


+ P{|un(Sn(2,0')) — (Sn (2,8))] > “*al(a)} 


= lni 十 In. 


~ 


Let & = I(Xi € Sp(a,b)) — w(S,(2,b)), i = 1,--+,n. Then using Lemma 


12.4.1 we have s 


ka 2 
Ini < 2exp{ -ca (z)}, 
and similarly 


Ing < 2 exp{ -和 oo) 上 


They imply (13.3.15) if ky /Vn 一 oo and (13.3.16) if DZ; exp(—ck?/n) < 
co for any c > 0. 

Remark 13.3.4. By a finer analysis, we can obtain a rate of a.s. 

consistency, i.e. A 

falz) — f(z) = o(r;') as. 
where rn = nf,0 < B < 1/(2(d + 1)), if f(-) satisfies the local Lipschitz 
condition on z and f(x) > 0 and conditions (13.3.4) and (13.3.14) are 
satisfied. 

Next we consider uniform strong consistency in the case of d = 1. At 
this time, f(z) = kn/(2nan(z)), x € R. We need some lemmas. Let 
F and Fn be the distribution function of Xı and the empirical distribu- 
tion function of X1,---,Xn respectively. Define the empirical process of 
{Xn,n > 1}: 


R(s,t) = [t](Fiq(s) — F(s)), s€ R,t>0. 


Lemma 13.3.1. (Berkes and Philipp 1977) Suppose that 
y(n) = O(n 3) for some 6 € (0, 1/4). (13.3.18) 
Then there exists a version K(s,t) of a Kiefer process such that 


supsup |R(s,t) — K(F(s),t)| = O(T!/*(logT)~*) a.s. 
t<T sER 


for some A > 0. 
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Lemma 13.3.2.(Cs6rgé and Révész 1981) For a Kiefer process K(s,t), 
lim sup sup |K(s,t)|/(tloglogt)!/? =1/V2 as. 
too O0<s<1 


Theorem 13.3.3. Suppose that (13.3.18) is satisfied and {kn} satisfies 
kn/n—=>0 and kn/(nloglogn)!/? 一 oo. (13.3.19) 
And suppose that f 1s uniformly continuous in R. Then 


sup |fn(z) 一 (zj| 一 0 as. 


proof. By Lemma 13.3.1, for any € > 0 there is a constant a > 0 
such that 
P(An,i.0.) < €, (13.3.20) 


where An = {sup。 |R(z,n) —K(F(z),n)| > an'/? (log nb. Similarly, by 
Lemma 13.3.2 for any £ > 0 there is a constant b > 0 such that 

P(B,,i.0.) < €, (13.3.21) 
where Bn = {supo<s<i |K(s,n)| > b(n log log n)™?}. Put 


kn 


= mGa’ d (x) = 


oe ml Fle) e) 


and 


Sn(z, dn) = (x — dn(£), £ + dn(£)), 
Sp(z,d,) = (£ — dp (£), £ +d,(z)). 


Then similarly to (13.3.17) 


P{ U {suplfa(z) - Fœ) > e}} 
< P{ U {un(Sn(z, dn)) 


n>m T 


— u(Sn(z,dn)) > Fn = 1(Sn (2, dn))}} 
+ P{ (J U {un(Sn(x, dn)) 


n>m z:f(x)>e 


- w(Sn(2,dh,)) > È — p( Sux, a))}} 
=: Jib dma: (13.3.22) 
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13.3 Density estimations 


By uniform continuity of f, M := sup, f(x) < oo, and further for any x 
and large n, 


H(Sn(2, dn) < ŽE) + (Fe) +), 
kn kn E kn E 


Therefore 


Tm < P{ U {suplun(Sn(z, dn)) = p(Sn(z, dn))| > pa} } 


< 2P{ U {sup|Fa(2) - Fol > 2} 
y R(2,n) — K(F(z),n) 


< 2P{ U {sp EED KEE] > my 


n>m 
+2P{ U {sup AG) Ms Po 
=: 27(Y + 2J. 
By condition (13.3.19) we have 
Vnpn(logn)* 一 œ asn > oo. 
Hence it follows from (13.3.20) that 
R(z,n) — K(F(z),n) | X nl/2pn (log n) N 


Jal <P { U {sup 4 


<P{ U An} + 0 as m 一 oo. 


Similarly (13.3.21) implies 


Iaz PEL B,} 一 0 as m 一 OO. 


n>m 
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Thus Jmı — 0 as m — oo. Moreover 


Jma < PÈ U {up lyn(Sn(z, ds)) = H(Sn (es ds)| > an}. 


n>m 


In the same way as for Jmi, we have Jm2 —> 0 as m — oo. Then it follows 
from (13.3.22) that for any e > 0 


Pf U {sup |fn(2) — f(x)| > eb} 一 0 asm 一 oo， 


n>m 


This completes the proof of the theorem. 
Remark 13.3.5. If f possesses a bounded second derivative then for 
kn = [nm7/ 10] and any Cp 一 co we have 


sup |fn(x) — f(z)| = o(n~*/5(log log n)!/2C,) a.s. 


Remark 13.3.6. In Yu (1993) a simple and useful nonparametric 
estimator of a density f(x) based on a sample X1,- -+ , Xn has been defined. 
If m = my is a positive integer, the nonparametric estimator f,,(x) of f(x) 
is defined by dividing 2m, by n times the length of the smallest interval 
containing x which consists of 2m, of the n observations in which the 
half of them lie on the left side of x and the other half on the right side. 
Formally, 


2m 
一 一 一 一 一， ZE [Xim 站 Xima )， 
_ 1X (2mnt3) = X (5-41) eee eee 
fr(z) = for 7 = 0,1,---,,n —2m,; 
0 z< X(m,) OF a 


where (X(1),---,X (ny) is the order statistic of (X1,---,Xn). Yu (1993) 
showed that in the case of i.i.d. observations f,(x) converges to f(x) (in 
probability and a.s.) under some conditions. Yu (1995) studied that the 
rate of strong uniform convergence for the estimator defined as above when 
the observations satisfy a y-mixing or an a-mixing condition. 


Chapter 14 Strong Approximations 
for Other Kinds of 
Dependent Random Variables 


The almost sure invariance principle for sums of weakly dependent 
random variables has been given by Philipp and Stout (1975), such as 
lacunary trigonometric series, y-mixing or a-mixing sequence of random 
variables, Gaussian sequence and additive functional of Markov chains . 
The strong approximations of sums of y-mixing and a-mixing sequences 
have been studied in Chapter 9. In this chapter we shall investigate the 
strong approximations of sums of other kinds of dependent random vari- 
ables, including lacunary trigonometric series with weights, a class of Gaus- 
sian sequences and additive functional of Markov processes. All of these 
improve essentially and comprehensively the results in Philipp and Stout’s 
monograph (1975). 


14.1 Lacunary trigonometric series with weights 
Let {nk, k > 1} be a sequence of positive real numbers with 
Nk+1/Nk > 1+ q/k” (14.1.1) 


for all k and some q > 0, 0 < r < 1/2. It is said to be a lacunary sequence 
when r = 0. Let {ax,k > 1} be a sequence of non-zero real numbers. Put 


1< 1S 
A? = 7 D aż, B? = 5 5 ap. (14.1.2) 
k=1 k=1 


Suppose that A, — oo and that there exist constants 6,3 with 0 <6< 
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1, 8 > 0 such that 


ak = O(AL™®), (14.1.3) 
Aor = O(Ax), (14.1.4) 
k? = O( Ap). (14.1.5) 


In this section, ([0, 1), B, P) denotes a probability space, where B con- 
sists of the Lebesgue measurable sets of [0,1), and P is the Lebesgue mea- 
sure on B. We consider the trigonometric series 


n 


S(A},w) = $ akcos2mmkw， w € [0,1). (14.1.6) 
k=1 
For t > 0, put 
S(t,w) = S(42,w), if A2 < t< A (14.1.7) 
where Ap = 0. 


The strong approximations of S(t) by a Wiener process W(t) were first 
discussed by Gaposhkin (1966). Later on, in the case of r = 0, Philipp 
and Stout (1975) proved the almost sure invariance principle for lacunary 
trigonometric series with weights under condition (14.1.3) and obtained 
the approximation order of 1/2 — » for each 入 < 6/32. In a special case of 
unweighted summands, they obtained the approximation order of 5/12 十 入 
for each 入 > 0 and conjectured that the constant 5/12 would be replaced by 
1/3. Sun (1984) showed this fact. Shao (1987) improved all these results 
comprehensively. He studied the general case of lacunary trigonometric 
series with weights and pointed out that Sun’s order is not the best possible, 
and obtained, when the case of r = 0, the order of 1/4 which is the best 
if one were only to use the Skorohod embedding scheme. Furthermore, in 
some particular cases, the logarithmic order is obtained 


Theorem 14.1.1. Suppose that conditions (14.1.3)—(14.1.5) are sat- 
isfied and that 63 > r. Then without changing the distribution of {S(t),t > 
0}, we can redefine the process {S(t),t > 0} on a richer probability space 
together with a Wiener process {W(t),t > 0} such that 


S(t) — W(t) = O(a log?t) a.s. (14.1.8) 
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Theorem 14.1.2. Under the conditions of Theorem 14.1.1 and the 
assumption of |a| non-increasing, we have 
S(A2) — W(A2) = O( AB (BY? v Az) log? An) a.s. (14.1.9) 
We immediately obtain the approximation order for lacunary trigono- 
metric series with unweighted summands from the above general theorems. 
Corollary 14.1.1. Jf a, =1, then we have 
S(t) — W(t) = O(t0+?)4 logt) a.s. 


In the case of r = 0 the result (14.1.10) is an essential improvement 
of Theorem 3.1 in Philipp and Stout (1975), the order of 1/4 is the best 
possible provided S(t) is constructed via the Skorohod embedding method. 


Corollary 14.1.2. Suppose that the condition of Theorem 14.1.2 and 
condition (14.1.5) are satisfied (for some B > 0), and By = O(1), |ar| | 0. 
Then when r = 0 we have 


S(t) — W(t) = O(log? t) a.s. 


The proofs of Theorems need the following lemmas. 


Lemma 14.1.1. Let &,--:,&, be a sequence of random variables. Put 
k 
Sp = a Mk= S;|. 
k Us k = max |S;| 


Suppose that there exists a sequence {cp} such that for allO <i<j<n 


E\S; = Sil < ` Ck, 
i<k<j 


then 


EM < (90) 


t=1 


log =) 2 
log 2 


for eachk <n. 
The proof refers to Theorem 2.4.1 in Stout (1974). 
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Lemma 14.1.2. For any v > 0, 


A? A? 
> = o(7Ek"), (14.1.10) 
A? A? 
D ai o(FER?). (14.1.11) 
j>k J 


Proof. (14.1.4) implies that there exists a constant C > 0 such that 
k+ 9 
a 
for all k,j > 1. And by ng4i/ng > 1+ q/k", we have 


Nk+j j q 
Nk - ITC x e 


q((k +4) — a 
2(1-r) 


> cexp( l (14.1.12) 


where we have used the well-known formula 


n ni-? 
es +u+O(n"), O<r<1/2, 
rad l-r 


where u = u(r) is a constant. Hence 


DD e 


= o( Ate) 


Thus (14.1.10) is proved. The proof of (14.1.11) is similar. 


Lemma 14.1.3. Let W(t) be a Wiener process and {tn} be a sequence 
of random variables. Suppose that there exists a sequence {bn} of real 
numbers with bn = o(n), such that 


tn —nN=Ol(bn) as., (14.1.13) 


then 
W (tn) — W(n) = O(b}/? log? n) a.s. (14.1.14) 
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Proof. (14.1.13) implies that there exists a constant C such that 
ltn- n| < Cbn a.s., 
hence 


|W (tn) -W(n)|< sup sup |W(t+s)-W(t)| a.s. 
0<t<n 一 Cbn 0<s<2Cbn 


In terms of a well-known result (cf. Theorem 3.2B in Hanson and Russo 
1983), we have 


sup sup |W(t+s)-—Wi(t)| 
0<t<n—Cbn 0<i<2Cbn 


一 O((bn (log ai + log log(n + oy a.s. 


(14.1.14) follows from the above relations. 


We now define an increasing sequence F; of o-fields as follows. Put 
p = 2/8 + 4. For each integer k, let rz be the largest integer i such that 


2° < APng. (14.1.15) 
We define Fp to be the o-field generated by the intervals of the form 
Usk = [v27 , (v + 1)27™), 0<v< 2". 


Putting &,(w) = apcos2rnpw, Xi(w) = E(&,|F,), we obtain by (14.1.15), 
for each k, j> 1 


E(Exs|Fi) = O(ar4;(1 ^ A?n;/ne43)). (14.1.16) 


Lemma 14.1.4. We have 
Y lêr — Xe] = O(1). (14.1.17) 
k=1 
Proof. We have from (14.1.15) 
lék — Xk| = O(A, Pax) = O(A,?*?). 


Hence (14.1.17) follows from (14.1.5). 


384 Chapter 14 Strong Approximations for Other Kinds 


Lemma 14.1.5. We have 
> EX? — Ay = O(1). (14.1.18) 


1<j<N 


Proof. Noting that 


EE? — a? /2 = as sin 27n; /27n;, 


> EG — Ay = 0(2 oi/n;) = O(1) 


j<N j<N 


and 
>> (EX? 一 O( >> a447”) = O(1), 


GSN JN 


we get (14.1.18). 
We can now represent X; as 


Xj = Y; + Uj — Uj+1, (14.1.19) 
where {Y;, Fj} is a martingale difference sequence and u1 = 0 
uj = X E(Xj+g|F;-1), j 22. (14.1.20) 
k=0 
Lemma 14.1.6. We have for allj, 1<j<n-—1, 
SO |E(XiX¢|Fj)| = Cn” A2 2 log? An, (14.1.21) 


j<i<k<n 


where constant C does not depend on j and n. 
Proof. By the definition of Xg, we admit 


E(XiX4|F3) = E(Xi&|F;). 


Write 
275-1 


E(&Xi|F;) = 2 a) 
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We have 
Pec! u2 "5 +(14+1)2-7% 


-by = 5 ze ny cos 27ngt dt 


= v2 "541277 
v2 "i 4+(141)277% 
f cos 2rn;t dt 
v2 "541277 
_ grit Sin 2nnj2~"'~1 sin 2nnp2 "i 


(2T) ning 
iTi] 


2 (cos 27(7k 一 ni) (v2 十 (i 十 5)27") 


+ cos 27r(mk + ni) (v27 + (1 + 5)2")). 


Using the equality 


n—1 。 
2 
Da cont +b) = os( + a(n — 1)/2), 


where a and b are any real numbers with sin(a/2) # 0, we obtain 


2-7b, 27+! sin2an,; 2-7! sin 2an, 277 | 


Of, Qi (27) ning 
sin 27 (nk — ni ue ae ee 
f ea eee Ce =z COS 27 (Nk ni)(v + 5)2 
jae 
) 


sin 27(nz +n; )27 


Nk + nj)2-7i-1 


| oN IGN 


ary cos 27 (ng + ni) (v ae 5)277). 


Hence 
b, = O(akai2"i (1 十 2 "ini) /ng) 
for all i,k. And we also have for i,k with ng + ni < 277}, 
by = O(azai(1 A 27i /(nk = ni)). 
For each i: j < i < n, take ko(i) = max{k : (ng + ni) < 2% 1} A (n — 1). 
(14.1.12) and (14.1.15) imply that ko(i) — i = O(i” log A;), hence 


S E(X:Xz|F;) 
j<i<k<n 


-o(¥ > lage (+=) 
?一 7 十 1 k>ko(i) 
n—1 ko(i) 


+E D laafin ——)). (14.1.22) 


1 一 7 十 1 k=i+1 
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From Lemma 14.1.2 and (14.1.15), the first part of the right hand side of 
(14.1.22) is bounded by 


一 1 pe —1 
42-26 Ñ (277 + ni) a7 =0(47 —265 S (273 + ni) dn) 
n AR G 
i=j+1 Tkoli) i=j+l nA; 


= O(42 an), 


Take i(j) = max{i: 2” > n;i™’"} A(n — 1). Then (14.1.12) and (14.1.15) 
imply that i(j) — j = O(j" log A;). Again from Lemma 14.1.2, the second 
part of (14.1.22) is bounded by 


n—1 ko(i) 


A S Ss o 


a — Ni 
i=j i<kSkoli)  i>i(j) k>i "E ™i 


= Of(42 6 (n 2r Jog? An o —i ?r)) 


7 i 2rj (i(7))3" 
一 o(a? 24 (n? log? An + aD )) 


= O(n” A?” log? An). 


The lemma is proved. 


Lemma 14.1.7. We have 
uj = O(j" A1’ log A;). (14.1.23) 
Proof. Using (14.1.16), (14.1.20) and Lemma 14.1.2, we find 


uj = $ E(€esj|Fj~1) 


k=0 


=o( AKC A Any/nes5)) 
k=0 


= O(j” Aj~ log Aj). 


Lemma 14.1.8. For each k,n(k < n), 


yo E(Xjtin41|Fi) = O(42 72n” log? An); (14.1.24) 
k<i<n 
XO E(Xiur| Fr) = O(A2 2 n" log An). (14.1.25) 


k<i<n 
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Proof. By (14.1.20) we have 
E(unsilFi) = >> E(6j4+n411Fi) 
j=0 


= o(>> 4} Fe AA Pri/nj4n+1)): 


j=0 
Hence 
> E(Xitnyi|Fi) = O( Y VLA APni/njans Ae Ar 4 
i=k+1 i=k+1 j=0 


Taking ko = [con” log An], where co will be specified later, we have 


n OO 
一 6 
> >a A APni/nj+nt1) Ajrnt1 
i=k+1j=0 
n ko a n—ko oo APn; i 
2 
= > D A > D: Aj ntl 
O e 0 i=k+1j=0 “了 二 mn 十 


= Afni 1~6 
i T 
o 2 Ajin 
i=n—ko+1 j=ko+1 7+n+1 
n—ko 
Arn’ ni 


Anat + kaa À 
Nn+1 


“ 
n APn, 

a" (ko tn+ 1) A 
Eon Nko+n+1 | 


(n = ko" 2 nt" 


= O AaS exp( q) 十 1341-5 


2(1 —r) 
nt” (n ob ko)!" 
PT 
+ Af n ko Oa = a q)) 


= O(A} $n” log? An). 


The last equality holds so long as we take co sufficiently large. This proves 
(14.1.24); the proof of (14.1.25) is similar. 


Lemma 14.1.9. We have 


n 
》 EY? — A? = O(n” A7” log? An). (14.1.26) 
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Proof. Since {Y;} is a martingale difference sequence, we have 


j=1 j=l 
n n 
= E(> x) + 2Eun4+1 5X; + Euž 1 
j=1 j=1 


Hence (14.1.26) follows from Lemma 14.1.5 - Lemma 14.1.8. 


Lemma 14.1.10. Under the assumption 6G >r, we have 


UY O(A? n" log? An) a.s. (14.1.27) 


Proof. Note that (14.1.5) and 66 > r imply n” = O(A). Applying 
Lemma 14.1.1, the Borel-Cantelli lemma and the subsequence method, we 
need only to show that for any O<m<n 


E( 5 (WP -BY?))" =0(( 并 BY?) Az n?* log? An), (14.1.28) 


m<j<n m<j <n 


where the constant implied by O does not depend on m, n. Observe that 


HD Oea). 


m<j<n 
= >, E(Y-EY)+2 $ E(¥? - EY?) (E v2), 
m<j<n m<k<n k<i<n 


where 


E(Y? ~ EY2)( > Y?) 


m<k<n k<i<n 
= E ER-E(E YY 
m<k<n k<i<n 
= Ð EYR-EYÐ( > X +2 》 XX; 
m<k<n k<i<n k<i<j<n 
+2 ye Xi (Unt — ük+1) + (Unt1 — up41)") 
k<i<n 


= 5 (11(k) 十 I2(k) 十 I3(k) + I4(k)). 


m<k<n 
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By Lemma 14.1.6 - Lemma 14.1.8, it follows that 


Ii(k) = O(n?" A27% EY? log? An). (14.1.29) 


max 
2<i<4 


We now show that (14.1.29) holds for Ti(k) as well. Since 


1 


k<i<n k<i<n 


it suffices to show that (14.1.29) holds for E(Y? — EY?) (Dcicn €?). Not- 
ing that Yr is Fir-measurable and writing 


ork —1 
Ye = $ dil(Vix), 
i=0 


we have by the definition of Fk 


E(Y, 2 - BY2)( E) 


j=k+1 
ark~1 (i+1)27"k 
= 2 d; 5 a ai cos” 2rn;t dt 
j=k+1 
-2 > d?) DD ie a? cos * 2nnjt dt 
j=k+1 
2k —1 


n 2s. 
sin 27r7272 一 7 de 
> d? X aj" cos4rnj(i+ 5)2 ne 
x i TNN; 2 
i=0 了 7 一 上 十 1 J 
2rk 一 1 


n in4 
— 2778 ( 2 d?) `. Ba 


j=k+1 


= o(2-( E d)( A a S 3 A Agne/ns))) 
i= j= Sky” j=k+1 
= O(A?” n" EY? log An). 
This proves that (14.1.29) holds for Jı (k). For EYf, we have 
EY% = O(EYZ A?” k” log? Ax). 


This proves (14.1.28), and the lemma follows. 
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Lemma 14.1.11. We have 
YS (E(YF|Fj-1) — YF) = O(n" AZ? log? An) a.s. (14.1.30) 
j=1 
Proof. Put Rj = y? — E(Y?|Fj-ı). Then {R;,F;} is a martingale 
defference sequence, and we have 
ER} = O(EY@) = O( EY, A2~*>k”" log? Ax). 


The proof is verbatim as that of Lemma 14.1.10. 

By a martingale version of the Skorohod representation theorem, there 
exists a probability space, on which a Wiener process and a sequence of 
non-negative random variables T; are defined such that 


(W((2. Tm > 1} and (2 Yom 21} 


have the same distribution. Hence on the new probability space, without 
loss of generality we can redefine {Y;} by 


并 可 -人 


and can keep the same notation. Write 


cn = of (DD) < 


Am =o{W(t),0<t< = ae 


It is clear that Lm C Am,m > 1, and Tj is A;- measurable. By the 


embedding theorem, for every j > 1, ET; = EY? , and 
E(T;|Aj-1) = E(Y7|Aj-1) = E(YP|L;-1) a.s. (14.1.31) 
Moreover, for any v > 1 there is a C, such that 


BT e000.BY|”. (14.1.32) 


Lemma 14.1.12. We have under the conditions of Theorem 14.1.1 


>> Tj — A2 = O(A2-F+/® log? An). (14.1.33) 


jgn 
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Proof. Write 


> 万 一 4 


7<m 
= X(T} — E(TIFj-1)) + X (EW? |Fj-1) - ¥7) 
j<n j<n 
+ Y-A = h+h+ h. 
jen 


Put Z; = Tj — E(T;|Aj-1). Then {(Z;,A;)} is a martingale difference 
sequence and EZ > = O(EY;'). By the proof analogous to that of Lemma 
14.1.11 we obtain 

I, = O(A2-*n" log? An) a.s. (14.1.34) 


The lemma follows from (14.1.5), (14.1.27) (14.1.30) and (14.1.34). 


Proof of Theorem 14.1.1. 
Note that 


>》 Yj — SS Xj = ung = O(A} Pn’ log An). 
jen jgn 


The theorem follows from Lemmas 14.1.3 and 14.1.12. 

Proof of Theorem 14.1.2. 

Note that 6 = 1 now. By the proof analogous to that of all the above 
lemmas under the conditions of Theorem 14.1.2, we also have 


>》 Tj — AZ = O(n"(n" V Bn) log? An) a.s., (14.1.35) 


j<n 


where Bn = pen of BYR. 
Since 


and a? is non-increasing, we have 
B, = (> af) 
k<n 


by using the Abel transformation. Hence 


5 Tj — 42 = O(n (n" V B,) log? An) a.s. (14.1.36) 


j<n 


The theorem follows from (14.1.36) and Lemma 14.1.3. 
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Remark 14.1.1. If k® = O(Ax) for some 8 > 0, |ak| |, and |ak| = 
O(k~®) for some r < 6 < 1/2, then by the proof similar to that of Theorem 
14.1.1, we have 


S(A2) — W(A2) = O(C}/4 log? An) a.s. 


where Cn = open |an|*~2"/?. 

Let Sn(w) = Epen V2 cos 2anzgw, w € [0,1). Combining Corollary 
14.1.1 with the results of the increments of a Wiener process, we can obtain 
a.s. limiting behavior of increments of the sums Sn. 


14.2 A class of Gaussian sequences 


Let {Xn, n > 1} be a centered sequence of Gaussian random variables. 
2 
Under some conditions, including E( san Xx) = no? + O(n!~®) for 
some e > 0, o? > 0 and EXmXmin = O(n~), Philipp and Stout (1975) 
established strong approximations of partial sums 


S(t)=>_ Xe B20 
k<t 


by a Wiener process with order O(t!/2-), where 0 < 入 < 页 A t, By 
applying the property of a symmetric matrix and the circle-plate theorem 
about eigenvalues of a matrix, Shao (1985) proved an ideal result as follows: 


Theorem 14.2.1. Suppose that there exist Ci > 0,i = 1,2,3, such 
that for every n 


m+n 2 
E( 5. Xx) >Cın uniformly inm (14.2.1) 
k=m+1 
EX? < Cy (14.2.2) 
and 
y(n) := sup|EXmXmin| < C3n73/2- (14.2.3) 


for some 和 > 0. Then without changing the distribution of {S(t),t > 0}, we 
can redefine the process {S(t),t > 0} on a richer probability space together 
with a Wiener process {W (t),t > 0} such that 


S(t) — W (b) = O(log? t) a.s. (14.2.4) 
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where 


[t] 
bt =b =u +r a = ES?(t), r= o(>> ce, (14.2.5) 
k=1 


Corollary 14.2.1. If the condition (14.2.8) is strengthened by 
y(n) < Cn? (logn) tE (14.2.3') 
for some £ > 0, then we have 


S(t) — W (a+) = O(log’? t) a.s. (14.2.4") 


Corollary 14.2.2. Suppose that {Xn,n > 1} is a centered stationary 
Gaussian sequence and (14.2.39) is satisfied, then 


o° := EX? +29 EXXk 
k=2 


converges absolutely. If o? > 0, then, assuming o? = 1, we have 
S(t) — W(t) = O(log? t) a.s. 


The proof of the theorem needs the following lemmas. 


Lemma 14.2.1. Let A be a real symmetric matrix of order n with 
eigenvalues M,:::,Mn. Denote 入 = maXıc<i<n |A:il. Then for any row 
vector C we have 


ICAC'| < ACC’ (14.2.6) 


where C is the transposed vector of C. 

Proof. We need only to prove that matrices AJ — A and AJ + A are 
non-negative definite. By the well-known property of a matrix, there exists 
a real orthogonal matrix U such that U’AU is a diagonal matrix A with 
the diagonal elements which is just equal to the eigenvalues of the matrix 
A. Therefore we have 


M—A=U(AI—A)U’. 


It is clear that the eigenvalues of AJ — A are all non-negative, so that the 
eigenvalues of the real symmetric matrix AJ — A are also non-negative. 
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Thus the matrix \J — A is non-negative definite, similarly, so is the matrix 
AI + A. The lemma is proved. 


Lemma 14.2.2. At least one of the following inequalities is satisfied 
for eigenvalues of any matriz A = (aij)nxn: 
n 
| 入 一 aiil < 5 lail i=1, n. (14.2.7) 
j=1,jži 
This result, the so-called circle-plate theorem, is due to Gerschgorin 


(cf. Franklin 1968, p.161 Theorem 1). 
Denote Fan = o{Xk,1 < k < n}. Write 


Yn = > (Xn+k|Fn) — E(Xn+|Fn-1)) 


= X +Un41 — Un (14.2.8) 
where u = 0 and 
Oo 
iSS B Kaan 1 2,3) 2%: (14.2.9) 
k=0 


It is clear that {Y;,,, Fn} is a martingale difference sequence. We shall prove 
below that the series in (14.2.9) is convergent under the assumptions of 
Theorem 14.2.1. 


Lemma 14.2.3. If (14.2.1), (14.2.2) and (14.2.8) are satisfied, and 
foranyk>1 


EX > SY) |EX,X;|+1, (14.2.10) 
j=1,j#k 
then 
llunll2 = O(1). 


Proof. Let A be the covariance matrix of (X1,---,X;) and C = 
(EX X544, +++, EXjXj+k). Then, by (5.22) in Philipp and Stout (1975), 
we have 

E(E?(Xj44|F;)) = CAC, (14.2.11) 
for any j,k > 1. By condition (14.2.10) and Lemmas 14.2.1 and 14.2.2, we 
obtain 


CAIC < CC’. (14.2.12) 
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Denote 
Unk = E(Xnikl|Fn-1), &=90,1,---;n=1,2,---. (14.2.13) 


It follows from (14.2.11), (14.2.12) and (14.2.3) that 
nl 
Eu2, < EA) 
< ay (n+k— i) < Ck+1) 2 2. (14.2.14) 


Thus we have 


Oo 
lunll2 < > lunzll2 = 00). 
k=0 


Proof of Theorem 14.2.1. 

1) We first prove Theorem 14.2.1 under condition (14.2.10). By a 
well-known property of a Gaussian sequence (cf. Ibragimov and Rozanov 
1978, p.14), Yn, which is defined by (14.2.8), is a linear combination of 
X1, +++, Xn, so that {Y,,n > 1} is also a Gaussian sequence. By (14.2.8) 
{Yn,n > 1} is a martingale difference sequence. Therefore Yp, n = 1,2,--: 
are independent. Then we can construct a Wiener process {W(t),t > 0} 
from {Yn,n > 1}. Let bk = p< EYR. We redefine 


Yn = W (bn) = W (bn-1), n= 1,2, bee 


and from (14.2.8) we have 


5 Xk = py Yk = —Un+1. 


k<n k<n 


Note that un, n = 1,2,---, are normal with uniformly bounded variances, 
then we have 


n = O(log’/? n) a.s. 


i.e. 


> Xk — D Yp = O(log? n) a.s. 


k<n k<n 


S(t) — W (b) = O(log? t) as. (14.2.15) 


396 Chapter 14 Strong Approximations for Other Kinds 


Furthermore 


| 
N 

pai o— 
Me 

Me 

3 

is 

4 

+ 

S 


- Eee B) = o(a), 


Then Theorem 14.2.1 holds true under (14.2.10). 
2) Now we prove Theorem 14.2.1 in general case. Put | = [312C?/C?], 
define 
Ms SS Ge ma SPSS Xe 
(m—1)l<k<ml k<t 
Then {X*} is also a Gaussian sequence satisfying (14.2.1), (14.2.2) and 
(14.2.3). It follows from (14.2.1) that 


BX? > Cil (14.2.16) 
We prove that {Xš} satisfies (14.2.10). In fact 


> IEX*X* 


-5 Z a( Z x) 


(n-1)l<k<nl (j-1)l<i<gl 


<c3y5 D yan 


(n—1)l<k<nl (j-1)l<i<jl 


l 
< 203 》， D (m+ k) r 


k=1 m=0 


l 
< 603 》 k7"? < 603(1 + 21°). (14.2.17) 
k=1 
By the definition of l, it is easy to verify that the right hand side of (14.2.17) 
does not exceed Cil — 1, that is to say, {X;} satisfies (14.2.10). 
For any fixed n, there exists an m such that (m 一 1) < n < ml and 


hence 


195. 一 5 |< max  |Xkl. (14.2.18) 
(m—1)l<k<ml 
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Note that {Xn,n > 1} is a Gaussian sequence with uniformly bounded 
variances. Then we have 


Xk| = ue s. .2.19 
o k| = O(log“ m) a.s (14.2.19) 


and 


an — af, = a(S a= p(T Xa) 
k=1 


k=1 
= -2B(》， > X,X;) — B( > Xj) 
k=1 j=n+1 j=n+1 
= o3 y(k)) = O(1), (14.2.20) 
k=1 


where až, = E(S*,)*. It follows from 1), (14.2.18)— (14.2.20) that the proof 
of Theorem 14.2.1 is completed. 


14.3 The non-negative additive functional 


of a Markov process 


Let X = {Xi,t > 0} be a homogeneous, right continuous, strong- 
Feller Markov process, which is defined on a probability space (Q, F, P) 
with values in a complete, o-compact measurable metric space (E, p, B), 
satisfying the following conditions: 

(i) for any z € E, t > 0 and open set U € B, the stationary transition 
function of the Markov process X 


p(t,z,U) > 0; (14.3.1) 
(ii) for every a € E there exists a compact set K such that 
P,{X1(w) € K for some t > 0} = 1, (14.3.2) 


where P,(-) = P(-|Xo = a). 
From (i) and (ii) it follows that X is a recurrent strong Markov process. 
For every U € B, put 


inf{t,t > 0, Xi(w) € U}, if the set is non-empty, 
Ty (w) = 


otherwise. 
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Define the exit distribution 
AY (a, S) = P, {Xm (w) E€ S,ty <œ} forac E, SEB. 


Denote 


Wfl) = | W(e dyf) for f(z) € BO), 
U 


where B(U) is the set of all bounded measurable function on U. 

Let H= {K, L} be the collection of all set-pairs satisfying the following 
conditions: 

(Hı) K and L are closed subsets of E and have an interior point at 
least, 

(H2) K and/or L are compact, 

(H3) (i) K c E\L, E\L is a connected open set, or 

(ii) LC E\K, E\K is a connected open set. 
For any given set-pair (K, L) € H, x € K, put 


TK (2,U) = f h? (x, dy)h* (y, U), (14.3.3) 
E 


where U € B, U C K. By recurrence T*(z,U) is a one-step transition 
function. Define the transformation 


TK fle) = | T¥ (æ, dy) flv) (14.3.4) 
E 


for x € K, f € B(K). 

Without loss of generality, assume that K is compact, and (i) of (H3) is 
satisfied. Then for TE there exists a unique invariant probability measure 
p on K. Moreover, suppose that X satisfies 

(iii) T* {B(K)} c C(K) := {all continuous function on K}. 

Let + be a stopping time of the process X, put Q, = {T(w) < œ}. 
Then 

Nr := {A:ACQ,,Vt>0,AN(7t < t) EN} 


is a o-field of Q,, where NM; = o{X5,0 < s < t}. Let N* be a o-field of Q 
which was introduced in Dynkin (1963 (3, 3.5)). Define the shift operators 
6, from N* to N* and the shift operator 6, from N* to 2,N* satisfying 


0-A = | J{0:A, rw) =t} CQ, AEN, (14.3.5) 
t>0 


where the operations of union, intersection and complement are keeped by 
the operator 07, and we have 


6,{X, ET} = {Xur EL} reB. (14.3.6) 
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For given (K, L) € H, we define random functions on Q as follows: 


TiS n(K, L, w) 
_ finf{t,t > 0, Xi(w) € K} ifthe set is non-empty, 
ec otherwise; 


On = Onl K, L, w) 
inf{t,t > Tn, Xi(w) € L} if the set is non-empty, 
j | oo otherwise; 
Tn+1 = n41 (K, L, w) 
N | inf{t,t >on, X:(w) € K} if the set is non-empty, 


oo otherwise, 


for n > 1. By Doob (1953), Tn, on (n > 1) are the almost sure finite 
stopping times of the process X. Denote &,(w) = Xr, (w). Its transition 
function TE (x, U) satisfies the Doeblin condition and there exists a unique 
ergodic set, non-periodic. Moreover TE (zx, U) satisfies 


I(T¥)" (£, U) — w(U)| < C8", (14.3.7) 
where 0 <6 < 1, C is a constant. Put 


P,(B) = f, P,(B)u(da) BEF. (14.3.8) 


Then P, is a probability measure on (Q, F), and P(B) = 1 implies 
P,(B) = 1. Put 


Buf) = 人 7COP(ao) 


At last, let ¢ = {4z(w)} be a non-negative, strongly measurable, ho- 
mogeneous additive functional on Q, i.e. {¢f,0 < s < t} is a family of real 
valued functions satisfying the following condtions: 

($1) For any s < t, $i(w) is non-negative N;-measurable, where N; is 
the completion of M; in probability space (Q, F, P), 

(¢2) for any wE Q ands <t< u, p5 = $$ + $t, 

($3) for any w E Q and h > 0,s < t, On¢% = RR 

(¢4) for any 0 < u < v, the bivariate function ¢?(w) of point (t,w) is 
Biu] X N, -measurable on [u, v] x Q, where Bl,, is the o-field of interval 
[u,v], My is the completion of NY = o(X;,u<t<0v). 

It is easy to check that 


05,7 = Tn+1 — 01. (14.3.9) 
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Denote 
Yn = Oe ai Zn = Tn+1 — Tn- 
Then 
burn =Ynti,  OnZn = Zn41- (14.3.10) 


Lemma 14.3.1. {yn,n > 1} is a strictly stationary p-mizing sequence 
of random variables with YZL; y!/2(n) < co. 

Particularly, {zn,n > 1} and {wn = yn + czn,n > 1} are also the 
strictly stationary ~-mizxing sequences. 

Proof. In order to prove {yn} is a strictly stationary sequence, 
it needs only to show that 0s, on P, is an operator preserving measure. 
Indeed, from (14.3.8) and Dynkin (1963 Theorem 3.11), for any B € No := 
o{Xi,t > 0} we have 


Pala B)= | Px,,(B)Py(de) = P,(B). 


In order to prove {yn} is y-mixing, we first show the following two 
facts: 

(i) o{yi,: : `, Ym~1} C o{é1,: ae Êm} C Nm» 

(ii) OLYm+k—15 Ym+ks** } C g {EmtkiEmtktis E }. 
Since N;,,_, C Ar， and êm = X,,, is N;,,-measurable, &, 1 < k < m are 
also N,,,-measurable. Therefore 


o{f1,---,Em} CA 
Thus (i) holds true, if we can prove 
o{yn E A, A E Br} C offn41 ET, T € B} (14.3.11) 
where Bpr is Borel o-field of R}. Put 
A={A: (yn E A) E of{€n41 €T,T E€ B}, A E€ Br}, 
it is easy to verify that A is a \-system and contains a 7-system 
II = {[0,¢]: (yn € [0,t)) E€ of{€n41 €T,T € BH}. 


Then o(II) C A that implies (14.3.11). The proof of (ii) is similar. 
Thus for any A E o{yk,1 < k < m-—1}, BE o{yk,k > m+n-— I}, 
by the strong Markov property and (14.3.7) we have 


(B)|Nzn)) 
N, 


P (4B) = E,(E,(I(A)I(B 
(B)|Nrm)) = E (I(A)E U (B)lEm)) 


1(B)| 
= „(I(A)E,(I | 
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and 


|P.(AB) — P,(A)P,(B)| 
a |E (I(A)E (I (B)|Em)) E E ,I(A)E,I(B)| 


= | E,{ I(A) i E,(I(B)|Em+n = n) | )” (Em, dn) 一 pldn)| } 


< B,{1(A) 人 EuB) lEmtn = Volém dn))} 
< Bl(A)Va(én, E) < P,(A)C8", (14.3.12) 


where Vn(ém, A) = (TEY (êm, A) — (A). Taking y(n) = Cé"(0 < 6 < 1) 
we obtain {yn} is a y-mixing sequence with Y2] y!/2(n) < oo. 

Particularly, letting ¢f = t — s, we have yn = Zn, so that the result of 
{zn} holds true. Moreover, from (i) and (ii) 


o{wp,l<k<m-1} Co{&,1<k<m}CN,,, 
o{wk,k >m+n—1} Co{&,k > m+n}. 


{wn} is also a strictly stationary y-mixing sequence. Lemma 14.3.1 is 
proved. 


Lemma 14.3.2. Let of and wr be the non-negative, strongly measur- 
able, homogeneous additive functionals of X with the finite ag = Eyyi, Qy 
= Epy #0. Then 

(a) 


Ps{ lim 42/4? = ag/ay} = P{ lim /HW =ag/ay}=1 (14.3.13) 


where 


P(A) = 上 P,(A)Pp(da), (14.3.14) 


Po is an initial distribution. 
(b) Particularly, letting I(t) to be a positive integer-valued random 
variable such that 
TE) <t< Ti(t)+1 (14.3.15) 


and a, = Eyzn, we have 


Pa{ lim ip = az} = P{ lim 而 = az} =1, (14.3.16) 


P,{ lim m =1} = P{ lim Ton =1}=1. (14.3.17) 


t 一 CO 
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Proof. By the strict stationarity and y-mixing property of {yn}, 
{yn} is an ergodic sequence and its invariant o-field U is trivial. By (14.3.8) 
for any AE U 

P,(A) = P,(A) = 0 or 1. 


Hence we have 
Pf lim, 5 Du =a} =1 


1 y 
And since lim sup — J` k=] ye and lim af — hai Yk are U-measurable, we 
n n 


have se 
PA lim 和 Nor = ag} = 1. (14.3.18) 
Obviously I(t) 一 co(t — oo). Write 


U(t)~1 
由 = 各 十》 mwth”. (14.3.19) 


k=1 
Since 7, < œ a.s., for any given € > 0 and large t we have 
0 
Pi{¢;,/U(t) > e} = 0. (14.3.20) 
By the non-negativity of 4:, for large t we also have 
PAO E) > e} = PASH, /Ut) > e} =0. (14.3.21) 


Combining (14.3.18)—(14.3.21), we get 


Pa{ lim $2 /U(t) = ag} =1. (14.3.22) 
Similarly we have 
P,{ lim 9 /U(t) = ay} = 1. (14.3.23) 


Putting (14.3.22), (14.3.23) and (14.3.14) together yields (14.3.13). 
Note that (14.3.16) is a special case of (14.3.22) with @f = t — s. 


Moreover 
U(t)-1 


Na 


k=1 
From 7, < co a.s., (14.3.18) and (14.3.16), (14.3.17) holds true. 

Now let us consider the process S(t) generated by the additive func- 
tional ¢? as follows: 


TIE) = Tı I(t) — 1 1 


oy t  (t)-1 


S(t) =% - 
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Put 
pi =t—s, M=ag/ay. 


Lu (1986) proved the following theorem 


Theorem 14.3.1. Let gz be the non-negative, strongly measurable, ho- 
mogeneous additive functional of X, Wn = yn—M zn. Suppose that for some 
0<6< 2, 

Baye < 00, Eien < 00. 


Then E,w2t? < oo and 


Oo 
o2, = Ew? +2 ye E,W we 
k=2 


converges absolutely. Without loss of generality assume that o2,/ay = 1, 
then without changing the distribution of S(t), we can redefine the process 
{S(t),t > 0} on a richer probability space together with a Wiener process 
{W(t),t > 0} such that for any given e >0 a.s. 
Ol(tztste) if 0<6<2, 
S(t) — W(t) = | 1 9 
O(ta(logt)s**) if 6 =2. 


Proof. We can write 
U(t)—1 


S(t) =o? — Mt=42,+ X wto — M(t- ns +7). 
k=1 


Denote Z(t) = Se 1 we, we have 
S(t) — Z(t) = 62, + 6° — M(t — no +T). (14.3.24) 


We prove that the right hand side of (14.3.24) a.s. equals to 
O((t log log t)!/@+9)), By Lemma 14.3.1 {yn} is a strictly stationary y- 
mixing sequence with y(n) = Ce~*", 0 > 0. Moreover {y2r)/2 2 n> 1} is 
also a strictly stationary y-mixing aue with 


E(y2t/2)? = Byet? < o. 


Therefore by the law of iterated logarithm we have 


DO — Ey? +9?) = O((n log log n)!/2) a.s. 
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From the non-negativity of additive functional ¢f and Lemma 14.3.2 we 
obtain 


$i” < ua = O((I(E) log log I(t))'/P*)) = O((tloglogt)/C*") a.s. 
Similarly we also have 
t — Tut) < zaa) = O((tloglogt)/C+9) a.s. (14.3.25) 
Obviously $2 = O(1), M71 = O(1). Thus we obtain 
S(t) — Z(t) = O((tloglogt)/@+®) a.s. 


For the strictly stationary y-mixing sequence {wn}, from Theorems 9.1.1 
and 9.1.2 we have a.s. 


n o(t73**) if0<6<2 
y wk — W(no2) = j : (14.3.26) 
ei O(ts(logt)i**) if 6 = 2. 
Now we write 
Z(t) — W(t) 
\(t)—1 
= (D7 me — WUE) — Dow) + (WHE) ~ Yow) — WO) 
=: n + Ta (14.3.27) 
From Lemma 14.3.2 and (14.3.26) we have a.s. 
O (I(t) =+) = O(t +) if0<6<2 
= ; A (14.3.28) 
O (I(t) 3 (log l(t))#**) = O(t4(logt)#**) if 5 = 2. 


On the other hand, by the law of iterated logarithm for the strictly sta- 
tionary y-mixing sequence {zn} we have 


n 
> Zk — nay = O((nloglogn)*/*) a.s. 
Hence 


mb 一 (bao = O((I(t) log log (t))!/*) = O((tloglogt)'/?) a.s., 


so that 
t — l(t)ay = t —I(t)o?, = O((tloglogt)!/?) a.s. 
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By theorem 1.2.2 of Csörgő and Révész (1981) we have 
Iz = W((I(t) — 1)ay) — W(t) = O((tloglogt)'/4) as. 
Combining it with (14.3.25)—(14.3.27) we have a.s. 
O (t75) if0<5<2 
S(t)—- W(t) = 1 i l 
O(ta(logt)«+*) if 6 = 2. 
Theorem 14.3.1 is proved. 


Remark 14.3.1. From Theorem 14.3.1 we can give a weak invariance 
principle and a law of iterated logarithm for the additive functional of a 
Markov process. 


Appendix Slowly Varying Function 


Definition A1. A positive and measurable function R(x) on [A, oo) 
for some A > 0 is called regularly varying at infinite point with an exponent 
a, if for any a > 0 

Jim R(azx)/R(x) = a®. (Al) 


Rewrite a regularly varying function R(x) with an exponent a as 
R(x) = z“ L(x). (A2) 
Then, by (A1), we have 


Jim L(az)/L(x) = 1. 


Definition A2. A regularly varying function L(x) with the exponent 
a = 0 is called a slowly varying function. 

We shall list some main propositions on a slowly varying function. For 
their proof, we refer to Seneta (1976) and Ibragimov and Linnik (1971). 

There are Karamata’s representation theorem for a slowly varying func- 
tion. 


Theorem A1. Let L(x) be a slowly varying function defined on [A, oo), A 
0. Then there exists a positive B > A such that for any x > B 


L(x) = exp{n(z) 十 f, et) dt}, 


where n(x) is a bounded measurable function on [B, co) with n(x) 一 e(|e| < 
00) as x —> œ and e(x) is a continuous function on [B, co) with e(x) > 0 
as 2 一 co. 

Using this representation theorem, we can derive many useful proper- 
ties. In the sequel, we always assume that L(x), Li(7x), Lo(x) are slowly 
varying functions. 
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Property A1. For any a > 0. 


Jim L(x + a)/L(x) = 1. 


Property A2. For any e > 0, 


jim z L(x) = œ, Jim Z “7(z) = 0: 


Property A3. sup i cjcok+1 L(t)/L(2*) > 1, as k > oo. 


Property A4. Let a = a(x) — 0 as x > oo. Then for any e > 0, 


Property A5. (log L(z))/logz — 0 as x — oo. 


Property A6. For any real number a, L°(x), Li(x)L2(7x) and Ly(x)+ 
Lə(x) all are slowly varying. Moreover, if L2(z) 一 co as x — ov, then 
L,(L2(x)) also is slowly varying. 


Property A7. Define L(x) and L(x) by 


a’ L(x) = „Sup t L(t), 


T =] 了 
7 L(x) = inf L(t), 


where y > 0 is an arbitrary constant. Then L ~ L and L ~ L. 


Remark Al. As a consequence of Property A7, x7L(zx) is equal 
asymptotically to a non-decreasing regularly varying function with the 
same exponent y. 


Property A8. For Rı(x) = 27L,(z), y > 0, there exists a regularly 
varying function R2(x) = 2!/7L2(z) such that 


R,(Ro(z)) ~ z, Ro(Ri(x))~ ez as 2z 一 oo. 


Rə(x) here is defined asymptotically uniquely, i.e. if the above relations 
hold true with R3 instead of R and R3(x) 一 oo as x 一 oo, then R3(z) ~ 
r Lo(x). 
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Property A9. Let L(x) is a positive slowly varying function on 
[A, oo). Assume that R(x) = z7 L(x) is non-decreasing on [A, oo] for some 
y > 0. For x > R(A) let 


R*(x) = inf{y: y € [A, œ), R(y) > z}. 


Then R*(x) = x/7L*(x), where L*(x) is a slowly varying function and 
R*(x) is an inverse function of R(x) with the meaning in Property A8. 
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